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Aufgabe H15 Lokalisiertes freies Teilchen (5 Punkte)

Ein freies Teilchen sei für t = 0 lokalisiert (die Wellenfunktion, nicht die W.-Dichte!):

|ψ(0)〉 = |x0〉 ⇔ 〈x|ψ(0)〉 = 〈x|x0〉 = δ(x−x0) .

Berechnen Sie ψ(x, t) auf die drei aus der 8. Präsenzübung bekannten Arten:

(a) Entwickeln Sie |ψ(t)〉 nach Eigenzuständen |p〉 des Hamilton-Operators H = P 2

2m
und

verwenden Sie, dass

〈p|ψ(t)〉 = exp
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〈p|ψ(0)〉 .

Hinweise: Im Exponenten quadratisch ergänzen! Es gilt
∫

∞

−∞
du e−βu2

=
√

π
β

für Reβ ≥ 0.

(b) Der Propagator eines freien Teilchens in der Ortsdarstellung lautet

〈x|U(t)|y〉 =
√

m
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.

Hinweis: Magie der Delta-Funktion:
∫

dy f(y) δ(y−x0) = f(x0).

(c) Benutzen Sie die Darstellung als exponentierter Differentialoperator

〈x|U(t)|y〉 = δ(x−y) exp
(

i~t
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)

.

Hinweis: Verwenden Sie f(∂y) δ(y−x0) = f(∂y)
∫

dk
2π

eik(y−x0) =
∫

dk
2π

f(ik) eik(y−x0).

Dann weiter wie in (a) – siehe dortigen Hinweis . . .

Aufgabe H16 Quantendraht (5 Punkte)

Ein Teilchen kann sich nur auf der x-Achse zwischen den Koordinaten x = 0 und x = L
bewegen. Die Wahrscheinlichkeit, es außerhalb dieses Intervalls anzutreffen, ist also null.

(a) Welche Randbedingungen bedeutet dies für die Wellenfunktion in der Ortsdarstel-
lung? Zeigen Sie, dass der Operator P 2 auf solchen Wellenfunktionen hermitesch ist.

(b) Bestimmen Sie für den Hamiltonoperator H = P 2

2m
die Eigenwerte En und die nor-

mierten Eigenzustände |n〉 in der Ortsdarstellung. Skizzieren Sie die Wahrscheinlich-
keitsdichte wn(x) = |〈x|n〉|2 eines Teilchens der Energie En.

(c) Berechnen Sie für den Zustand |n〉 die Erwartungswerte 〈X〉 und 〈X2〉 sowie 〈P 〉 und
〈P 2〉. Überprüfen Sie die Unschärferelation ∆P∆X ≥ ~/2.

Hinweis: Die Integrale mit Rechner oder im Buch oder per Hand (mit partieller Integration).


