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1 Vektoren

1.1 Richtung und Betrag

Ortsvektor= Pfeil von Bezugspunkt zu einem interessierenden Punkt

Notation: 7, &, r, r

Verschiebevektor= Pfeil, der Punkt(1) mit Punkt(2) verbindet

Notation: 79 [Abb. 1.1]

Betrag= Linge eines Vektors
nicht negative Zahl, evtl. mit Einheit (Norm)
Notation: |F] =7, |[0]=v

Vereinfachung: Pfeilklassen (vergesse Anfangspunkt)

.,  Menge aller Pfeile gleicher Richtung & Betrags
c}'ﬁ/ﬂ Verschieben dndert nichts
- Ausnahme: Ortsvektor

andere Situation: an jedem Raumpunkt ein Représentant

eines anderen Vektors

Physiker: V(7)) # V(), ,Vektorfeld®  [Abb. 1.2]

Mathematiker: v : R — Vektorraum, p+~—— (p)

3 Eigenschaften:
1. Multiplikation mit Zahl

2. Addition zweier Vektoren [Abb. 1.3]

3. Verhalten unter Drehungen

Abb. 1.1: Verschie-
bevektor

/

Abb. 1.2: Vektorfeld

L

- -
\’\ al 'U‘?'
Abb. 1.3: Vektorad-

dition



1 Vektoren

zu 1.: Multiplikation mit Zahl [ADbb. 1.4]
Zahl x Vektor = Vektor mit verdndertem Betrag

2,%, A 1.4
> - /, Se KT = N\

Abb. 1.4: dndern der Lange/Richtung eines Vektors

g
Notation: (—=1)-d = —ad ,Gegenvektor* ‘»/ f -
Einheitsvektor = Vektor xﬁmg hat Betrag =1

a_
a

3 einen Einheitsvektor fiir jede Richtung @

™)

=1lg= ,sodass |e]=1und @ =ac
a

zu 2.:
i a 7
. s SO v 3
kommutativ d; + ds = dy + d; > e

-,

assoziativ = (@+b)+Z=a+ (b+0)

Nullvektor 0-@=0 Notation:  oft 0 = 0 1/»\;‘
i+(-d)=0 a+0=ava ¢l v
%
PR PR O

1. Definition von Vektoren

Vektoren = Elemente eines Vektorraums V iiber den Korper R, d.h. es gelten folgende
Axiome
(1.1)

A)

<C

@beV 3 Addition G+beV mit
(@+b)+Eé=a+ (b+7) Assoziativitiit
0:@d+0=a Va Nullvektor

cd+ (—d) =0 Gegenvektor

+d Kommutativitit

B) VdaeV,a e R 3 Skalarmultiplikation «-d = b€V mit
1) (a+p)-d=a-a+p-a, a-(&'—i—g) =—a-d+a-b Distributivitiit
(a-B)-d Assoziativitit
3) J1:1-d=a Vd Einselement
(V, +) ist eine Kommutative Gruppe

alle Objekte, die diesen Axiomen geniigen, sind Vektoren
Betrag oder Richtung nicht erforderlich.



1.1 Richtung und Betrag

Komponenten Geometrie — Algebra
zum Abmessen braucht es ein Bezugssystem

Der Vektor ist davon unabhéngig!

kartesisches Koordinatensystem @ = (a1, az)

Vektor @ hat in unserem K-System
die Komponenten a; & ao.

Notation fiir Ortsvektor: 7= (x,y)

gegeben sind die Komponenten,
z.B. im R, @ = (ay, as, a3)

e Betrag:

|dl = a = \/(a1)? + (a2)? + (a3)? (1.2)
o Vielfaches:

Ad = ()\al, Aag, /\0,3) (13)

e Summe: v o280

L > 2

a+b= (a1 +bi,a2 +bz,a3+b3) w)\ - (1.4)

5, <

Basisvektoren Einheitsvektoren in Richtung der Kooardinatenachsen:

€1 =(1,0,0), é3=1(0,1,0), €53=(0,0,1)

Rechtssystem
257 7 L
)——’ T=x / (3
3= ]
Zerlegung eines Vektors: Y 2
-5
- o o o a, ¢
a = €ia; + exas + €3as l é E o (1.5)
-
£ & x*

Kollinearitdt:

@, b sind kollinear, falls 3o, 8 € R\{0} : a@+ b =0
(d.h. entweder @ 1] b oder @ 1/ b)

Spezialfall von:

Lineare Abhdngigkeit: {d;,do,...,d,} sind linear unabhingig, falls

n
E o;d; =0 impliziert, dass a3 =as =..=a, =0
i=1

-
or, K,

a.LZ; ’_(—‘ ) .
\: <™ ; <L

3 7



1 Vektoren

zu 3.: Verhalten der Komponenten unter passiven Drehungen erlaubt eine feinere
Unterscheidung und eine engere ...

2. Definition von Vektoren:
Vektoren sind Elemente eines Vektorraums (Axiome (1.1)),
deren Komponenten linear in {cos ¢;x} transformieren

unter einer Koordinatendrehung

- - y . ) ~ '

e«-‘\_r‘ w2 [ {ei} — {é‘;} mit SOJZ = K(é;,ez) i = 1)“.,”
“"“” i. / J a= (a’la 02) ~Na= €1a1 =+ 520,2

! —

- - / / = _/
S d=(ay,ay) ~d = Ejay + Eay
dies unterscheidet Vektoren (im engeren Sinn) von
e Skalaren: transformieren nicht

e Tensoren: transformieren mit hoheren Potenzen von {cosg;;}

e Spinoren: transformieren linear in { cos % ©ij}
feinere Unterscheidung durch Betrachtung von Spiegelung am Ursprung:

v — —v Vektor
v+ 9 Pseudo-Vektor
o — « Skalar
o — —aPseudo-Skalar



1.2 Skalarprodukt

@- b ist eine Zahl (Skalar)
soll linear sein in d, Z;, symmetrisch, ...

haben bereits Betrag (Norm) |@| = a

Idee:

Parallelogramm-Gesetz:

Skalarprodukt:
@+ 0> =@ —b> =:4a-b
A~ d-d=a? Vv
(@+b)-¢=a-¢+b-¢ v Distributivgesetz
(A@)-b=a-(\b)=Xd-b +/ gemischtes Assoziativgesetz
geometrisch:
@+b)-(@+b = l|a+b]?
a-a+b-b+2a-b Langenquadrat von @ + b
a? +0*+2d-b a? + 0%+ 2a - b
Nebenrechnung;: L d
. ar+ b
@+ b|* = (a+b))* + b7 _/_;‘ZJ«,L
= a? + 2ab; + b? + b2 A
2oL -
W—/ a “
b2
=a® + 2ab|| + b2
Vergleich:
a-b= ab”
Trigonometrie:
@-b=abcos
4 (1.6)
wobei p = 4£(a,b)
Nebenrechnung:

1.2 Skalarprodukt



1 Vektoren

auch richtig:

a- l_;: aHb
Vorzeichen: .
a-b<o wenn Winkel stumpf
Winkel: N o
-~ a-b a-b
cos L(d, b) = a0 _ ¢ —
a- aa - bb
Orthogonal: . .
albeada b=0
Kollinear: . .
allb<ad-b==+ab
Projektion:

a=¢a;+éan+..<a,=0d-€ 1=12,..

Anwendung in der Geometrie:

e Schwarzsche Ungleichung:

|@-b| < ab
e Dreiecksungleichung: 24,
la—b| <|@+b <a+b d!’.
z
e Kosinussatz: -
A 2
o o
c=—d-b E N
Z-é=(@—b)-(@a—b) Ay
A =a%+b*—2ab=da>+b> — 2abcos

e Orthogonal-Zerlegung

ﬁ:ﬁH +ﬁ¢ relativ zu einem ¥
i F=vFinF=1-F ~F=F

—

f\«FJ_:F:

(F- 7

Iy
N
S

Ll

| el

&

|
e Arbeit A = F - & ... Kraft mal Weg

10

(L.6)

(1.7)



1.2 Skalarprodukt

iiber Winkel

= D
Vollwinkel 2 rechter Winkel

%0:

S
I
NI

Raumwinkel: Q = % Form der Fliche egal

%
R ;”"-'\Jhl
1 Sekale

Skalarprodukt in Komponenten:
Einheitsvektoren:
er-ep =1 €1-é=0 etc.
@-b=(Gray + &ay) - (81by + E2by)

—

101 - €101 + €1a1 - €3bs + €2a0 - €161 + €202 - E2by

e
=a1b1 + 04+ 0+ asbsy
a

= a1b; + azby
in 3D: .
a-b=aiby + azbs + aszbs (1.8)
merke:
Komponenten sind basisabhingig, Skalarprodukt nicht
Spezialfall:

b=drna=a= (a1)* + (a2)? + (a3)?

11



1 Vektoren

1.3 Kreuzprodukt

elektrisch geladene Teilchen, Geschwindigkeit ¢, im Magnetfeld é, spirt Kraft F

experimentell: Fl U, F L ]§, F= ¢ v B
~— ~—
Ladung Anteil LT

(. v , B F ) bilden ein Rechtssystem
~— ~—~ ~—~
Daumen Zeigefinger Mittel finger

dies definiert eindeutig das Kreuzprodukt

F=qoxB (1.10)

Betrag von F ? berechne B 2

¥
By =B -cosp B, =B -sinyp - ——

8~
Test: (By)?+ (BL)? = B? / )
,

also: Y,
F=gq v Bsing

= ¢ - (Flache des von ¥ und B erzeugten Parallelogramms)

G x b= eab sin £(@5) } (1.11)

el (a, 5), (d, l_;, €) Rechtssystem
merke: nur in 3 Dimensionen!

Eigenschaften:

Ax(bxd) # (@xb)xé

in(b,&)— Ebene in(@,b)— Ebene

12



1.3 Kreuzprodukt

Entwicklungssatz:

-,

(@-é)—dc@-b) “pbac-cab“ Regel (1.12)

St

ax (bxé) =

Beweis:
e wir wissen, daf @ x (b x &) € (b, @)-Ebene
oalso:&x(gxéjzﬂg+75 finde 3,~

skalar multiplizieren mit @: 0 = \ @ - b+ vy a-c

Losung: pf=Xad-¢, y=-Ad-¢c finde A

[ )
wn
i)
@
N
N,
)
=
]
=
ST
|
Sy
|
D
S
oL
Il
S

Ax(bxd)+bx (Exa)+éx(@xb) =0 (1.13)

Orthogonal-Zerlegung von @ in Richtung ¢ ¢é-é&=1

-
a
Aai
=a)+ay e
[ >

| = (@-é)e - (1.14)

L =éx(@xé)=a@E-d)—ée-a)=da—a

QL S &

Kreuzprodukt in Komponenten:

axb= 101 + o + E2az) X (E1by + by + Exby)
= €L X€Taihy + €1 X Exa1by + €1 X €3a1b3
+ & X €1asby + Ex XE5usby + €5 X €3a2b3 (1.15)
+ €3 X €1azby + €3 X €ya3by + €3 x-E3uzb3
= €1(azbs — azbs) + €a(asby — a1b3) + €3(a1bs — asby)

—~

L

ay bl a2b3 — a3b2 C1
a9 X b2 = a3b1 — a1b3 = | C2
as b3 a1b2 — a2b1 C3

13



1 Vektoren

Tabelle: ¢; x ¢; Celiemaa s
ivj| 1 2 3 SRS X ~ <
1 0 53 7(?2 q‘z/ ""\. X ~— C'L
2 —53 0 51 A‘X bj >( .
oy o 7
2 €9 €1 0 ’%l‘
PR
- - ~
Anwendung in der Geometrie: GLatw &m b corl
Csine 5 s
F =F =l|@ixbl=a-b-sin(a+p
- > @ x bl )
Additionstheorem
FD = Fg +FD =asina-bcosfS +acosa - bsin

mehrfache Produkte:

(1.16)

kann negativ sein
— e N d Z N -
a-(bxc)=adaj-|bxcl= Volumen des von da,b,

»Spatprodukt*

(1.17)
In Komponenten:
a- (5 X E) = a1b203 + a2b301 + a3b102 - a1b302 - agblcg — a3b201
ar b1 oo (1.18)
= det a9 b2 C2
as b3 C3
Rechenschema: ,Sarrus-Regel“ w
7 8 q\\lv LAY U .
e ’ 1’ k
Q\. }' e ’CL -"‘-\\ 1 °

e x C - L
14



1.4 Index-Schreibweise

1.4 Index-Schreibweise

L oo _Jlfallsi=y .y
CUGT0 falls i £ 0

Skalarprodukt:

Tabelle d;;

i\j[1 2 3
11 0 0
210 1 0
3]0 0 1

Kronecker-Symbol
i J 2
= Z 6U Cl,‘bj = Z(Sij aibj = Zaibi
%7 =] i

Kreuzprodukt:

€ X € = Z €rek (4,7) = Z €reri; Levi-Civita-Symbol (e-Symbol)
k k

€ ist nicht Null fir

i J k Eijk e=0
1 2 3 1 falls

1 3 2 -1 zwel
2 3 1 1 Indizes
2 1 3 -1 gleich
3 1 2 1

3 2 1 -1

axb= <E é’iaZ-) X E é’jaj = E é;'Xé'j aibj
% J 4,J
= E E €k Ekij aibj = E €k Ekij aibj
ij  k

4,3,k

(C_L' X g)k = Z&ijk aibj
%

(@xb)y=(@xb) &= E-& exij ab;
i,5,k

= Okl €rijaib; = E €lijaib;
i,5,k 1,

(1.9')

(1.15")

(1.157)

15



1 Vektoren

Spatprodukt

c‘i-(bxé’):Zak(be) =Zak5kijbicj
k
k k,i,j

B (1.18)
= Z €kij arbic; = Determinante |, b, €|
kyij

Rechenregeln / Eigenschaften
dij = 0y

Cijk = Ejki = €kij = —Cikj = —Ekji = —Ejik

Z dij Ojk = Oik
J
Z5ij dji = Z dii =3 (1.19)
%,7 i
Z(Sij gijk =0
irj
Z%‘k Etmk = 0it Ojm — Oim Oj1 (1.20)
k

—

Dies ist das Gleiche wie (&'xg>-(E’xd‘)zﬁé’g-d—d'-JRE

ZEijk ek = 20y ‘ (1.20) Omj = -
7,k j,m
Z Eijk Eijk = 0
0,5,k
Einsteins Summationskonvention:
Lasse Z weg

16



2 Kinematik

2.1 Raumkurven

Vektorfunktion

f&)=(HQ), (), fs(t))

2 ~ ) = (x la,\,u))w))

o

Beispiele:
o Geradlinig, konst. Geschwindigkeit ¢ zur Zeit ¢t = 0 sei 7(0) = 7y =
7(t) = 7o + Ut
=(xo+uvit, yo+vet, 2o+ vst) (2.1)
Parameterdarstellung einer Geraden

e Kreisbewegung in xy-Ebene am Ursprung,

—

im positiven Drehsinn mit konstantem v = (¥)

Start
t=0,6=0
Bogenlinge
s(t) = vt
Winkel
t) v Winkel-Geschw w=4
s ~~
t = — = — = t
7(t) = R (coswt, sinwt, 0) (2.2)

17



2 Kinematik

Periode
27 g o S
T=— wel 7t+T)=r(t)
w
Geschwindigkeit:
TLinT|éx7, v=Rw
0 cos —sin
Ol x|sin|]={| cos | =&, ~ U=ve,=Rwe,
1 0 0
¥(t) = Rw (— sinwt, cos wt, 0)
alternativ:

gilt allgemein:

e Schraubenlinie (in z-Richtung)

7(t) = (Rcoswt, Rsinwt, vst)

Bemerkung zur Kreisbewegung:
i.a. ist w ein Vektor

Winkelgeschwindigkeit

Geschwindigkeit

18

(2.3)



2.2 Differenzieren

2.2 Differenzieren

Ableitung von f(z) bei & Y

= Anstieg der Kurve bei z = 7 £(<)
= Steigung der Tangente bei T

Tangente: tz(z) = f(Z) +a-(x — )
Notation: a=a(z) = f'(Z)

——
Ableitung

_ N df .
F@) = @)@ = (@) = lim
Grenzwert
Dif ferentialquotient

(2.7)

df,dx: ,Differentiale “
andersherum:

(@) = 1'(z) - de 29

O(e*) = Terme, die mindestens so schnell wie ¥ nach Null gehen

f@+e) = f(@) +e f(7) +O(H) }

(,, von Ordnung €* <)

Differenzieren = Bilden der Ableitung fiir jedes Z

Ergebnis:  Ableitungsfunktion f’(Z) von Z

Ableiten ist eine Operation

I N
— oder Oy
Funktionswerte sind
@) =T @) = @)
Beispiele
o f(z)=2?

3 _ 3 2 2 3 _
9,2% = lim (x+e)’ -z :limxg+3x e+ 3xe2 +&3 — 2%

e—0 £ e—0 3

i #(32% + 3ze + £?)

e—0 ;‘

=322

19



2 Kinematik

. f@)= V3
Ve+e—vr (Vr+e—Va)Vo+e+x)
83:\/52 =
5 e(Vr +e++/7)
__Ftyx-g 1
NWatetvD)  2ve
o f(x)=73
1 1/ 1 1\ 1 z2—(z4e) 1 -x 1
Op— =~ B = . N
x e\z+1 =z e (z+e)x X x? x?
o f(xz)=cosz
sine = e + O(e%) g.
sl ¢
cose =1+ O(e?) T
Qef £
8xcosx:g[cos(ers)fcosx]:g[cosac~Cossfsinx~sin57cosx
:;[ceﬁ-/r—sinx-};—pgsﬂ
= —sinz
8, cos tidcoswti dcoswt  dcosz
A
= —wsing = —wsinwt

Leibnizregel oder Produktregel
0u(f - 9)(@) = < [f(x +2) g+ &) = [(2) - g(2)]
= 2 [1/(@) + e @)} {o(x) + 24/ ()} — f(z) o)
= S rar sy o gr g v g -1 @
(f-9)(z) = (f"-9)(x) + (f - g)(x)
Differenzieren einer Vektorfunktion
F(0) = (k1 (0), a0, B 1)

math.: Abb. ~
RclI—k

t—s k(t)

20
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2.2 Differenzieren

Anderungsvektor:
. k(t+e)—k(t) dk,, =
Ok(t) = ;13(1) - = E(t) =:k(t)
= (I (0), ko (0), s (1))
= &1k (t) + E2ka(t) + E3ks(t)
9
LT tag
falls k =7 }
Geschwindigkeit:
u(t) = 7(t) = (4,9, 2) (2.4)
Beschleunigung:
a(t) = o(t) = 7(t) = (&4, 2) (2.10)
Rechenregeln:
o(a+b)=a+v ., o (a-b)=d-b+a-b
= . . (2.11)
8 (\D) = AG+AE , & (dxb —Gxb+axb
Tricks:
. @-b=const — i-b=—a-b
7z.B. é-&=0fiir (£)*=1
e d-d=10,(@a)=43080d=aa mit a=]|d
kN . V, ’
Anwendung: ad=7n~ =77 =7-€ =v| £V l:fﬂ'.,
-3
/\-5 v
Beispiele: ¥

e gradlinige Bewegung nach oben

7(t) = (a,vot) r=+/a?+ v? t?

) 2
- v 3 'U02 t
N 7(t) = (0, v V=0 F = ee———
(t) = (0,v0) 0= T
= X {(t) =(0,0) a=0
e Kreisbewegung c:=coswt, s:=sinwt
7(t) = R(c, s) r=R r=0

_@i (t) = Rw(—s, c) v=Rw ©=0
F(t) = Rw?(—c, —s) = —w? 7(t) a=Ruw? a=0

21



2 Kinematik

begleitendes Dreibein einer Raumkurve 7(t)

- 7 L
t=— Tangenten-Einheitsvektor
v
. > S 7 x (%x F)
L T
t=— — > = 3 1t
vV v
=V KT 7 : Normalen-Einheitsvektor
—
wvy
S5, RN . X T ’FJ_ @
t-i=uv ki nzvmz\ﬂz' 2_1:u :
v v
K= |U§| Kriimmung L Kriimmungsradius
. = - L, X T .
n:v()\t+7b> mit b=t xn = Binormale
77
nd s, =Trick o
tAvA=n-t = —fn-t=—-VvK"NA\=—kK
) ) 7 (Fx F)
bvr=mn-b= = — 7 : Torsion
|7 x 7|2
=0
/.-/\\
bz@t(txn):txfi—i-txﬁ:—vrn
zusammen:
t=vK7
n=-—-vkt+ovTh
b=—-vrn
Frénet-Formeln o
|7 x 7 |
k= 3
7 (Fx F)
T=" o =%
|7 x 7|2
tangential

Geschwindigkeit & Beschleunigung ¢ = F=uvt
d':ﬁ:(?t (vf) —oi4vt=0t+0v2K7

in Schmiegungsebene =aq t+a,

22
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2.3 Kettenregel und Gradient

2.3 Kettenregel und Gradient

sei.  h(z):=flg(x)) = fly) mit y=g()
v L y=g@) 5 fly) = fg(@) =h(x) h=fog

differenziere:
(Ozh)(z) = = [h(z +€) — h(z)] = % [f(g(z +¢€) — fg(x))]
AN A 1
= [flg(@) +e-g'() = flo(@))] = - [fy +9) ~f(y)] ( 2.192)
1 1

Il
+
(%)

e
<
~—
§
I
|
o
Q\
~—
S~—
]
—
=}

53

S~—
=

anders:
dh _d(fog) _df dg
de  dx  dg dx

( 2.19b)

Vorsicht: flg(x)) = f'(9(x)) = f'(y)  falsch!
R

Funktionen mehrerer Variabler

fs) (Oaf)wy.2) = < e t+2,,2) - f(2,0,2)

partielle Ableitung

genauso Oyf,0.f entsprechend

Verkettung:
v = a(t),y = y(t),= = =() ~ $GT)
——
h(t)
Ableitung;:
Oh = 2 [l +2),ylt +2), 2+ ) — f(2,0,2)]
= L [F(al) + <a(0) 9(8) + <i(0), 2(0) + <5(0)) — f @y, 2)]
1

—|—g [—f(a:,y—l—sy,z—i—a,é) +f(ac7y—|—5y',z+5z’) —f(x,y,z—i—sz') —|—f(x,y7z+573)]Null addiert
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2 Kinematik

also:
O f (F(t) = &) f (F(1)) + 5(t)0y f (7(t)) + 2(t)0. f (7(1))
C(EY ([0 - (2.20)
= (o] o) Gen =i F st
z 8Zf Nabla

Gradient einer Funktion

—

Vf(x7 y7 Z) = (aa?f(x7 y’ Z)’ 6yf(x7 y7 Z)7 azf(x7 y7 Z))

anschaulich:
gegeben Potenzial V (7)  (fir f (7))
Aquipotenzialfliche ~ V (#) = const. ~ € Fliche
Trick: Betrachte Kurve 7(t) in der A-Fliche

dann gilt: _
0=0V (@) = 7)) -VV(i(t)

in A-Fliche

V?Z/L\ = VV L A Fliche
LA
SV
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3 Dynamik

3.1 Kraftfelder

mir=F Newton 2

Strategie:
Fr i) S /() Mechanike
Beispiel:
ﬁ(F, mt)=q (E(Ta t) + 7 x B (7, t)) Lorentzkraft

umgekehrt:

— Maxwell R «

(1) E (7,1) ,E-Dynamik

Bemerkungen:
Oﬁzomﬁzomf(t)zfo+ﬁot Newton 1

definiert Inertialsystem

e m ist positiver Skalar, ,trige Masse®, Eigenschaft des Teilchens

—

e F(7,,t) hingt nicht ab von 7, 7 etc. / F (7,t) ,Kraftfeld”

Newton 2 = gekoppeltes System von 3 gewohnlichen
Diffenrentialgleichungen 2. Ordnung in 7(t)

Losungsidee:
kenne 7(t), ¥(t) zu einer Zeit t.
7(t + dt) = 7(t) + dt - v(t)
1 =
0t +dt) = a(0) + dt-a(e) ) 5(0) + di - —F (7(0), 170), 1)
Lektion:

eindeutige Losung erfordert Anfangsbedingungen
————

F(t) fir t>to (t0), 7(to)

(3.1)

(3.2)
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3 Dynamik
Fall 1: freier Fall (auch Wiirfe)
Gravitations-Kraftgesetz:

F(r) = —'ym ey Newton (3.3)

Wihle Ursprung auf Erdoberfliche ~ 7y = —R é5 R =~ 6370km
N&aherung nahe der Erdoberfliche: |7] < R

- M l,ﬁ’ZJrR
F(f’):f’ymM 5 (ZL';y,Z-f—R) 23 i*"}/,n;Q (R R R ) .
R)2|2 12 2 r2\12
P R (& @+ (5)] 6
M 000 LM
N7R2 [02+02+12]%_ ges g_R2
Wihle AW!
(0 0
Herunterfallen: 7;( ) =(0,0,h)
7(0) = (0,0,0)
Newton:

ﬂf(%y,z) = _%g (0a07 1)

in Komponenten:

B=0, =0, 5= g (*)
Losung;:
z(t) =0, y(t) =0, 2(t) =7
Ansatz:
zB. z(t)=A+B-t+C-t*+D-t*+ E -sinwt
Einsetzen:

2(t) = B+ 2C-t+3D-t* + Fwcoswt
Z(t) = 2C +6D -t — Ew? sinwt

Vergleich mit (*) gibt:
20=—-g9, D=0, E=0

Vergleich mit AW gibt:
0=2(0)=B, h=2(0)=A

eindeutige Losung:
1
z(t) =h— 3 gt? (3.5)
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Fall 2: harmonischer Oszillator

Hooke:
F (/) = —r (7 — 7o)

—

wahle 7p =0 7 =y ist Ruhelage

Newton:
m (x7yaz) =K (xaywz)

fiir x-Komponente:

. K
r=——= &®
m
Ansatz:
z(t) = Acoswt + Bsinwt .
Einsetzen:
i(t) = —A wsinwt + B w cos wt
#(t) = —A w?coswt — B w? sinwt
Lk (A coswt + B sinwt)
® m
Vergleich:

S
|

K
m

es fehlen noch die AW, z.B.
also:
Einsetzen in e & o:

ZuSammen:

fiir alle Komponenten:

3.1 Kraftfelder

(3.6)
BN
r="rs

(3.7)
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3 Dynamik
3.2 Impuls und Drehimpuls
Impuls:

— Newton 2:

falls F=0 7=0 ~ §=konst. Impulserhaltung

2-Teilchen-System, isoliert:

Gesamtimpuls P= p1 + pa = konst.

Schwerpunktsbewegung:
- 1
s 1= M (mﬂ?l +m2’F2) mit M =m1 +mo
=1 . N 1, . P -
R = Vi (mlﬁ + m27‘2) = (D1 + p2) = M const. =V
Ry(t) = Ry(0)+V -t
Drehimpuls:
L:=mfxv=7Fxp (3.10)
abhéngig vom Bezugspunkt (hier: 7o =0 )
Newton 2: 0
L=mf<it+mixi=FxF= N (3.11)
Drehmoment

N=0 falls F=0 oder F |7, dh.
F (F’ﬁt) =f (F, Ft) e, Zentralkraft

2-Teilchen-System isoliert:

es gilt L =1L+ Ly = konst. Erhaltung des Gesamtdrehimpuls

geometrische Interpretation der Drehimpulserhaltung:

o7 L=r- (mF X f’) =0 N Ebenengleichung
L=konst. fiir 7(t)
1 : dry
— L =rx — . — - =
. [Fx 7 =r-v =r| 7

= 2 (in dt iberstrichene Fliche N)/dt
2.Kepler—Gesetz
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3.3 Energie und Potenzial

3.3 Energie und Potenzial

mr=F |- ¥ ~ mr-7f=7F
1 . o 7 -
O <2mF2> = mi-r=r-F = d—:; - F Leistung
kinetische Energie
1 .
T := = mr>
wenn 3 Funktion V (7) (,,Potenzial“) so dass
F(FAf) ==V V(P
. S, L& oo 304 L o=
dann gilt OV (Ft)=7-VV({F) = —F- F
und somit T = -0,V
~ Energie-Erhaltung:
(T +V)=0&
1 .
kin. 4+ pot. Energie =T +V = 3 mi?(t) + V(7(t)) = konst. =: E
solche Kraft-Gesetze heifsen ,konservativ®
Beispiele:
A)  F=(0,0,-mg) = (~0,V.~0,V,~0.V)
0=0,V
=V =V(2)
=) 0=90,V ———
=0 gewdhlt
mg=0,V —mg=V'(z) ~V =mgz+
B) Fe—n(r—1I)e Rulye, aanry<le ¥
f:/\"'ﬂ A,
'{'--)I \‘\3/
raten
V(@) =5 -)?
Test
. O O
VV(ir)= |0, | V(r)=V'(r) [0y |T=®
9. 0.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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3 Dynamik

EI FRR TN o — 9. 2 2 5 _ 0i(@®+y*+2%) _ 2 _ ay
niitzlich: 0;r = 0iv/ 2?2 +y*> + 2 —72\/W—ZT—T
ar 7 = —
~ B, = x? & Vr=eé,
~ V()= f(r)-Vr=f(r)é
x/r
@=V'(r)|y/r| =klr-0é&
z/r
allgemein:
Zentralkraft: F = f (7, _’,t) €y < L=0
kons. Kraft: F = —VV/(7) & E=0
beides:

konservative Zentralkraft:

C)
F= ,,YW;TM €y kons. Zentralkraft
V()=
,
D)

F=k(—z,2z—y,z—y) vz zu Fuf:
—F,=kx =08,V ~ V:ng—i—f(y,z)

—Fy=ny—rz =0,V =0,f ~ f(y,2)=5y° —ryz+g

2
—F, = Kky — kz L0V = —ky + g (2)

~ G (2) =2k@Q — Kz Widerspruch, weil von y abhingig
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3.4 Eindimensionale Bewegung mit dem Energiesatz

3.4 Eindimensionale Bewegung mit dem Energiesatz

Bewegungstyp aus Potenzial ablesbar, z.B.

erlaubte Bewegung: V(z) < E, E—V(z)=T(z)= Lmo?

Umkehrpunkte: V(zy)=FE & T(xz+)=0

Losung iiber Energiesatz (statt Newton 2:)

1, NE
Smi =E-V(x) ~ ==+ E(E—V(x))

i:d—x ~ de=%x/di ~ dt:j:d—x ~
dt Ve
t T dx’ T dx’
/dt':i/;mt—tozi/; (3.21)
t v \J2(E - V() w0 \J2(E - V(@)
das liefert t=1t(z) ~ x(t) mit x(ty) = zo
gebundene Bewegung ist periodisch, mit Periode
mit Umkehrpunkten x4 (3.22)

B T+ dx
= 2/‘% JEE-V@)
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3 Dynamik
3.5 Dreidimensionale Bewegung unter konservativer
Zentralkraft
Teilchen unter EinfluR ~ F(r) = —VV(r)
erhalten sind L=mv,r & E=1imv?+V(r)
L = konst. ~ Bewegung in Ebene (¢ = 7/2 & z = 0)
T=0)+0L (bzgl7) ~ v =v® +v ? mit vy =70-6€ =7
v = % soll eleminiert werden.
Jetzt Energieerhaltung:

1
E = im(vﬁ +02) +V(r)

Zentrifugalbarriere

L (2 + ) v = Lt L V()
=—m|(7 r) = —mr r
2 m2r2 2 2mir?
1
= imfd2 + Vegp(r)  effektives Potenzial® (3.23)
Beispiel Gravitationspotenzial: o~

LL ‘-:"'"\'\;"‘J& - t ok
L

D

eindimensionales Ersatzproblem mit V¢ z(r)

7(t) = :I:\/ni (B —=Vegp(r)), rot)=vL = mf(t) , U= 5 (3.24)
r dr’ L [t d¥
s, JEE Vo) o= | (32)

— Parameterdarstellung der Bahn: r(t), ¢(t), 9(t)

dp dp dt L 1

— . - :
dr dt dr mr %(E — Vs ()
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3.5 Dreidimensionale Bewegung unter konservativer Zentralkraft

Polardarstellung der Bahnkurve
L[ o) Al @20)
— o = r r )
oo Vem Jry 12\ E = Vos s (1) 4 14

Schwingungsperiode bei gebundener Bewegung

T:2/T+ dr
T (B = Vegs(r))

(3.27)

zugehoriger Winkel ist

Beispiele

D ©

Bahn ist geschlossen falls k- Ap =n 27 k,n € Z (rechtes Bild)
Eine geschlossene Bahn ist die Ausnahme!
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3 Dynamik
3.6 Keplerproblem

a >0 attraktiv

a <0 repulsiv

=

=

I

|

S|
‘Q —N—

ﬁﬁ:—ﬂa:—%F
Erhaltungssatze:
e Energie: E=1mi?—2 (1)
e Drehimpuls: L=mixF (3)

e Runge-Lenz Vektor:

A=7FxL—aé, (é’r = T> (3) aber nur (1) unabh.

Beweis fiir A:

=0

L P L7 a ., Q.

A:rxL+rx[{+—2rr7—r

~—— r T
=rr —r2
57 2 QL Y g
FxL=— ?rx(y[rxr):—r—g 77 7) — 77 7)

a X

==+ -7 — A=0 /

Ausnutzen:

r 7
02
— 202 (p1 ——a(FxF) L+a?
r
—_—————
= 201 - -
S ety 0 PN
rm
- 2 2L2
=12 (F’Q—>+a2:E+a2
mr
2[2F
N A= 1+ 5 =1 E4— numerische Exzentrizitéat
«
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3.6 Keplerproblem

aber auch A-7= Arcos¢p = aer cosy

(©) E o ke (3.31)
r(p) = ——— = — .
v 1+ecosyp mao
welche Kurve?  Ellipse ! t ;r /e \ »
¢ i T
_ 1h
\kf
—

le——2a —)
r + 7" = konst. A-Linie von
Viz,y)=r+7
ANO=VV . .T= (67"4—67"') = (& + @)t

= —cos (g - ¢) + cos (g — 1//) = —sin + sin )’
Es gilt: aber auch
r+r =2a 7 =28
r'=2a—r 77"2:45‘24_4 74 2
2 = 4a® — dar + r* ® 7% = 4&% + der cos p + 7 ®
Gleichsetzen von ® und & ergibt ...
a’ —ar=e*+ ercosp <=
r(a+ ecosp) = a? — €
a2 — e2 2
r(l1+ecosp) = = — =: k <« ,Parameter®
a a
k . .
= ———— Polardarstellung einer Ellipse (¢ < 1)
1+ecosyp

Def: e := & <1 = e=0 Kreis e =1 Parabel e >1 Hyperbel
a
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3 Dynamik

3.7 Systeme von Massepunkten

N Massepunkte 7 i=1,..,.N =17 —7%

9
Paarwechselwirkung F'jk = Fji(rjr) - ?—’: = Kraft von ,,j* auf ,k*
Ik

symmetrisch ~ Fy, = Fy; F'jk = *F:k-j

dann folgt

e Erhaltung des Gesamtimpulses

denn:

P=Y5=3 =F=3Fu=0
J ik J#k

(k4)
~ Schwerpunkt

7 7

bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit

‘7:

St

e Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

L=,

~M

geht genauso

Zwei-Teilchen-System

- =

1,7

[\v)
o]l
Il
=
et
I
=
[\v]

(3.32)

angenomimen

(3.33)
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3.7 Systeme von Massepunkten

Bewegungsgleichungen:

e Schwerpunktsbewegung +/

e Relativbewegung:
F=1 -1 =

1 1
(3.24)

mims .
_ reduzierte Masse

Rekonstruktion:
(3.35)

Bsp. Planetenbewegung
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4 Tensoren

4.1 Drehungen und Matrizen

Betrachte 2 Koordinatensysteme:

z

alt: {e;, i=1,2,3} 7 = é1x + €y + €32 =y = r
z

- ”
x/

neu: {f;zé”i7 i:1,2,3} Fo=fid + oy + 3 =y = 7
!
z

seien vollstidndige Orthonormalsysteme (VONS)

Berechne Komponenten

a' = (a},ah,a%) aus a = (a1, as,a3) fur d fiir eine Drehung {€;} EEN {f;}

a) Jil -a f:1 - (e1a1 + €2az2 + €3a3)
Ql - alz == f2 . C_i == fg . (€1a1 —+ 520,2 + 53(13) (41&)
7 S > ~ .
as fs-a f3 - (€ra1 + €zaz + €3a3)

fi-éi)ar+(fi-€)ax+ (f1-€)as
= for€i)ar+ (fa-€)ax+ (fa-€3)as

fa-ei)ar+ (fa-€)ax+ (f3-€5)as

fi-ér fi-é& fi-é3\ [a;
- |fh& ho hd||a|=Da
fz-€1 fz-€ f3-€3 a3
mit D= (Dj,) = ( i é’k) Drehmatrix (4.1)

o definiert Anwendung von Matrix auf Spalten
Skalarprodukt ,,Zeile mal Spalte’

e ist linear:
D (Aa+ pb) = A (Da) + p(Db)

(AD 4+ uD")a = ADa + uD'a
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4 Tensoren

e in D stehen beide Basissysteme:

D=\ fo | =|e e es| also:f;=Dj.é (4.1)

in alter Basis . R
in neuer Basis

kiirzer in Index-Schreibweise:
Winkel£(f;,x)
a,;» = Djkak mit Djk = fj - € = COS ’()-0/]? (4'1")

Matrizelemente
einfachster Fall: Drehung um x-Achse, Winkel ¢

fi=eée1, fao=éycosp+ezsing, f3=—€ysinyp+ €3cosyp

fi-€ =01
Ja-€2=cosp=f3-€3
Jo-e3=sing=—f3-&
fi-€1=0da
1 0 O
~ Dyo=10 ¢ s
0 —s c

mit c=cosp, s=sing als Abkiirzungen

zyklisch vertauschen -1 -2 -3 —1—

c 0 —s c s O
D%S@ =(0 1 0 ) Dz,ga = —-s ¢ 0 (42)
s 0 ¢ 0 0 1

aligemeiner Fall: Drehung um Achse 77 Winkel ¢
188t sich zusammensetzen aus Dy, Dy, D, ...
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4.1 Drehungen und Matrizen

Zusammensetzung von Drehungen:

a: a a a’
- pM > D® -

{e;} —A{fi} — {g}
- D -

{ej} — {1}

' =D?¢ wnd o =DWg ~ o =D® [D(l)g} = [D(Q)D(l)} a=D

]

in Elementen:
a;/ = Dl(i)agc = DZ(E)D,%)% =: Dljaj s also:

Dy =DPDY)  oder  D=D®pW (4.3)
bildlich:

113

wZeile x Spalte SEIEEETENEEEN I IR

Eigenschaften:
(M+uB)-C=XA-C+uB-C, (AB)C = A(BC)
A-B#B-A | ,Ring

weitere Operationen mit Matrizen:

Transponieren: Spiegeln an der Diagonalen

. T
(A7), =4k  da AT#A, (AT) =4 (4.4)
Speziel: AT = A ,Symmetrisch “(6El.)
AT =-A santisymmetrisch “(3E1.)
jede Matrix: A = 1 (A+ AT) —l—1 (A- AT) , (AB)" =BTAT  (4.5)
2 N—— 2 N——
sym antisym

Invertieren: Matrix-Operation riickgingig machen

1 00
,neutrale Operation= o’ =Fa=a ~ E= {0 1 0| =1
0 0 1

Inverses A~ d/ =A7'd = A7'A E a ~ A'A=1 (4.6)
oder: AA™'=1, und(A™') =4
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4 Tensoren

hat kein N—!

o O O

0 1
A~ existiert nicht immer! zB. N= [0 0
0 0

(AB)"' =pB~tAa™! (4.7)

weil 1=AB-(AB) '=ABB A '=A14""'=44"
—— N——

Determinante

|A| =det A = EijkAliAQjA?)k: (48)
= A1 A2 Az3 + A19A23A31 + A13A21 Az
— A3 Az A3 — A1 AgzAze — A19 A1 Ass

Spatprodukt der Zeilen oder der Spalten

Eigenschaften

INA| = N3] A] (4.9)
°
1] =1
dl * *
0 dz * = d1d2d3
0 0 ds

|A| wechselt Vorzeichen bei Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten
~ |A] = 0 falls zwei Zeilen oder Spalten zueinander proportional

[ ]
|A-B|=|A|-|B]| aber:|[A + B| # |A| + |B| (4.10)

[ ]
|AT| = | 4] (4.11)

[ ]
A7 = (AT (4.12)
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4.1 Drehungen und Matrizen

Spur ("Trace")
sp(A) = 6ijAij = Aii = A1 + Aga + Ass (4.13)

Eigenschaften:

[ ]
sp(AB) = sp(BA) # sp(A) - sp(B) (4.14)
sp <A<1>A<2> . A(")) — sp (A<2>A<3> . A(”)A(l)) zyklisch

weil AE})AE-?AS) AW = (AW A@) ~-A(”))ip
— splAWA® L AM] = AW AR 4B A

: :J L X. ERT LN \ S‘f
T aMae) -
) Sp(1) =3
sp(AA) = A sp(A) (4.15)
sp(A + B) = sp(A) + sp(B) (4.16)
sp(A") = sp(4) (4.17)
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4 Tensoren

Drehmatrizen sind speziell. Gegeben durch 3 Grofen
e Wann ist eine Matrix eine Drehmatrix?
e Welche Beziehungen D = i, ¢ (Achse, Winkel) 7
VONS p 7 (4.1 o o N
o = "fi-fii = (Djk €) - (Dim €m) = Djr D €1 - €
=D, Dy Ok = DDy, = Djp(D ")y = (DD

~ DD" =1 ,Orthogonalitét
D'D=1D"'=D"

man sagt: D € O(3) sorthogonale 3x3 Matrizen“
damit gilt:

a=D"d mit (D) =& - fi e a;= (D) a} = aj, Dy

~ Rechtsmultiplikation der Zeile a' = (a1, az, a3) mit D:

aT:(DTQ/)TZCL/T-D

Basisvektoren: & = (D")jk fr = fx Di;
Skalarprodukt ist drehinvariant

@'V =(Da)" (Db)=a" D' Db=a"b
——

IS

a-b=a'b

— — rd P —
a=€ja; = frDyja; = fra, =a
Komponenten & Basisvektoren drehen ,kontragradient®

eine Drehmatrix hat 3 unabhéngige Parameter

Determinante einer Drehmatrix:
1 =det(1) =det(DDT) =det D-det D' = (det D)?

det D =+1 (Drehung) oder = —1 (Drehspiegelung)

-1 0 0

Spiegelung, z.B. S=[ 0 -1 0 Punktspiegelung am Ursprung
0o 0 -1

jede Drehspiegelung lafst sich schreiben als S - D

mit det D = +1. Also
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4.1 Drehungen und Matrizen

e Drehachse 77 aus D
D-n=n Spezialfall eines Eigenwert-Problems (4.22)
< (D—-1)-b=0 | normiere n =25/

dafiir muf det(D —1) =0 sein.

Beispiel:
1 1 V2 1 (2 00
D=-1[ 1 1 —V2 1==-10 2 0
2 3 V30 2 0 2

1
0=(D-1):b=5| 1 -1 -2 by — by — v/2bs
V2 V2 -2 V2b1 + /2by — 2b3

Zeile 1 und 2 linear abhéngig ~ 2 unabhingige Gleichungen

1 1
2 Glgn: {bl_bQ_\/ibg_O}m{b:g_O}mb:)\ 1 /\«Q:L 1
0

0
-1 1 V2 —by + bo + \/§b3
b3

—b1 + by —V/2b3 =0 by = by 0 2

e Drehwinkel ¢ aus D (hier: nur cos @)
Dj,=DJ D,, Dy wobei Dy:ii— &, dreht
Sp(Dﬁ,w) = sp(Dg D, Dy) = sp(Dy Do Dz,w) =sp(1 - Dz,w) = Sp(DZ#P)
sp(Di,p) =1+ 2cos ¢ (4.23)

Rekonstruktion von D aus 77 & ¢

i = (u,v,w) c=cosp s=sing
D=cosp-1+(1—cosy)-(non)—sing-(nx...)
1 00 u?  wv  uw 0 —w v (4.24)
01 0 +(1—¢)-|vu 02 wvw|—-s-|w 0 —u
0 0 1 wu wv  w? -v U 0
Beweis: (4.24) gilt in speziellem Bezugssystem; z.B. 77 = €:
100 0 0 0 0 -1 0 c s 0
D,,=c-|0 1 0|+(1-¢)-|[0 0 0] =s-|1 0 0O|=|-s ¢ O
0 01 0 01 0 0 O 0 01

Bemerkung: engere Physiker-Definition von Vektoren prézise:

—

a = €;a; heifit Vektor < a;- = Djray, unter Drehung

B (4.25)
{€i} = {fj = Djr éx}
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4 Tensoren

4.2 Tensor-Begriff

Komponenten Objekte

Zahl a Skalar a
(Tensor O-ter Stufe)

. ax i=¢
Tripel o Vektor a = ¢€;a;
a=(a;) = 22 Spalte (Tensor 1. Stufe)
3
a’ = (a1, as,a3) Zeile
. Ay A Agg 1T_2
Matri T A=eij Aij
X A= (AZj) = A21 A22 A23 (2en§3§fe) ‘i !
Azr Aszz Ass ' R
Schema Tensor T =€, 5 Tj . i
T = (T - ) J1J2--Jn “J1J2---In
(Tjijo-gin) (n-ter Stufe)

allg. Definition: Schema (7},;,..;,) definiert einen Tensor n-ter Stufe

T = (Tj..5.) € Thinin = Divis Diaks - Diokey Teskan (4.26)
unter Drehung {&;} — {Fj = Djpé)}

Kurzschreibweise:

T"=D-D...D-T

Invarianz des Tensors: R
T Tj,..jn

= Cj1..n
= frokon Tho ko,

kann Tensor A als Abbildung interpretieren:

w; = Aji Uk soll als aktive Operation
A:dr—w=A-7 gelesen werden
also A= (A;;) im VONS {&}

dann liegt, A = (A’,) im gedrehten VONS {f;} fest:

I Al
w; = Ajp vy

ausgeschrieben:
wj = Djw; = DjiAyv, = Dy Ay (D), o),
= (Dj1 Dy i) v}, = Al 0]

jmYm
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4.2 Tensor-Begriff

~ Al = DjDyp Ay = DjAy, (D7), < A'=DADT

k
sp(A") =sp(A) & det(A’)=det(A) (4.27)
~w =A"v=DAD" -Dv=DA-v=Duw Kovarianz
Matrix A definiert auch eine Bilinearform:
B(i,0)=u' -A-v=uAjpop=i-A-7 (4.28)

vertauschen der Argumente liefert B von A':

B@a) =v -A-u=(ATv) u=u"-(ATw)=u" ATy

bei gleichen Argumenten (7 = u) ergibt sich eine quadratische Form:
Q@) =B(@d) = -A-G=u' A u=u;Ajuy

hierbei iiberlebt nur der symmetrische Teil 2 (4 + AT).

Dyadisches Produkt / Tensorprodukt

o b = Tensor 2. Stufe = ,Operator (Dyade)

ST

speziell: det =0, sp=a - b

Def:  (dob) =ai (4.29)

j

N a1b1 0,11)2 a1b3 . ( )
aob= a2b1 a2b2 a2b3 =aqa- b—r — <> LN
a3b1 a3b2 a3b3

Wirkung auf Vektoren:

(@0b) ¢ =aje; <« (aob)-c=a(b-0) (4.29")
ij
zerlege
- Y o 1 o o
aob= = (d’Ob—i—boc_i) +§ (&'Ob—bOd’)
antisym. Teil enthélt das Kreuzprodukt G=axb
L. 0 a1b2 - (Igbl a1b3 - a3b1 0 w3 —W?2
aob—bod = a2b1 — a1b2 0 a2b3 — agbg = —Wws3 0 w1 = —0X...
a3b1 — a1b3 a3b2 - a2b3 0 w2 —W1 0
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4 Tensoren

wegen Wirkung auf Vektor:

. . 0 w3 —Ww C1
(&'Ob—bod’)~5 = | —ws 0 w1 Co = -—@xc
w2 —Ww1 0 C3
I (4.29) I Jd=axb
a (b 5) —b(@- Q) < BAC-CAB“ — _ (a x 13’) &
(4.30)
(@ob-Fod) = aib; —azbi =i (@ 5) (4.30")
ij k
Spezielle Tensoren
[ )
0 0
ey =ciog= (1 1, i) weil (€)= (G (€)=  (4.31)
0 0
R 1 0 0 01 0 0 0 O
ist Basis: A = €ijaij = a1 0 0 O + a2 0 0 O)+...+ ass 0 0 O
0 0O 0 0 O 0 0 1
Produkte: é\ij . gk = (é} o éj) . gk: = é; (é} . gk) = é;(s]
damit von Objekten zu Komponenten, z.B. @ = A7
gjﬂ = é\jk Ajk . €lvl = é} 5kl Ajk v = éj Ajlvl 5% wj; = Ajl (%
® € jr. j, =€ 0O, 0...0€, n-fache Dyade
o 1= /e\ij 6ij :/f:;j 52’]’ 54 5;] = 51’]’ dreh-invariant
1 ist ein drehinvarianter Tensor
~ sp(A) = 6,5 Aj; = A;;  drehinvariant
e £ = é\ijk Eijk Z/f\ijk Eijk < 5;jk = Eijk dreh-invariant
M € ist ein drehinvarianter Tensor (3. Stufe)
~ det(A) = ;51 A1, Aoj A3, drehinvariant
e-Tensor vermittelt zwischen Vektor & antisym. Tensor
Eid—— A wegen A;; = €45k ak & A=2.3
S 1 1 - (4.32)
und A— ad wegen a; = ifijkAjk & oa= 55 :
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4.3 Hauptachsen-Transformation

4.3 Hauptachsen-Transformation

Beh.: zu einer symmetrischen Matrix H = H ' gibt es mindestens eine Drehmatrix D,
so dass

A0 0
H' =DHD" = A =diag(A\;, Mo, X3) = [ 0 X2 0 (4.32)
0 0 As
ausgeschrieben:
T oo e : : : T Hf.
DHD' = i H ﬁ ﬁ & — LT Hﬁ H& Hﬁ — ﬁHﬂ
SO ARTS S S : E 5 faHfi ...
& H f; = Aj f; mit ﬁ ﬁ = 0;; Eigenwertproblem
~~

~—
Eigenwert(EW) Eigenvektor(EV)

(4.33)
3 von den Eigenwerten und den Eigenvektoren jeweils drei (j—1, 2, 3)
Beweis
A) Betrége der Eigenvektoren liegt nicht fest — kann normieren

B) EW verschieden = EV orthogonal:

P S0 (B 0 = (A7 R) e = Oa)

(q.e.d.)
C) EW sind Losungen einer kubischen Gleichung;:
(fI — )\]l) . f: 0 hat Losungen ungleich f: 0 genau wenn
det(H — )\]1) =0 ~ liefert /\1, )\2, /\3
gesucht sind die Nullstellen des ,charakteristischen Polynoms*
H11 - A H12 H13
P(A)=det(H-A1)=| Hyn  Hyp—X  Hy |=-\+(sp H)N+q(H)\det H
Hs Hs  Hzz— A
(4.34)

5 mogliche Fille
PN
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4 Tensoren

D) fiir H = H' treten nur Fille 1-3 auf

E) bei Entartungen ( Falle 2 & 3) sind 2 EW gleich, z.B. Ay = A2 = A

]

Hfi =X
Hfy =X

~

! }:f](aﬁntﬂf;) Xt A=K (afi 4 )
2
~ jede Kombination afl + Bfé ist EV ~ 3 Eigen-Ebene q.e.d.

Fahrplan zur Hauptachsen-Transformation

H=H"?

—

2) 16se det(H — A1) = 0 nach A; sortiere \; < Ay < A3; Entartung?

w

)
)
) Proben: A+ Ao+ A3 =sp (H) i A1 A A3 = det(H)
4) zu jedem EW \; l6sen

(H—-X1)v; =0 nach v; ~{7;} EV

| kann eine nicht null Komponente von v; frei wéhlen |
5) Probe der Orthogonalitét:
T Oy = 0fiir j#k | shortcut: fz = fi x fo
bei Entartung: orthogonale Linearkombination wéhlen
6) normiere die EV: f; = Ti/y;
wechsele evtl. ein Vorzeichen (f3 — —f3) so dass Rechtssystem

7) notiere Resultat in Form

A0 0 -/
H=(0 X 0] & D=|-f—
0 0 A - f-
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4.4 Beispiele

4.4 Beispiele

Tensoren 2. Stufe vermitteln lineare Abbildungen von Vektoren

ad=H-u+¢  (Verallgemeinerung von linearen Funktionen)

—

Interpretation: « ist Ursache, d ist Antwort, (H,c¢) System-Daten

Beispiel A) Leitfahigkeit

Ursache: E—Feld, Antwort: Elektron-Geschw. ¢
oder besser:  Stromdichte j = Soel
lineare Beziehung;: j=0¢-FE (Ohmsches Gesetz) (4.35)

gut bei kleinen Feldstérken; ¢ heifit Leitfdhigkeitstensor-Tensor

e isotropes Medium ~ keine Vorzugsrichtung ~ j || E ~ ¢ = o - 1 ~ Zahl

e anisotropes Medium ~ 3 Vorzugsrichtungen ~ i.a. ;H Enc # o - 1 Tensor

Beispiel B) 2-dimensionales Potenzialminimum
2 Federn ~

F=-H- 7 (+0(r?)) Hookesches Gesetz (4.36)

harmonische Kraft, Vorzugrichtungen, i.a. F } 7
3 Potenzial?

1
zu Fllﬁ Fl = 7H1133 — ngy ; *amv (% V == 51‘{111’2 + ngxy + f(y)

Fy = —Hojx — Haoy < -9,V = —Hpz — f'(y)

1
~ Hio L Hsy und f(y) = ngng +c,setze c=0

also fiir HT = H:

1 1
V= 7H11$2 + Hisxy + §H22y2

2
1

= §($H11$ + xHi2y + yHax + yHaoy)
1 1 -~
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4 Tensoren

Beispiel C) Tragheitstensor

starrer Korper, Masse m, feste Achse & durch Ursprung, wird in festem Abstand von

Achse gehalten (masselose Dréhte)

a3
G 7
S > R /j/\ﬁ S o9 o
L ? L=7xm(@x7) =m(&r’ -7 )
A 5 N,
,\ zmT]l—ror)~w:I-w
¢

definiert Tragheitstensor IA, mit Komponenten

Ly, = m (r*6, — rj7k) oder
1 0 0 Tr TY TZ y? + 22 —zy
I=mr?2 |0 1 0)—-m|yz yy yz|=m —xy 224 a?
0 0 1 zxr 2y 2% —xz —yz
fiir mehrere Massen my, oo =1,...,N:
E:ZEa:Zfaﬁ:: A(,U, also
« «@
yi + th —TalYa —Tala
I= Zma TaYa Zc2y + xi —Yara
a —Tala —YaRa Ii + yg

Zeitabhingigkeit von ¥ — Zeitabhiingigkeit von I,
damit L=1 -G =7x F = N Drehmoment ~ Unwucht
Ausnahme: & ist ein Eigenvektor von I,

L=T1&=)\3

,2Auswuchten‘
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5 Funktionen

5.1 Allgemeines

Funktionen sind Abbildungen, in der Regel zwischen Kontinua
einfachster Fall: f:RODD—WCR ,von R nach R

A€ )
iy
'F - Lu wid ot

W
/

= — x_
Ny | h
LYV LA & '

RE :

m Minimum, w Wendepunkt, [a,b] mehrdeutig, n Nullstelle,
p Pol (einfacher), u Sprungstelle, ¥ Knick, s Singularitét

pathologische Stellen sind ,,in der Natur” bei héherer ,,Auflosung” regular:

=1 ->

(zci(Z);i)ﬁ % /(mi;;;_._g \/m (acfs’)y2+52
verwandte Funktionen
filx) = f(—x) an y-Achse gespiegelt
fa(x) = —f(x) an x-Achse gespiegelt
fa(x) = —f(—x) am Ursprung gespiegelt
fa(x) = f(x —a) um a nach rechts verschoben Graph
fs(x)=f(z)+b um b nach oben verschoben
1
fo(z) = f(c- o) mit —-facher x-Streckung
c
fr(x) =d- f(x) mit d-facher y-Streckung

gerade Funktionen: f(=z) = f(x) Bsp: 1-&-%
ungerade Funktionen: f(—z)= —f(z) Bsp: tanx
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5 Funktionen

zum Entfernen physikalischer Dimensionen

Funktion z(t),t & z haben Dimension. Wihle typische Konstanten tg, zg
definiere:  f = 2/, 7 = t/ty dim.-los ~ 2(t) =z f (7 = t/t0)

Bsp. freier Fall:  2(t) = h — L1gt2. Natiirlich ist 2o = h, to = \/?/g
~2(t)=h [1 - %g%} —h [1 -1 (t/to)ﬂ = h- f(r) mit f(r) =1— 172

Newton: 2= —g, 2(0)=h, 2(00=0 ~ f"=-1, f(0)=1, f(0)=0.

Umkehrfunktionen

Y xT

~ —_—~
f~1  definiert iiber ffl(f(x)) =z oder f(ffl(x)) =y (5.1)

Graph von f~! aus Graph von f durch Spiegelung an Diagonalen y = z

Die Ableitung von f~! erhilt man aus Ableitung von f:

0, [f—l(f(x)) - x] Kettenreoel, g =Y y) - 0o f (@) = Opz =1, also:
il
SNy 1 dv  [dy -t
(f 1) (y) = f’i(ffl(y)) oder d—y = |:dl’:| (5.2)
Beispiele:

A) fla)y=22=y ~ f iy = V== (positiver Ast)

Teste(5.2):  0y/y = © 1 L :ﬁ V

) [ G

VY =Y

B) f(z)=sinz=y ~ [f7l(y)=arcsiny=ux
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5.2 Die Exponentialfunktion

5.2 Die Exponentialfunktion

beschreibt alle Wachstumsvorgdnge, wenn:
Mengendnderung ist proportional zur Menge selbst
etwa: Bakterien-Anzahl N(t) nehme zu gemif N = aN

AW: N(0) = Ny gegeben N=Nod, Loy Mo f) = Mo f
mache dimensionslos: z =at, f = f(z) ~ f'(x)= f(z), f(0)=1

Def:
exp(z) 16st die Differentialgleichung f/(z) = f(z) mit f(0) =1 (5.3)

Graph:

trage Steigung am Punkt (z,y) ein:

exp monoton steigend, D =R, W =R,
exp immer positiv (f(z¢) =0~ f(z) =0)

lim exp (z) =400, lim exp(x)=0
T—00 T——00

Funktionalgleichung;:
betrachte Hilfsfunktion g(z) = exp (z + 2)
g (x) = exp (z + 2) = g(x), aber g(0) = exp(z), also:

g(r) = exp(z) - exp(z) ~ exp (y + 2) = exp () - exp (2) (5.4)
Iteration von (5.4):

exp (z) = exp (£ + 2

) ]
exp(m):exp(%—i-%-l—...-l—%) - [exp (%)r

n

~
exp(x) =e” mit e:=exp(l)~2,71828... Euler-Zahl (5.5)

~

exp (—xz) = e = 1/e* = Lexp ()

~

Dpe® =e® N~ 0PeTT =T Gt = 4" (5.6)
Reihe:

versuche f' = f per Polynom-Ansatz zu losen: f ] + i + cox?

~  fl=c1 +2cx ] +eax+exi=f geht nicht

~  addiere beliebig viele Potenzen, d.h. Polynom — Potenzreihe

95



5 Funktionen

oo
f(x);1+clx+02x2+03x3+...:chx” (co=1)
n=0
einsetzen:
' =c1+ 2com + 3czx® + deqx® + ...
;1+clx+02x2+031:3—|—... =f
Koeffizientenvergleich:
Cn—1
neép = Cp—1 N Cp =
n
eleganter:

S S oo
/ n—1 1 m m=n—1 n—1
flla)= cana™ =3 cpa™ "ET Y a2 = f
m=0 m=0 n=1

— Rekursion zu Koeffizientenvergleich

Losung;:
1 1 1 1 1 1 1
Cpn=—Chp1=————Cp_o=— ——Cp3=...= —C
n "' T an—1"? nn—-1n-2"° nl™
also:
xr .- 1 n
ef=) —uw (5.7)
n=0
=1
Test:
Ope” ilnxn_lzi 1 gt =" i i;vm—e’” 4
: n=0 ! n=1 (n a 1)' m=0 m'
Konvergenz? iiberall, d.h. Vz € R
Asymptotik:
lim e /amn =00 < limz"e * =0 (5.8)
r—r 00 Tr—r0o0
Produktdarstellung:

=) = (o) s ararrone
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5.2 Die Exponentialfunktion

Umkehrfunktion:
Fi) =y o oy=f) =m0 AR
Eigenschaften: /
Inz T —7
e’ =gz, lne* =2z \ 1 x
1 1 1
Oylny = = =
vy 02€%|s=iny  €%|lo=lny Y
( ) ( Inx 1ny> ln(elnx+1ny):1nx+lny
In(z%) =In(e*™%) = aInx (5.10)
00" = 0,(e"™) =Ina-e"™* =1na - a”
1
In—=—Inz, imzlnz =0,
x x—0
lim Inx =00, limlnz = —oc0
T—00 x—0
verwandte Funktionen:
1
~1e ™ coshz=chax= 5(693 +e™ ") gerade
; (5.11)
D x sinhz=shz = i(ex —e ) ungerade

Eigenschaften:
e =chx+sha
ch? z —sh® z =1
Oyshx=chux
Opch x =sh x
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5 Funktionen

5.3 Potenzreihen

Exp-Funktionen war Beispiel einer Potenzreihe
> 1
ex=chx” mit ¢,=—VreR
o n!

Def.: Potenzreihe ist eine formale Summe Y7 ¢, 2" =: poo ()
Eigenschaften:

e Konvergenz? falls \Z,lnzk cpa| <e fir Vk,I> N(e)

e Approximation einer Funktion f(z) |auch ohne Konvergenz|

N
f(z) = Z cnx" + Ryy1(x) R+ heifit Restglied, von O(z™ 1)

n=0
nur gut falls f(z) nicht pathologisch bei z =0

e Darstellung einer Funktion {iber Potenzreihenansatz,

z.B. fiir Losen von Differenzialgleichungen.

zweites und wichtigstes Beipiel: geometrische Reihe f(z) = —
erfinde Gleichung fiir diese Funktion

11—z ’—’yl
7
2) f(2)= =t (<) = i ~ (=) (@) = f() . -

(1=a)? mit £(0)=1 -t

b) fla)=1= ~ (1—-2) f(z)=1 algebraisch

xT

setze Potenzreihenansatz f(z) = > " ¢, 2" ein!

in b):
o0 oo o0
1=11 —m)chx" = ch (1—ax)z" = Z(cnx" —cp ™t
n=0 n=0 n=0
oo [e.9] oo oo
_ no__ k+1 n _ n
I LT SEP ST S
n=0 k=0 n=0 n=1
o0
=cCo + Z(Cn — cn,l)x"
n=1
Koeffizientenvergleich:
l=c,0=c,—cp1firn>1 ~ ¢c,=1Vn
Ergebnis:
1 o0
1= l+z+z?+2®+... = Zx” konv. fir |z| <1
n=0
Approximation L =1+z+2+...+2V + Ryyi(2)

o8

1

(5.12)
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5.3 Potenzreihen

Restglied durch ,, Abspalten*:

Loy L e ) T S G
— = - —— = x - x =...= x4zt +.. tz
1-—=z 11—z 11—z 11—z
N
1 mNJrl 17IN+1

"= - = 5.13
m nzz;)x l—2 1-2 1—x ( )

Tricks, wie man sich Potenzreihenentwicklungen besorgt:

e Einsetzen:

1 1 :Z(_xz)n:z:(_l)nx2n:1_x2+x _

2 T ] _ (—g2
1+zx 1= (=2?) =

e Umformen: v1+z=> " c,a"

2
l+z=VI+z =(co+car+cr’+.. Neotarteor®+..)
=c2+2c0cix+ (2c0co+3)x? + ...

o=

P

Vergleich: 1 = 2,1 =2coc1,0=coco+¢c?,... ~ co=1,c1 =1%o

also: Vl—l—x:l—l—%az—%xz—&—...

e Differenzieren In(1+2x)=?
Oy In(1+2) = L _ 3 (—z)™ =0 i ;(—1)’”;6””1 + konst
* 1+z = * Soymt 1
konst? In(1+ 0) = 0 = konst.
also:
= (1)
| = " .
n(l+z) =Y e (5.14)
n=1
e Addition:
Chw—l(ex-l-e_w)_il A ) i > ﬁ—1+x—2+
2 B 2 \ n! n! B n! 20
n=0 n gerade

Oyschx ~ shx= Z %:x—i—...

sh x analog oder {iber
n ungerade
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5 Funktionen

e Differenzialgleichungen

f"+f=0 mit AW f(0)=1, f(0)=0. f(ff):icnxn
=0

n
0= i can(n—1)z" "2 + i e 2" = i can(n —1)a" 2 4 i Cno a2
n=0 m=0 n=2 n=2

Cn—2

——. AW:¢y=1,¢, =0
n(n—1) Co ,C1

= Z [can(n—1)4+cha] 22 A~ ¢ =—
n=2

Cungerade = 0, cn= :l:*'
n.

e R
fiir n gerade, also  cosx =1— > + T F--
24 (5.15)
T
entsprechend: sinx =z — 37 +...

Taylor-Reihe

wir kennen lineare Approximation von f(z) bei x =T
flx=T+e)=f(T)+e f(T)+O0(?)
benennen um: T —a, €—x—a
f(@) = fla) + (z —a) - f'(a) + O ((z — a)?)
besser: parabolische Approximation

f@) = fla) + (& —a) f'(a) + (& —a)* - gla) + ...

differenziere:
fll@)=0+1-f(a)+2 (z—a) gla)+...
A gla)= 5 f"(a)

oder nochmal differenzieren:

f'(x)=2-g(a) + O(z — a)

allgemein:

zT=a
f(@) =fla)tei(z —a)tea(z —a)’+es(z —a)’ +es(z—a)! +...—f(a)
fl(z) =0 +c +2ca(z — a)+3c3(x — a)?+dey(z —a)® +...—c1
fMx)y= 0 +2c9 +6c3(r —a) +12c4(z — a)?+...—2c2
f"(x)= 0 +6¢3 +24cq4(x — a) +...—6¢c3
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5.3 Potenzreihen

also: 1
f(n) (a) — n' . Cn m Cn — jf(n)(a) aY
n
=1
flz) = 2) ] f™(a)-(x —a)”  Taylor-Reihe
oder

Flath) =3 — f(@h" = (" f) (a)
n=0
Abbruch bei n = N < Approx. von f durch Polynom N-ten Grades

Vorraussetzung: f € C*  (,hinreichend glatt®)

geht nicht immer! Gegenbeispiel: +

fla) = e~ ll_C y

™ (z) = Polynom <i> cem =t 220 Taylorreihe = 0
oft niitzlich, z.B.
F@) = (1 +2) = 1+/\x+%)\(/\—1)a:2+...
oft benutzt: harmonische Niherung fiir Teilchen nahe V-Minimum z = a
V(z) = V(a) + V(@) —r=a] + %V”(a) (@ —a)?+0((z—a))

V'(a) =0 < Minimum

mi = -0,V =-V"(a)  (x —a) + O ((x —a)) = —mw?(x —a) +...

Hook
ooke w2:VH((l)/m

(5.16)

(5.16")

(5.17)

(5.18)
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5 Funktionen

5.4 Komplexe Zahlen C

Korper-Erweiterung der reellen Zahlen R um die Losung von 22 4+1 = 0.

Nenne +/—1 =:1 ,maginire Einheit“
also:
i-1=-1

Komplexe Zahlen = Paare von reellen Zahlen (z,y)
= Linearkombination von 1 & i:

z=x-14y-i=x+1y
[Vergleich mit 2-dim Vektoren ¢ = €1v1 + €2vy = (v1, v2).]
Realteil Re(z +iy) == Imagindrteil Im(x+iy) =y

z heift reell wenn y = 0, imagindr wenn z =0

Addition:
(z +iy) + (u +iw) = (z + u) +i(y + w)
Multiplikation:
(z+1dy) - (u+iw) = (zu — yw) + i(zw + yu)
Negativer:
—(x+iy) = —z—iy
Null:
z=0&2=y=0
Inverses:
o T — 1y . x i Y
wtiy  (z+iy)(r—iy)  a?+y? 2?4y
Korper:
zw=0 < z=0V w=0
Wurzeln:

(5.18)

1 1
Vo +iy=u-+iv mit u2:7<x+ x2+y2), U2=*(—£L'+ x2+y2)

2 2

Lost (u+iv)? =x+iy ~ jede komplexe Zahl hat 2 Wurzeln

Hauptsatz der Algebra:
jedes Polynom n-ten Grades in C hat n Nullstellen (mit Multiplizitét)
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Konjugation:

5.4 Komplexe Zahlen
involutive Abbildung i+~ —i d.h.
z=x+iy +— x—iy=:2" oder Z
1 * 1 *
~ Rez:i(erz), Imz:;(zfz) (5.19)
i
~  zreell &z = 2" Involution: (z*)* = z
AN (zrw)=zz4+w", (z-w) =z -w"
Betrag (Norm, Absolutwert):
22" = (z +iy)(z —iy) = 2* +y
|2] ;= Vzzr =22 +y2 >0 (5.20)
~ = == lzwl = e fwl |z w] <z 4wl
geometrische Darstellung
D
z = (x,y) in R? komplexe Ebene* &7 2 = x4 s
Y t=— 7
Betrag |2| = \/22 +y? Liinge des Vektors (x,y) \ T Re
~|z — w| = Abstand (z, w)
2+ w| < [z] + |w]

As - Ungleichung
Spiegelung an Achsen:

"2* . .
-2 - . z‘*
Produkt? Polarkoordinaten:

z=1z+ iy =r(cosp +ising) =r(c+1is)

mit r=|z|=+va2+y? und ¢ =:arg(z) = arctan =

mod 27 (5.21)
T
Z1%92 = T1T9 - (Cl + ’L.Sl) . (CQ + iSQ) = 7"17‘2([0162 — 8182] + i[3102 + 6182})
= r1ra(cos (g1 + ¢2) +isin (g1 + ¢2))
also:

|z122] = |21] - [22| und arg(z122) = arg(z1) + arg(22)
geometrisch: Inverses 2

(5.22)
= '§|*2 , Multiplikation mit ¢

= Drehung um %

2
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5 Funktionen

Konsequenz:
Moivre

n

2" = r"(cosp +ising)” = r"(cosny + i sin nep)

schnelle Methode, sinnp & cosny zu berechnen,
cosny = Re (2™) = Re ((cos p + isinp)™)

' 2

zB.r=1 |,
¥s

n-te Wurzel: 2R, §E .

z=r(cosp+ising), w=p(cosh+isinfh) ~
r(cosp +isingp) = p™(cosnd + isinnf) ~ § LS §am

k
prt=r,nl=p ~ p=Ur, 0:£+2ﬂ'~—mitk20,1,.. ,n—1
n n

Vz=we z=uw"

Exponentialfunktion:

— 1
e* = Z — 2™ fiir z € C existiert, wihle z = iz imaginér
= n!
iz : L. 2 )3 L. 4
e =1+ix+ 5(1:1:) + ﬁ(w) + I(zx) + (Euler) (5.23)
1 1 ) 1
:(17§x2+ax4i...)+z(zf§x?’i )
=cosz + tsinx
cosz = (e’ + e7"®) = ch(iz)
sinz = (e — e7™) = 1 sh(ix)
A~ 2= el 5.24)
A =1, et =44 (5.25)
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6 Integrale

6.1 Gewohnliche Integrale
ein Ziel:
Berechnung von Flidchen unter Graphen von Funktionen

Fliche

b
FP = / da f(x)
a
/ — stilisiertes Z dx — Differential f(x) — Integrand

Beziehung zu > :

Eigenschaften:

/badxfzz—/abdxf ~ adxsz

b
/ dz konst. = konst. - (b — a)

a

fl=x)=—=f ~ def(z) =0

—a

/abdx(af+5g)=a/:dxf+ﬁ/abdxg (6.1)

/abd:cf—i—/bcd:cf:/:dmf

/abdx f(z) z/le+Cdx flx—=rc)
b

+c

/a dz f(z) = A[} dz f(\x)

A
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6 Integrale

Hauptsatz: betrachte f; dz f(z) als Funktion von b:
b
/ dx f(x) =:I(b,a) wackele an oberer Grenze:

bte b b+e
I(b—i—s,a)—](b,a):(/ —/)dmf(x):/ dr f(x) =¢- f(b) + O(e?)

a a b

b

~  Opl(b,a) :81,/ dz f(x) = f(b)

Def.: eine Stammfunktion F' zu einer Funktion f erfillt F' = f
HAnti-Ableitung®, nur bis auf Konstante C festgelegt

~I(bya)=F(b)+C
firb=a: I(a,a)=0=F(a)+C

b b F(b)
/ dx f(z):/ dx @(x):/ dFF = F
a a dz F(a)

Integrieren ist eine Kunst. Aber es gibt Tricks!

}I@@:F@—F@

Fazit:

" _ Fb) - Fla) (6.2)

a

z.B. Symmetrieargumente:

/_ dx%z() weil  f(—z) = —f(x)

Losungsstrategie: [ skizzieren, umformen, Ansitze versuchen f = 9,(...)

Bsp.:

/4 /4 Tt sina
/ dz tanz “Z£" dr tanx = dx
—7/6 /6 /6 cCos T

: /4 .
raten f/ dx Oy Incosx (@2 flncosx\ﬂfz

/6
= —ln(%ﬁ) + ln(%\/g)
—1n§
V2
B 11 3
=5lng
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6.1 Gewohnliche Integrale

Uneigentliche Integrale
— Fléachen, die sich ins Unendliche erstrecken:
solche Integrale miissen nicht existieren (F' = co).

definiert als Grenzwerte
oo b b b
/ dzr f(z) = blim / dx f(x),/ dr f(z):= lim dz f(z)
a 0 Ja 0

Beispiele: )\ >0

o b ~1 —1 b —1
/ dz e = lim dr 8, | —e ™) = lim |—e | = lim [ —e M
0 b— oo 0 A b— o0 A 0 b—oo A

1 1 ! 1 L falls A < 1
de o= 2! A1 1— (402 = T
/0 v . 1—A( (+07) oo falls A > 1

1
dr {In(1+€°) —z} < o0? untersuche Integrand fiir z — oo
0

{.}=h("+1)—az=hle"1+e ") —z= lﬁfi—kln(l +e ) -z

x

1 1
=In(l+e®)=e"— 5(673”)2 + g(e*I)3 F...— 0 ~ [ existiert
Tr—00
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6 Integrale

6.2 Beispiele

a) Mittelung . ;
Grenzwert des arithmetischen Mittels auf kontinuierlichen Mengen 'ﬂ

o\
J=Jm 5> fa= Jm Z&and-xdx - bla/abd:” /(@)
. . , (6.3)
2:b_a/a dxf(x)Q#fQZ(b_la)2 (/ dxf(x))
T9=F+3, af=a-F, T=1
Schwankung;:
INTERVIT S TRV NS Y (6.4

Bsp.: harmonischer Oszillator — x(t) = Acoswt, T = %’r

__ 1" o_—_ 1" 2.2 Lo
T=— dt Acoswt =0, (Az)*=a%2=— dt A% cos*wt=-A
T ), T/, 2

1 T

— K K— K

V=—|[ dt -a®=_22=—-A4A°

T), “2" T2t T

— 17 I 1

T= T ), dt %ﬁ = T/o dt %(Awsinwt)2 =3 A2 . 5= ZA2 wegen mw? = k
b) Lineare Massenverteilung

m; i=1,....N ——o(z), x€]0,L] Massendichte
N —o00

~  o(x)dx Masse zwischen z und x + dx

N L

~ M= E m; —— M = dx o(x) Gesamtmasse
vt N—00 0
P

~  m(x)= / dy o(y) ,Masse von 0 bis 2
0

wichtig sind ,Momente* der Massendichte
Beispiele:

Schwerpunkt

1 _ 1 [F
RS_M;meamRs_x_M/o dzx o(x) - x (6.5)
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6.2 Beispiele

Tragheitsmoment um = = 0:

L
I:Zmasz—>I:M~ﬁ:/ dx o(x) - x? (6.6)
- —00 0

c¢) Uberlagerung

zwei Kraftfelder ﬁ(l)&ﬁ(g) ~ Summe F = ﬁ(l) + ﬁ(z)
seien konservativ ﬁ(i) (¥) = f?’V(i)(f‘) 1=1,2
A~ F=-vV mit V=V +Vy

Bsp.: Gravitationspotenzial einer linearen Massenverteilung

M
eine Masse (My,7) : V() =— Zm ﬁo
|T’ - 7"0|
N
M,
viele Massen (M, 7,) : V(F)=— ; ;,ni ol
kontinuierliche Massenverteilung  (o(x) entlang x € [0, L]),

L !
V(r) = —vm/o dmlia(fr )

|7 —7(2")]

(6.7)

o(x')

L
= —'ym/ da’
7=(z,y,2) 0 \/(.’L‘ — :L'/>2 4+ y2 + 22
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6 Integrale

6.3 Integrationsmethoden

a) Partialbruch-Zerlegung

. 1
BelSplel: m =

A

X

B
m, mit A, B = POlynome

finde A,B: 1=A(1+2%) +Bx=A+z-(B+ Ax)

1 1 x

~ A=1 B=-2,dh. — ==

c(1+22) 2z 1+a2

dx dx T dx 1
— = — = [ —— =Inxz— -In(1 2
/m(1+x2) /x /1—1—:102 ne 2n( +27)

b) Partielle Integration nutze Produktregel

f=u-v

A ff=u - v+u-v

b b b
~ / dz (uw) = [un]® = / dr u'v —|—/ dr uv'
~ / dx u'v = [uv]® — / dr uv'
a a

Beispiele:

y y
/ dz lnx:/ dx 1~lnx(6£8)
0 0

c) Substitution = Wechsel der Integrationsvariablen

v 1
[:clna?]g—/ drz-~=ylhy—y
0 :E

r—t

b
1 :/ dz f(x) Substitution: = = z(¢)

dr =% dt = dt @(t)

t(b) t(b)
I :/t dt ¢(t)f(z(t)) =: /t dt ©(t) g(t)

Grenzen: x=a <+ t=1t(a) und

Vorsicht, wenn z(¢) nicht monoton!
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6.3 Integrationsmethoden

Beispiel: Kreisfliche ﬂi ,¢'.|.Y"-p:'
o

R
F@:4/ dx \/ R? — 22 ® R
0

= Rsinp

/2
Sub: dx = Rcosp dy :4/ dp Rcospy/R2 — R2sin? ¢
[0, B] ¢ [0,7/2 ’
/2
:4R2/ do cospy/1 —sin? ¢
0

/2
= 4R? / dp cos? ¢
0

ap2 Tl e
=4R > 2—7TR

d) Differenzieren nach Parameter

oo oo
Beispiel: / dr 2" e " = / dr z" e | p=1
0 0

Yo

e) Parameter-Abhingigkeit
... falls nur die Abhéngigkeit von einem Parameter gesucht . ..

Beispiel: T-Abhéngikeit der Energie E eines Hohlraumstrahlers

E= T

V [ de e =re V[ Tdz T3 VTt /°° dx z*

w2 )y (he)3e/T+1 w2 ), (hc)3e‘”+1:(hc)3772 e 1
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6 Integrale

f) Reihenentwicklung des Integranden

o0 b
/ dz f(x / dz Z cpa” = Z Cn / dxz™ (falls konvergiert)
a n=0 a

Beispiel: le=®| < 1fiirxz>0
oo 3 o] 1 [e%e) [e'e]
de —— — drzde™™ ez dz z3e™™ Z(—e“”)”
0 e +1  Jy 1+ e~ Reihe
n=0
_ — yh-1 d 3—m$y/k 1k-1i Ood —y
n+T k Z e (e) Z( ) k‘4 0 yye
k=1
—_——

(d): 3!=6

Gi k 14 ]- Bronstezn 6 - L7T4

=1
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6.4 Kurven-, Flidchen-, Volumenintegral

6.4 Kurven-, Flachen-, Volumenintegral

Verallgemeinerung, die sich auf gewohnliche Integrale reduzieren

a) Vektor-Integrand

[ i@ = [ (nw) s, 50) = (/b @ 5w, [ e poto), [ f3<x>>

b) Kurven- oder Weg-Integral

L ea ok
raal
Beitriage werden entlang einer Kurve aufgesammelt £ =1
Kurve €, parametrisiert durch ¢ € [tq, ta] : 7(t) e
im Zeitraum [t,t 4 dt] &ndert sich " um
Ft 4 dt) — 7(t) = F(t)dt = dF(t)
Lange des Verschiebevektors dr
ds := |di| = \/(dz)2 + (dy)% + (dz)2 = v(t) dt (6.10)
v =] (dx)? # dx? = 2xdx
ds ersetzt dz im Kurvenintegral entlang € von f(7(t)) = g(t)
ta
/ ds f(7) ::/ dtv(t) f(r(t)) (6.11)
€ t1

Beispiele:

e Linge von ¢

t2 . .
L=/ds=/ dt v(t) mit v:|7?|=\/7;
€ t1

e Masse eines Drahtes:
ta
M:/ ds a(f’):/ dt v(t) o(7(t))
€ ty

e Gravitationspotenzial eines Drahtes:

() 10 o (7 (1)

V(r) = ffym/ ds— = —ym dt ——F———+=
v 7= t |7 =7 ()]
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6 Integrale

e Arbeit langs %
£ ‘;-\.\,ﬁ_\ A= /ds Fy(7 /|d77|tF) F(*):/gdf-ﬁ(?)

(6.13)

- [Cavore - [ e

fiir konservatives F = —VV : 7 F(f) = —7- VV = —8,V(7(t))
to
~N A= dt (=0, V(7(t))) = V(#(t1)) — V(F(t2))
t1
c) Ebenes Flichenintegral Y

sammele Integranden f(z,y)

auf einem Gebiet (z,y) € F C R?

Z
() I "
erst dy f(z,y x) fiir jedes feste x 2
y() (@,y) = F() JEUW-C.'L\JOL.I
dann ["* dz F(z) = I, d.h. Vi[uh-t-..m.h-\«u'
o ety Grapls £04Y) =
T2 y2(z)
1= [ @iy [ do [ dy s (6.15)
F Z1 y1(z)
Beispiele: ‘{?.—U
e Flicheninhalt einer Kreisscheibe f(z,y) =1 Y A Rx Y
N +Y = R
+R VRZ 22 +R -
/d2r1—/ d:z:/ dylz/ dz2\/m:2-532 v
3271’2 —R S.0.

e Volumen einer Kugel f(z,y) = /RZ — 22 — 2 = 2
R VRZ—z?
V:8/d2r\/ﬂ:8/ da:/ dy \/R? —x2 — 32
F 0 0
f i 47
= 8/ dz / dy cos? (p\/m - pR3
sub: y=v/RZ—x2 cos ¢ 0 0 3
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6.4 Kurven-, Flidchen-, Volumenintegral

e Oberflachenintegral

Beitrdge zu einem 2-dim. Integral kénnen
entlang einer beliebigen Fliche
im R3 aufgesammelt werden.

Oberfliiche S, parametrisiert als 7(¢, s) € R3
Koordinaten (¢,s) € F C R? J

zum Bereich [t,t + dt] X [s, s + ds] o
gehort infinitesimale Fléche df,

gegeben durch die Lange des Normalenvektors df 32 As 13 .4

s t
df = [f*(t +dt,s) — L, s)} x [F(t, s+ ds) — 7t 5)
(6.16)
- (atf(u 5) x Ay, s)) dt ds =: 7 df
also: 7 X O.F
- - S T X OgT R
df = |df| = |0y7" x 0s7|dt ds , 7 = 7 % O] (6.16")
/ df £(7) := / dt ds |7 x 7|(t,s) f(7(t,s)) (6.17)
S F
Beispiel: Masse eines Hutes S 2

parametrisiert durch
Projektion in xy-Ebene:

(ta S) = (:L', y)

m(x,y) = y , (vy)=F
h(z,y)

M:/dfa(f‘)z/d2r 7 x 7| o(z,y)
S F

T2 y2(z) 1 0
:/ dm/ dy 0 | x| 1 o(z,y)
Ty y1(x) Ozh Oyh
T2 y2(z)
:/ dm/ dy \J1+ (0:h)? + (@,h) o(x.y)
w1 y1(x) N

)

Orientierung:  Vorzeichenwahl von df ist Konvention:

falls ohne Rand, zeige df nach aufen. Notation: fs e



6 Integrale
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Beispiel: Strom I durch eine Fléache S
vektorielle Stromdichte j(7)

nur die zur Fliache senkrechte Komponente

Jn=(-7) 7 (7 = Normaleneinheitsvektor) trigt zu I bei:

IZ/Sdfjn(f*):/S@i(ﬂzfsdf-ﬂﬁ
:/th ds (7 x ) - §(7)

F=r(t,s)

JFluf von j durch S*

e Volumen-Integral

. T2 y2(x) z2(z,y)
1= [ @)= [ Cae [ ay [ s pen)
\% z1 y1(z) z1(,y)

(6.18)

(6.19)



6.5 Krummlinige Koordinaten

6.5 Krummlinige Koordinaten

zunichst im flachen Raum, zweidimensional

Beispiel: Polarkoordinaten (z,y) — (r,9)

T = 1 COS = 2 2
el v o=()=() ow

y=rsing ¢ = arctany/z

neue Basisvektoren:

N C -
OpT = =ée.b, N
s
. —S -
8¢T—r<0) =éxb, N
Crop = €r €, =10

7= Ex® + EyY # €T + Eup

Vorsicht:
€r, €, sind ortsabhéngig, nicht definiert bei 7= 0

wichtig:
statt 7 studiere besser Anderungen dr, 7 ete.

A7 = 0,7 - da + 0,7 - dy = épdw +E,dy

L0 dr + 0,7 dp = Edr + Eprdp

L. (dz\ _ (cdr—rsdp\ _ (c —rs\ (dr\ _ . (dr
dr = (dy) o (s dr +rc dgo) N (s re ) (dgp) = (dgo) (6.21)
J = Funktional- oder Jacobi-Matrix
teile durch dt bei Kurven:
S .o o fxz\ _ [fc —rs\ (T ,
=T + E,rp = (y) = (s e ) (@) (6.217)
V() =7 =% 4 r?p?
Linienelement:
ds)? = dF - dif = (dr)? + r*(dyp)?
(! = dF- = a4 % 622)
=7 7(dt)* = (#* +r°p°)(dt)
Flachenelement:
df = dz dy =rdrdy (6.23)

——
Vorsicht: kein tibliches Produkt!
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6 Integrale

Anwendungen:
e Kugelvolumen:
fud R Héhe R
1 : 4
V= 8/2 d<p/ dr r/R2—12=8. z/ dr (—=)0,(R? —7"2)3/2 — Tps
o Gaufs-Integral:
2 3 2w 0o R
I :/ dre 7/ L a2/ dgp/ dr re”"
R 0 0 (6.24)
2

o 1
=a?. 271'/ dr (—=)ore™" =ma?
O 2
2

.772 y2 +OO 3:2
(/ da:e_?> NI =VT-a

+o0o +oco
~ Trick: I :/ dx/ dy e " =

allgemeine Situation:
krummlinige Koordinaten im R?, (z,y) — (u, )

P (g) - (;EZ z;) [nicht 7= (u,v) schreiben!]

Owy du + Oy dv

dy
. (u) , sowie — (dx,dy) = (du,dv)-JT

e Basisvektoren:

2 2 1

BuF = Euby , Oy7 = &b, sodass
€y * €y = Cyp (6.25)

d.h. by (u,v) = 0,7,  by(u,v) = |07

e Differenzial:
dr’ = OyrTdu + 9,7dv = €,b,du + €,b,dv
dz\  (Our du+0px dv\ _ (Oux Oux) [du) du
()~ ( )= o) ()= () o

oder auch (I) =
Yy

e Linienelement:
dw) (du, dv)JTJ
0,

2 _ gz g (d$7dy)
(ds)* =dr-di = <dy

= (07 du + 0,7 dv)? = (0 ) <a .

_ (du,dv), <§z>
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6.5 Krummlinige Koordinaten

induzierte Metrik

bz bubvcuv> — (guu guv)

Gou  Gvov (627’)

also:
(ds)? = guu(du)2 + 2¢uy du dv + gm,(dv)2 = gi; du; du; (6.27)
mit 4,5 € {u,v} = {ui,us} und g;; = 07 O;7 '

Kurven in R%:  7(t) ~ (z(t),y(t)) ~ (u(t),v(t)) ~ du; = u;dt

ds = /g dus duy = \/g55 @ i dt = v(t) dt mit o2 = 0g (:}‘) (6.28)

wichtige Kurvenintegrale:

Bogenlinge
2 ta to
1 t1 t1

Wirkung

2 2 ts to
w(1,2) :/ ﬁ-d?z/ mf'-szm/ dt ™ zm/ dt gijt; (6.30)
1 1 ty t1

Flachenelement:
(u, v)
wie Oberfliche € R?, nur mit z = 0 mit (u,v) statt (¢, s)

u
lese 7(u,v) = y(u,v
z(u,v) =0

df = 10,7 x 0,7 du dv = /(0T X 0,7)2% du dv
=/ (0,7)2(0y7)2 — (DT - 0,7)2 du dv
=1 /det 3u7;~ 8“7:. Ou V") du dv = Vdet G du dv (6.31)
OpT - Oy Oy T
=Vdet JTJ du dv = Vdet JT - det J du dv

= |det J|du dv Jacobi-Determinante

o5

D

=3

das heifst:

dx dy = |det O, y) du dv mit
d(u,v)

Substitutionregel:

/Fdx dy f(x,y) = /qu dv (6.32)

(z,y)
det 8(%@)’ [ (x(u,v),y(u,v))
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6 Integrale

Beispiel Polarkoordinaten: (2,y) — (1, 9)
G- ((1) O) ~ |det J| = Vdet G =17
~ drdy=r-drdyp
Verkettung: (@,y) — (u,v) — (£, )
-1
9(u,v) — 9(z,y) inverse Jacobi-Matrix
d(x,y)  \0(u,0)
I . 9w, v)
de du — dt d
v dy = ’ ’ at.s) |

= |det

uv)))‘dtds

8
_ 3 x Opx\ (Ou Osu
= |det ( (’9uy> (&U 351)) ‘ dt ds
Oux Opu + Oyx Opv Oy Osu + Oy Osv gt d
0wy Ozt + Opy Opv Oy Osu + Oy Osv

_ Oxr  Osx
= |det (aty asy>

Erweiterung auf 3 Dimensionen

I(z,y)
a(t,s)

dt ds v

dt ds = ‘det

($7y? Z) '—> (u7v7w) F(u7v7w)

alles analog zu 2 Dimensionen: J, G sind 3 x 3 Matrizen

Linienelement entsprechend

Volumenelement
A = de dy dz = |det 2F Y2 | g aw du
O(u, v, w) (6.33)
= [(OuT X OyF) « O] du dv dw
Oberflichenelement: Einbettung einer Fliche S C R?

z(u,v)
R? > 7= [ y(u,v) hatten wir schon: #(t,s), #J
z(u.v)

df = 10,7 x 0y7ldu dv = VdetG du dv mit g;; = 0;7 - 0;7

Beispiel: Kugelkoordinaten  (z,y,2)=( r , 9, ¢ )
[0,00] [0,7] [0,27]

T rsind cos
y| =|rsind sinp | =r
z r cos ¥
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6.5 Krummlinige Koordinaten

Sc Cc —Ss
o= |Ss| , OT=7r|Cs| , O, =r| Sc alle orthogonal
C -S 0
b, =1 by=1r b, = rsin?
: : : 1 0 0
J=|0r Oyr O,r — J'J=G=10 r2 0
. : . 0 0 r2sin’d
(ds)? = (dr)? + r2(dd)? + r? sin® 9(dp)?
Fo i 202 42 sin g P (6.34)
|det J| = Vdet G = r? sin
dV = r?sind dr d¥ dp = —r? dr d(cos?) dp =: r* dr dQ (6.35)
Anwendungen
e Kugeloberfliche r = R = konst.
d (CR%)
df = v = R?’sind dd dp  F: [0,7] x [0,27]
dr r=R

™ 27
AR:/ df:/RQSinﬁdﬁdap:RQ/ dﬂsim?/ dp=R*-2-21 /
S2 F 0 0

e Kugelvolumen re[0,R] sowie (J,¢)€ S?
R T 2 1 . 47_[_
VR:/ dV:/ der/ d) sinﬁ/ dp=4n-r®|l = =R /
B3 0 0 0 3 3
A

Parametrisierte Oberflache - gekriimmt oder flach?

gegebene Koordinaten (u,v) und Metrik g;;(u,v) — Vermessung
Antwort (Gauf):

berechne Kriimmung K (u,v).

Fiir orthogonale Koordinaten (g12 = 0):

1 1 1
= {—822911 — 01 g2z + =— [0191101G22 + 0291102911] + =—— [02g2202911 + 8192281922]}
2911922 2911 2922
(6.34)
falls die Fléche eingebettet ist: 7(u,v) € R?
R R . OuT X O,T . .
mn gij:@-r-ajr, n:m7 hij:n'az‘jr
T X Oy (6.35)
dann ist K = det H
T detG
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6 Integrale

Beispiel Rotationsflachen

Polarkoordinaten (p, ¢) mit Metrik G = (1 0 >

0 f(p)?
Gaufs-Formel ergibt
_f//
K =
f
Vermessung;:
(ds)* = (dp)* + f(p)*(dg)
e Speiche:
dp =0 / ds|speiche = / dp=r
0 0
o Kreis:
2m 2m
dp=0 [ dshcuisiny = [ dorl)_ =2m- 100
0 0 p=r
Einbettung
f(p)cos PRy
- . +h 0
7(p.6) = (f(p) o | 6= (151 D)
h(p)
mochte

p
dp=1 ~ W1 A b= [dpVT

—h'c
L , B f/h// _ f//h/ 0 B 7f”/h’ 0
”_(h,s) ~ H‘( 0 fh’>_< 0 fh’)
f
CdetH  —f'f  f"
T detG 2 f

Konkreter Fall: Pseudosphire K = 7# < 0 konst.

f(p) = Re™"/" € $€lo,K)

o) = [ VIR ) <

)= dp e s \F
zélni_‘_?—\[ mit \[E\/l—e’Q% \

Graph der Rotationsfliche: plotte h iiber f
h(f) wie h(p) , blof mit /= /1 — 2/ Rr?

Fldche heiftt ,,Traktrix“ (— hyperbolische Geometrie)
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6.6 Delta-Funktion

6.6 Delta-Funktion

Beschreibung von Massen- oder Ladungsdichten von Objekten,
die nicht dreidimensional sind.

Bsp: Gravitationspotenzial eines Massepunktes M bei 7
7 e =
V() =—ym | d*' f( z,
R3 |7 — 7| -
M T
S
=R

wie muf p(7) beschaffen sein, damit das stimmt? notwendig:

p(F)=0 fir 7 #7  konzentriert

/d3r' p("'y=M  Gesamtmasse

vereinfache Diskussion auf eine Dimension

p(x) =0 Va#axo
[T da pla) =1

oo

gesucht ist ,Funktion“ p(z) mit {

# solche Funktion, aber niherungsweise

pe(x) =: 0 (x — x0) f{-l] x'/ )

Grenzwert € — 0 existiert nicht als Funktion, e =
aber verallgemeinerte Funktion, sog. ,,Distribution /ox, N

do(x — x9) =: 0(x — x0)

[erfunden von Dirac (Physik), prazisiert von Schwarz (Ma.) |

wird eigentlich nur unter dem Integral gebraucht

Definition:

+oo
/ dx 0(x — xg) f(x) = f(zo) (6.36)

— 00

fiir alle verniinftigen Funktionen f (,,Testfunktionen“): ,,§ erschligt ein Integral “
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6 Integrale

verschiedene Darstellungen von J.:

1 _
0c(z) = { f2e @ €] Kastenfunktion (6.37a)
0 sonst
1 _12/52 .
0 () = 7 e Gaufsfunktion (6.37b)
1 1 sinzfe 1 [TV
de(z) = — sin z _ 1sinzfe 7/ dk coskx (6.37c)
T € Em Tfe 2m ) .
1 1 1 1o
0c(x) = < = dkc e**=¢*l Lorentz-Kurve (6.37d)

Ta2+e? em ]+ (v)c) T )

Konstruktionsprinzip:

nehme irgendeine Funktion g(z), deren Integral existiert, mit g(0) # 0.

+oo
0 = $ g (g) mit  J :/_ dx g(x) (6.38)
Eigenschaften:
+oo
/ dr 6(x —xp) =1 (6.39a)
b flzo) a<zo<b
/ dz §(x — x0) f(z) =< 5 flzo) x0=a oder zg =b (6.39b)
“ 0 sonst
0(—x) =d(x) (6.39¢)
5(az) = ri'cs(x) (6.39d)
S(h(z)) = En: W mit A(zn) =0, K (zn)#0 (6.39)
/ " 4 5z — a) 8z — b) = (a — b) (6.39f)
+oo
/ dz &' (x — zo) f(z) = —f'(z0) (6.39g)
0 x<0
0'(x) = 6(z) mit f(z) =< 1/2 =0 Heaviside- oder Stufenfunktion  (6.39h)
1 >0
1 T — i€ 1 1 .
TR T 2 P; —imd(x) = - (6.39i1)
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6.6 Delta-Funktion

zu (6.41e):
fiir eine Nullstelle zo mit h'(z) > 0

wihle Intervall @ < zg < b, in dem y = h(z) umkehrbar

4o b h(b) .
[ e s@atn = [ans@sne) = [ ay D050 -

— 00 a

Substitution: h(z) =y ~ b/ (z) de = dy
falls h'(xo) < 0 gibt es ein Vorzeichen

falls es mehrere Nullstellen gibt, ist {iber diese zu summieren

zu (6.41f):

+oo +o0 +oo
/_ db /_ dr §(x —a) 5(x —b) f(b) :/ dx 6(x —a) f(x) = f(a)

—o0
zu (6.41g): partielle Integration:

[ e @) 8@ 20) =ty [ do 1(0) Bubl o) iy [ dix 01 f0) 0l — a0)

=1 — 1l
e—0 e—0

Spezialfall:
flx)=2 : z8(x)=[zd(z)] — 2" §(x) = —6(x)

=0
von einer Dimension zuriick nach drei Dimensionen

in kartesischen Koordinaten
o(x) reduziert /d3r — /dy dz yz — Ebene
o(x) 6(y) reduziert /d?’r — /dz z — Achse , ,Trager*

0(x) 6(y) 6(2) reduziert /dgr auf Punkt 7=0

allgemeiner:
d(7—rp) fiir punktformige Trager

Eigenschaft:
[ o= 571 = 160 (6.40)
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6 Integrale

In krummlinigen Koordinaten

f(ro) = - dv dy dz f(x,y,z) 6(rF — 1)

[Wechsel(z,y, 2) — (u,v,w) 7o : (4o, vo, wo)]

_ oy, 2) | <o -

= /du dv dw f (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)) |det B, v.w) GRS

— [ dudv dw gl v,0) 8 u0) B0 = v0) 8w ~ w0) = g(un, v, wo)
———

e 0(u —up) (v —vp) 6(w — wop)
- e 222

O(u,v,w)

(6.41)
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7 gewohnliche
Differenzialgleichungen

7.1 Terminologie

gewdhnliche Dgl. (ODE): Gleichung fiir y(x) [x = eine Variable]

allgemein: F (z,y(z),v (z),y"(z),...,y™(2)) =0 (,;n-ter Ordnung®) Y0 =y

heift Jlinear, falls y*)(k=0,...,n) nur linearin F

allgemeine lineare ODE n-ter Ordnung explizit:
v (@) + fao1(@y" (@) + o+ fi(@)y (@) + folx)y(z) = f(x)

abgekiirzt (mit f, = 1):
Y fulw) y V(@) = f(=) (7.1)

k=0

oder in ,,Operator-Form*:
(Loy) (z) = f(x) mit L, =Y fu(x)d}
k=0

ODE heift ,regulér” solange die f,(z) regulir sind, sonst ,singulédr

inhomogen falls f #0

x) heiflt ,Inhomogenitit“~ (7.1) ist
(@) s (7.1) {homogen falls f=0

Aussagen iiber lineare ODEs:

e allg. Losung von (7.1) ist eine n-parametrige Schar von Funktionen y¢, ¢, .., ()
Parameter ci,ca,...,cp,

e k Losungen y1(x),y2(z), ..., yx(x) heilen linear unabhingig,
wenn a1y (z) + @y (z) + ...+ apyr(2) =0 = ap=0 Vk
e homogene ODE L,y = 0 hat genau n linear unabhéngige

Losungen y1(z),y2(x), ..., yn(2)
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7 gewohnliche Differenzialgleichungen

88

Losungen von L,y = 0 bilden einen n-dimensionalen Vektorraum.

Bew.:
Loya =0 & Lpyy =0 ~  Ly(ay.+Bys) =0

~ Basis = {y1,y2,...,yn} geeignet gewihlt, linear unabhingig

e allg. Losung der homogenen ODE ist

Yeq,ca,..., Cn (.’ﬂ) =C1U (.’b) + C2y2($) +...+ Cnyn(x) (72)

e allg. Losung der inhomogenen ODE ist

Yer,eanen (€) = Y0(2) + c191(2) + - + Cayn(2) (7.3)

wobei yo(z) irgendeine spezielle Losung ist: Lyyo = f & Lpynso =0

Losungsmenge von L,y = f
ist kein Vektorraum fiir f # 0

kénnen zu yo
beliebige homogene Losungen addieren

Differenz zweier inhomogener Lésungen
ist eine homogene Losung




7.2 Zehn Fille

7.2 Zehn Fille
5 linear, danach 5 nichtlinear

(D Potenz-Ansatz
22y =22y +2y=0 ~ Ly= 2?0 — 220, +2

# Ableitungen = # x-Potenz ~ dim Ly =0

Ansatz: y = 2* [allgemeiner: Potenzreihen-Ansatz]

cingesetzt: 2 AN —1) — 2\ +2} =0
1

A XN =3)4+2=0 ~ {i;i;} N ZBaSis—Lésungen{i2

allg. Losung:  y = c1x + cox? Test: Einsetzen

(2) Variablen-Wechsel

22y" — 2xy’ + 2y = 0 aber auch z > 0

inspiriert Wechsel z =¢€' weil z € (0,00] <>t € [—00, +00]

y(a) = y(e') =t u(t) = u(lnz)

dz ‘ dt ot

dt dx

az = %615 = e_tat s 82 = €_tat(€_t8t) = 6_2ta,52 — 6_2tat

x

A Ly =e* e (07 —0;) — 2’ -e 710, + 2
= 8? —30; +2 konstante Koeffizienten !
A i—3i+2u=0  Losung— (3)
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7 gewohnliche Differenzialgleichungen

@ Exponential-Ansatz
mi = —kx — RT kR>0, ze€R
ohne Reibung (R = 0): Schwingung mit w3 = #/m
setze k=:mwi und R =:2my
i=—wir -2yt & Lex=0 mit Ly=0}+27v0; +wi

Exponential-Ansatz :  x(t) = e
einsetzen gibt : A2+ 29\ +wi =0 *

Losungen : Ao =—y+o mit o=+/7%—w}]

At

2 Grundlésungen : Ty =eM | o= g2t

allg. Losungen (homogen!) : c1,c2 ER & AW

z(t) = 1M + cpet = e (1€ + cae )

— Exp-Ansatz 16st allg. lineare ODE mit konstanten Koeffizienten

hier: unterscheide 3 Félle (je nach Lsg. von x)
(a) v>wo ~ oreell und <~
~ Apgreell und <0
~ abklingende Exponential-Funktion

(b) y<wyp ~ o=iy/wi —72=riw ~ A} =X ~ x komplex?

~ z(t) = e 7 (cre™! + cpe ™) Fler o—yt ([e1 + 2] coswt + i[c; — ¢o] sinwt)

Realitit von z ~ z* =2 c1+ o & i(c1 — co) reell

(¢) y=wo ~ 0=0 ~ A\ = Ao =—7 ~ nur eine Grundlésung? nein!
~ z(t)=e M e+d-t)
etwas cleverer 1 Lo = (0; +7)% + (w2 — %)
suggeriert Ansatz :  wx(t) = e 7" - u(t)

einsetzen :
Or+7)e =0 ~ (O +y)r =0 ~

Loz =e " (i + (Wi —7*)u) =0 ~

i+ (Wi —yHu=0 kein

3 Falle :
v > wo A~ u~ et (a)
v < wo A u~ et (b)
v = wo N u=c+d-t (c)
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7.2 Zehn Fille

@ Funktionswechsel:

allg. lin. ODE 1. Ordnung:
Ly =0, +P(x), [f(z)=Q()

e suche die eine Grundlésung der homogenen Gleichung:

/

Y1+ Py1 =0 ~ %:(‘%lnyl:—P ~ lnylz—/ dr’ P(z') ~
1 zo

() = e ot P
(7.4)
efchlt : eine spezielle Losung der inhomogenen Gl. : yg
Trick :  Funktionswechsel von yo nach u:  yo(x) =: u(x) - y1(x)
einsetzen :  w'y; +uy) + Puyy =Q, aber y|+ Py; =0 =
—0
A~ u =@l ~ u(z)= f;l da’ ﬁ((‘zl/)) ~
cLoeE) "
yo(x) =y1(x) - [ dx ; inhomogene Losung (7.5)
xo 1 (I’ )
Losungsformel :
y(@)=yo+cy1=e Jz, de'P@) (61 +/ dz’ Q(z') etdn d”””P(”””)>
o
(7.6)
allg. :

Wahl neuer Funktionen ist vielseitig, bringt aber selten Vereinfachung
u P

2B, y=Yu =¥/ " -5+ —=0Q ~ u' — Pu = —Qu?
u u

Benoulli-ODE ist nichtlinear %
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7 gewohnliche Differenzialgleichungen

@ Variation der Konstanten:
y'(x) + a(x)y (x) + b(z) y(z) = f(x)
allg. lin. ODE 2. Ordnung :
Ly =0+ ad, +b

homog. Gleichung hat 2 Grundlésungen: : 7 allg. Losungsmethode

falls (!) eine Grundlosung y; bekannt, dann gibt es Strategie :

neue Funktion w iber :  y(x) = u(x) - y1(x) [c1 — u(x) ,Var. der Konst.“]
aso:  y =ylutye o = yut 2 + g

einsetzen :

yru” + 2950 + yu + ayiu’ + ayju + byu = f

—0 wegen Loy; =04

~ oy’ + 2y tay) v = f keine u-Terme mehr!
!
. ;. ’ Y1 _f ..
definiere «' =:v ~ v + (a+2y—l> U= sy zurilick zu @ \/
=Q
=p
Bsp.:

einsetzen

i+w?r=f(t) erlaubt x,(t) = — =Yt u(t)

et (il 4 2iwt — WU +wU) = f L2V b+ 2w = fet b8, = ..

t t
o+ / dt’ e~ 2t <c1+ / " f(t") e—iwt”ﬂ (7.7)
0 0
Bemerkungen

1) fiir f =0 (homogen) und y; bekannt:

z(t) = et

2
v=e" ffl dz’ [a+20,s Iny] _ (91(351)) e~ ffl dz’ a(z') A Yo

y1(z)

2) fiir L, statt Lo und y; bekannt: dieses Vefahren reduziert L, — L, 1

... ab jetzt nichtlinear ...
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... ab jetzt nichtlinear ...

(6) Trennung der Variablen:

dy dy
lese ab —=Z = f(z) - ~ —2 — f()dr ~
do = I O gy = 0
ury
e 30 = S de f@) it Fl(z) = f(2)
= = H'(y) =Yg
H(y) = F(z)+C  +— Stammfunktion

Losungsformel:
y(x) = H™' (F(z) + C)

(M Reduktion der Ordnung;

a) y' = f(y,y) x kommt nicht in f vor!
Trick : betrachte %’ als Funktion von y:

dp dy
r_. nm_ Py o
y =ply) ~y dyde VY=
einsetzen : P -p=fly,p) ODE 1. Ordnung fiir p(y)

falls gelost, komme zuriick zu y(x) mit y'(xz) = p(y): Fal
b) y" = f(x,y) y kommt nicht in f vor!

7.2 Zehn Fille

(7.8)

(7.8")

1© v

Trick: nehme ¢’ =: u als neue Funktion ~ v’ = f(x,u) ODE 1. Ordng. +/

c) Ly=fmit L=1Ly Ly Produktstruktur !
Trick: LyLoy = Liu= f mit Loy =: u
~ 2 ODEs 1. Ordnung: 16se erst fiir u, dann fir y +/
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7 gewohnliche Differenzialgleichungen

Umwandlung in ODE-System:

94

ODE n-ter Ordnung — System von n ODEs 1. Ordnung

y™ = fy" Ly, 2)

definiere:
[ /
Y U1 Y = U
" ,
Yy =u2 U] = Ug
" ’
Yy =ius Uy = U3
=
-1 I
y(n ) =1 Up—1 Up_9 = Up—1
/
y(n) = f() unfl = f(unfla e 7“17%53)

falls linear, d.h. f = a,_1(x) y~ D 4+ ...+ ay(2)y + ao(z)y + a(z),

dann von Matrix-Form: Y’ =A-Y +F mit

y 0 1 0 0 0
0
u 0 0 1 0
! 0
V=|..|, A=]: = = - : , F= (7.9)
Un—2 0o 0 0 ... 1 0
Un—1 ay ay a3 ... Qp—1 a

dies ist matrixwertige Verallgemeinerung von (4) mit P(x) = A und Q(z) — F

Nlustration: n = 2 linear ~ allg. lineare ODE 2. Ordnung

&+ a(t)t+b(t)x = f(t) def: & =:v

(i) - <—0b —1a) (i) + (?) @ Y =A®t)-Y + F(t) (7.10a)

erst die homog. Gl., d.h. F = 0.

Def.: Zeitentwicklungsmatrix U(¢, to)
Y(t) = U(t,to) 'Y(to) fir AW Y(to) = YO (710b)

ODE ~ Y=UYy=A-UYy=AY ~ U=A-U

(7.10c)
AW: U(to,to) =1

dann die inhomog. Gl., also F' # 0.



7.2 Zehn Fille

Ansatz: Y =U -Z (Z statt Yo, ,Variation der Konstanten®)
Y
ODE N"Y =UZ+UZ=AUZ+UZ=AY+F ~

t
UZ=F ~ Z=U"'F ~ Z(t) =Y, +/ dt’ Ut to)~" F(¢)
Gesamtlosung:

t
Y(t) =Ul(t, to) {Y(to) —|—/ dt' Ut to)™! F(t’):| (7.10d)
to
Vorsicht: L
fiir n = 1 ist U(t, to) = el @ A1)
fiir n > 1 ist dies i.a. falsch, weil [A(t1), A(t2)] #
Im Spezialfall konstanter Koeffizienten, d.h. A(t) = A = konst.,
ist Losung moglich:
1
Ut to) = e %= 1 4 (£ — to) A+ 5 (t — t0) A% +
' (7.11)

Bsp.:

(0 1 ia_ (10 0 1\ /-1 0\ (0 -1
A—<1 O)me —(0 1)+t( 1 0)—|— 0 —1 +3! 1 0 +...

= ( CO.St smt) Drehmatrix!
—sint cost
inhomog. Lsg. in diesem Fall:
t
Y (t) = eltt0)4 {Y(to) + / dt' e(t/tO)AF(t’)} (7.12)
to

(9) Singulire Losung;
(y ')2:4y fir y>0

my_ﬂ\fﬂ —=0/y=%1 A =t

allg. Lsg. :  ye(z) = (2 — ¢)? M/

zusétzlich:  y(z) =0

0 x < ¢ p,singular”

und auch stiickeln: y(z) = {( SEN
r—c)® xT>c¢
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@ Greensche Funktion:

96

L, y(z) = f(z) f : Ursache , vy : Antwort

elementare Ursache:  f(z) = d(xz — a)
jeder f kann zusammengesetzt werden f(z) = [da 6(z — a) f(a)

Def.:
L, G(z,a) = d6(x — a) (7.13)

Rekonstruktion von y zu f aus Kenntnis von G:

[da f(a) L, G(z,a) = [da f(a)d(x—a)

|Ly, linear || Def. von ¢

L / da f(a) G(z,a) f()

also:

y(z) = /da G(z,a) f(a) (7.14)
16st L,y=f
formal: G =L;!

Konstruktion von G ist moglich aus Lsgn. der homog. ODE

ENDE



