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[P3] Konforme Flachheit von Riemann-Flächen
In der Vorlesung wurde argumentiert, dass die Reparametrisierungsinvarianz in
zwei Dimensionen ausreicht, um die Metrik lokal, d.h. in einer Koordinaten-Umgebung
(patch), auf konform flache Gestalt zu bringen. In euklidischer Signatur hat man
also

gαβ = λ(x, y)δαβ .

Beweisen Sie diese Aussage. Gehen Sie dazu von einer allgemeinen Metrik mit
Komponenten gαβ aus und zeigen Sie, dass diese in zwei Dimensionen

”
faktorisiert“:

g = 1

2
(ω ⊗ ω̄ + ω̄ ⊗ ω) ,

wobei ω eine (komplexe) Eins-Form ist. Das Linienelement schreibt sich dann

ds2 = ωω̄ .

Des weiteren verwenden Sie die Tatsache, dass in zwei Dimensionen ein integrie-

render Faktor µ existiert. Dies heißt, dass es zu einer gegebenen Eins-Form 1

ω = α(x, y)dx+β(x, y)dy eine nichtverschwindende Funktion µ(x, y) gibt, mit der
µω lokal exakt wird, also

µω = du(x, y) .

Anders ausgedrückt: Die folgende Differentialgleichung besitzt eine Lösung:
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.

Wenden Sie das Ergebnis auf die Sphäre mit der Standardmetrik

ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ2

an. Wie sieht die zugehörige Koordinatentransformation aus?

[P4] Virasoro-Zwangsbedingungen, Variation nach der Metrik
Zeigen Sie, dass für die Variation der Metrik folgende Identitäten gelten:

δhαβ = −hαρhβλδh
ρλ , δh = −hhαβδhαβ ,

wobei h die Determinante von hαβ ist. Verwenden Sie ln(det hαβ) = tr(ln hαβ).
Verwenden Sie diese Identitäten um die Virasoro-Zwangsbedingungen herzuleiten:

α′Tαβ = γαβ − 1

2
hαβhρλγαβ = 0 ,

wobei

Tαβ = − 4π√
−h

δS0

δhαβ

und S0 die Polyakov-Wirkung ist.
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1Die Komponenten α, β müssen in der Koordinatenumgebung stetig differenzierbar und |α| + |β| > 0
sein. (Kamke, Differentialgleichungen).


