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KAPITEL 1

EINLEITUNG

The motivation for a physicist to study I-dimensional pro-
blems s best illustrated by the story of the man who, returning
home late at night after an alcoholic evening, was scanning the
ground for his key under a lamppost; he knew, to be sure, that
he had dropped it somewhere else, but only under the lamppost
was there enough light to conduct a proper search. - F. Calogero
[CaTl]

Von besonderem Interesse fiir die verschiedensten Bereiche der Physik sind
vollstandig integrable Modelle. Prinzipiell sind schon mechanische Systeme
mit drei oder mehr Kérpern im Allgemeinen nicht exakt losbar. Dennoch
gibt es eine Reihe losbarer Spezialfille. In der Quantenmechanik wurde
Anfang der 1970er Jahre mit dem Calogero-Modell ein integrables Modell
gefunden, welches n Teilchen auf einer Geraden, also in einer Dimension
mit paarweiser Wechselwirkung beschreibt [Ca71]. So simpel dies zunéchst
klingen mag, so breit ist doch sein Anwendungsspektrum von Festkorper-
physik bis zur Physik schwarzer Locher. Aber auch und gerade als integra-
bles Quantenmodell ist es Ausgangspunkt fiir eine Vielzahl von Verallge-
meinerungen zu neuen integrablen Systemen; dabei spielen vor allem Wur-
zelsysteme von Lie-Algebren als zugrundeliegende Struktur solcher Modelle
eine grofse Rolle [O1Pe83]. Entsprechend naheliegend ist auch der Versuch,
die Calogero-Modelle supersymmetrisch zu erweitern, was schon vor 20
Jahren fiir N' = 2 erweiterte Supersymmetrie in Angriff genommen wurde
[FrMe90].

Supersymmetrische Quantenmechanik war im Gegensatz zu supersym-
metrischer Quantenfeldtheorie jedoch lange ein wenig studiertes Gebiet.
Dies énderte sich deutlich, nachdem sich herausstellte, dass gewisse Aspek-
te der M-Theorie im Zugang iiber Matrix-Modelle durch Quantenmechanik
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beschrieben [BFSS96] und dass iiber die AdS/CFT-Korrespondenz Proble-
me in AdSs-Geometrien dual auch in konformer Quantenmechanik ange-
gangen werden konnen |[Ma98|. Insbesondere fiihren verschiedene Zugénge
zur Physik schwarzer Locher im Rahmen der String-Theorie auf super-
konforme Erweiterungen der Calogero-Modelle [CDKKT98| und es wur-
de vermutet, dass von besonderem Interesse die N' = 4 Erweiterung mit
SU(1,1|2)-Symmetrie ist [GiTo98].

Die allgemeine Konstruktion einer solchen Vielteilchen-Quantenmechanik
[Wy00, BeGLO04] fiihrt auf zwei Prépotentiale U und F, aus welchen sich
das Potential im Hamilton-Operator ableiten lasst und welche auf diese
Weise die Modelle bestimmen. Sie unterliegen allerdings aufgrund der N =
4 superkonformen Symmetrie einem Satz nichtlinearer, partieller Differen-
tialgleichungen. Dabei ist das Prapotential F' unabhéngig von U Losung
einer speziellen Form der sogenannten Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde-
Gleichung (WDVYV) aus der zweidimensionalen topologischen Feldtheorie
[Wi90, DVVOI1] und U fiir ein gegebenes F' dann Losung einer linearen
Differentialgleichung.

Die bisher im Rahmen der superkonformen Vielteilchenmechanik be-
trachteten Losungen der WDV V-Gleichungen beruhen auf Wurzelsystemen
von Lie-Algebren bezichungsweise, etwas allgemeiner, endlicher Coxeter-
Gruppen und Deformationen von diesen und es existieren auch fiir bis zu
vier Teilchen entsprechende Losungen fiir U |[GLP09, KLP09|. Allerdings
sind aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie und motiviert durch Lo-
sungssysteme dhnlicher Gestalt in Calogero-Moser-Theorie von A.P. Vese-
lov und anderen dariiber hinaus auch WDV V-Lésungen fiir Wurzelsysteme
von Lie-Superalgebren [ChVe0l, Ve02| und aus Projektionen solcher Sys-
teme gefunden worden [FeVe07, FeVe08]. Mit den sogenannten V-Systemen
[Ve99, VeOl| wird dazu ein eigenes Konzept verwendet.

In dieser Arbeit wird der Zusammenhang der WDV V-Loésungen in der
N = 4 superkonformen Vielteilchenmechanik zu diesen V-Systemen ge-
klart, so dass auch den verallgemeinerten Wurzelsystemen und Projek-
tionen auf eindeutige Weise superkonforme Modelle zugeordnet werden
konnen. Aufbauend auf [Le08b, Le08a| werden diese Losungssysteme au-
ferdem geometrisch interpretiert. Dabei zeigt sich, dass die Interpretation
der Losungssysteme als Polytope in gewissen Féllen von Vorteil ist, als
allgemeines Klassifikationsprinzip aber bei den Veselovschen Projektionen



an seine Grenzen stoft. Indem die Kombinatorik der linearen Abhéngig-
keiten in den Losungssystemen in den Mittelpunkt gestellt wird, erweist es
sich stattdessen als sinnvoll, die WDV V-Losungen mithilfe von Hypergra-
phen beziehungsweise Matroiden zu beschreiben. Auf diese Weise lassen
sich die bekannten Losungen auf eine neue Art geometrisch verstehen und
klassifizieren, wobei die besondere Schwierigkeit in einer zu erfiillenden Or-
thogonalitatseigenschaft liegt. Aufserdem werden Wege aufgezeigt, wie man
prinzipiell zu neuen Losungen der WDV V-Gleichungen gelangen kann.

Der Aufbau dieser Arbeit ist daher folgendermaften. Im Kapitel 2 wird
die N = 4 superkonforme Vielteilchenmechanik eingefiihrt und es wird
angerissen, auf welche Weise diese die Physik schwarzer Locher nahe ihrem
Horizont beschreiben koénnte.

Im Kapitel 3 werden die Strukturgleichungen fiir die Prapotentiale U
und F' genauer betrachtet, ihr Zusammenhang mit den WDV V-Gleichungen
aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie erlautert und ihre Geometrie
analysiert. Des Weiteren wird gezeigt, wie sich die Strukturgleichungen in
einem speziellen Losungsansatz zu algebraischen Gleichungen vereinfachen
und auf welche Weise diese dquivalent zu sogenannten Projektorgleichun-
gen und zur definierenden Bedingung der Veselovschen V-Systeme sind.

Daraufhin wird im Kapitel 4 demonstriert, dass Wurzelsysteme die WDV V-
Gleichungen 16sen und es wird ein vollstindiger Uberblick iiber die bislang
bekannten Losungssysteme der verschiedenen Typen gegeben.

Schlieflich wird im Kapitel 5 ausgefiihrt, wo die Starken und Schwéchen
der Polytopinterpretation liegen. Dann werden die Begriffe des Hypergra-
phen und des Matroids nacheinander eingefiihrt und untersucht, wie die
WDV V-Lésungen durch sie beschrieben werden kénnen. Insbesondere wird
aufgezeigt, wie sich prinzipiell durch die Matroidoperationen der Kontrak-
tion und unter gewissen Umsténden auch der Loschung aus gegebenen
Losungen weitere Losungen ergeben. Schlieflich werden neue Klassifikati-
onsstrategien vorgestellt.






KAPITEL 2

SUPERKONFORME QUANTENMECHANIK

Zu Beginn soll die N' = 4 erweitert superkonforme Vielteilchenmechanik
vorgestellt werden, in welcher die WDV V-Gleichungen auftauchen. Dazu
wird zunéchst demonstriert, wie man zu Calogero-Modellen als Vielteil-
chenmodellen konformer Quantenmechanik gelangt. Dann werden die su-
persymmetrischen Erweiterungen eingefiihrt, deren Einschrinkungen an
das Potential durch Strukturgleichungen fiir Prépotentiale bestimmt sind.
Schliefslich soll angedeutet werden, inwiefern die Vermutung besteht, dass
solche superkonformen Modelle die Physik extremaler schwarzer Locher
vom Reissner-Nordstrom-Typ am Ereignishorizont beschreiben.

2.1. Konforme Quantenmechanik

Die Grundlegende Arbeit zur konformen Quantenmechanik stammt von
de Alfaro, Fubini und Furlan (DFF) [DFF76]. Aus generellem Interesse an
Quantenfeldtheorien mit konformer Symmetrie SO(1,d + 1), beschrieben
durch die Lagrangedichte

L= 5(0u0)(0"0) — g, (21.1)

wird die konforme Quantenmechanik als nichttrivialer aber integrabler
Spezialfall lediglich einer (Raum)Zeitdimension d = 1 betrachtet. Dann
ist ¢(z#) — z(t) und die Lagrangedichte (2.1.1) wird zur Lagrangefunkti-
on

L= 5(:‘3—%). (2.1.2)

Fiir dieses einfache Modell lésst sich die konforme Algebra so(1,2),

[H,K] =2ihD, [D,H]= —ihH, [D,K]=ihK, (2.1.3)
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auf dem Konfigurationsraum darstellen durch den Hamiltonoperator

H:%(‘QJF%) (2.1.4)

sowie dem symmetrisierten Dilatationsoperator

D= i(:)::i:—l—a‘cx) (2.1.5)

und dem Generator der speziellen konformen Transformationen
., .. 1,
K = —515(:1::1: + zz) + 5% (2.1.6)
Dabei legt man wie iiblich die kanonische Quantisierung

[z(t), p(t)] = ih (2.1.7)

mit dem kanonischen Impuls p = g—{; = & zugrunde.

Interessant ist fiir DFF die Integrabilitdt: Durch die Operatoren kom-
pakter Drehungen R = %(%K + aH) der konformen Symmetrie, welche
ein diskretes Spektrum und normalisierbare Eigenzustdnde besitzen, kon-
nen die Losungen der Bewegungsleichungen generiert werden. Der Hamil-
tonoperator gehort jedoch nicht zu diesen, sondern bildet den Grenzfall
a — oo zu den nichtkompakten Generatoren hyperbolischer Transforma-
tionen S = (1K — aH).

Eine interessante Verallgemeinerung des DFF-Modells (2.1.4) erhélt man,
wenn man den generischen Hamiltonoperator fiir n identische Punktteil-
chen in einer Dimension

H = %pipi—l-VB(xl,...,:c") (2.1.8)
betrachtet und zusétzlich konforme Symmetrie fordert. (In der gesam-
ten Arbeit soll die Einsteinsche Summenkonvention fiir die Teilchenindizes
i,7, k... =1,2,...,n gelten.) Invarianz unter der konformen Algebra so(1, 2)
lasst sich nun durch Invarianz unter der formalen Algebra (2.1.3) von DFF
fordern. Entsprechend der iiblichen kanonischen Quantisierung

[2',p;] = ihé; (2.1.9)
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kann diese Algebra mittels
1 . . 1 ..
D= —Z(:):Zpi +pix') und K = 5:):2:);*2 (2.1.10)

dargestellt werden. Allerdings erfordert diese Invarianz eine Einschrankung
des Potentials V. Als illustratives Beispiel fiir die Bestimmung von quan-
tenmechanischen Modellen einer gewissen Symmetrie soll dies hier explizit
gerechnet werden: Aufgrund des Kommutators

1 ) ) 1 . . . )
[D,H] = Z[H’ r'p; +pix'] = Z(xz[Hapz’] + [H, 2" |p; + pi[H, 2'] + [H, pi]=*)
Lo i, L i i
= 1(9«“ VB, pi] + [VB, pilz") + g([PijﬂC Ipi + pilpjpy, x'])

1 . ‘ 1 . .
= (@' ihOVi +ih(0,Vs)a") — S(2p;ih8p; + 2pipsihs))

1, . 1 ih,
= Zh§ (.Q?ZaiVB + QVB) — ih(ipipi + VB) = —ihH + %({L‘Zaz + Q)VB

muss zur Erfiillung der konformen Algebra gelten (20; + 2)Vg = 0. Das
Potential Vp muss also homogen vom Grad —2 sein, damit man eine kon-
forme Vielteilchen-Quantenmechanik erhélt. Das prominente Beispiel ist
hierfir das Calogero-Modell [CaT7l| mit

2

Vg = Z(xgi (2.1.11)

i )2’
)

welches eindeutig durch die weitere Forderung nach Translations- sowie
Permutationsinvarianz und eine Beschrankung auf Zweiteilchen- Wechsel-
wirkung bestimmt ist. Indem man den Nenner (2! — 27)? der Summanden
des Calogero-Potentials (2.1.11) als Quadrat der Wirkung einer Wurzel aus
dem Wurzelsystem A,, auf die Koordinaten x auffasst, bietet sich die Ver-
allgemeinerung des Spezialfalls A,, auf beliebige halbeinfache Lie-Algebren
an und es lasst sich zeigen, dass diese integrable Modelle der Vielteil-
chenmechanik beschreiben [O1Pe83|. Man spricht dann auch allgemein von
Calogero-Modellen. Insbesondere haben all diese Modelle Potentiale der
richtigen Homogenitéat und sind daher konform invariant.
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2.2. Superkonforme Quantenmechanik

Im né#chsten Schritt sollen supersymmetrische Erweiterungen der konfor-
men Vielteilchenmechanik (SCQM) betrachtet werden. Dabei wird im Fol-
genden h = 1 gesetzt.

In der Quantenmechanik als Quantenfeldtheorie in 0 4+ 1 Dimensionen
reduziert sich die Poincaré-Symmetrie auf Zeittranslation, der einzige Ge-
nerator ist der Hamilton-Operator. Entsprechend besteht die eindimensio-
nale unerweiterte Supersymmetrie-Algebra lediglich aus einer Superladung
und dem Hamilton-Operator:

{@Q" =2H, {Q,Q}=0, [HQ]=0. (2.2.1)

Fiir eine Darstellung auf dem Hilbertraum der n-Teilchenmechanik muss
dieser zunichst um fermionische Freiheitsgrade 1%, ¥ fiir eine jede Orts-
koordinate ! erweitert werden, i = 1, ...,n. Diese sollen die kanonischen
Antivertauschungsrelationen

(01,97} =69 und |2, 7] = [28,97] = 0 (2.2.2)

erfiillen. Um die Superalgebra auf diesem Raum darzustellen, bietet sich
zunéchst der Ansatz

Q=1v'p;  Q=1'p (2.2.3)
an, da

{Q.Q = {¥'p,¥'ps} = ¥ pip; + VP pip; (2.2.4)
{¢", ¢’ Ypip; = pipi = 2Hy. (2.2.5

Fiir die supersymmetrische Erweiterung der konformen Quantenmecha-
nik kommen solche Supersymmetrie-Algebren in Frage, die im bosonischen
Teil die obige konforme Algebra (2.1.3) als Unteralgebra enthalten. Dazu
werden zusétzlich zu den Superladungen ) fermionische Generatoren S
mit Antikommutator proportional zum Generator der speziellen konfor-
men Transformationen K bendétigt. Sie werden daher als superkonforme
Partner der () bezeichnet.
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Fiir den A = 2 erweiterten Fall hat die Algebra beispielsweise die Gestalt
[H,D]=iH [K,D]=—iK [H K]=2iD
{Q,QY=2H {S,S}=2K {Q,S}=-2D—2iJ+iC (2.2.6)
Q.D)=3Q [$,0]=-45 [5H]=iQ
Q7= 30 [S7]=-15 [Q.K]=-is.

wobei die fermionischen Generatoren in zueinander hermitesch konjugier-
ten Paaren @, @ bezichungsweise S, S auftreten. Aukerdem hat man im
Allgemeinen einen u(1)-Generator J sowie eine reelle zentrale Ladung C.

Fiir die Darstellung dieser Algebra auf dem Hilbertraum der wechsel-
wirkungsfreien n-Teilchen-Quantenmechanik bietet sich analog zu (2.2.3)
fiir die superkonformen Generatoren an

S=qy'zt 8= (2.2.7)
und fiir den u(1)-Generator
1
J = (W — ). (2:2.8)

Letztlich soll in dieser Arbeit jedoch N' = 4 erweiterte Supersymmetrie
untersucht werden. Genauer gesagt soll die Superalgebra su(1,1|2)

[H,D] =iH [K,D] = —iK
[H, K] =2iD [Jas Jb] = i€apede
{Qaa Qﬂ} = 2H5§ {Sou 56} = 2K6g
[Qa, D] = %Qa [Sa, D] = —%Sa (2.2.9)
1 1
[Qaa Ja] = _Q(Ua)gQ,B [Som Ja] = _i(aa)gsﬁ
[QaaK] = —iSq [Som H] = iQa
{Qa, S} = —2D8] —2i(04)5Ja +iC6,

gefordert werden |[GLP09|, wobei die durch die J, generierte R-Symmetrie
hier eine SU (2) ist, dargestellt mit den Paulimatrizen (0,), a = 1,2, 3. Ent-
sprechend sind die Superladungen ), und deren superkonforme Partner
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S, nun SU(2)-Dubletts, o = 1,2, mit den Hermitizitatsbedingungen

Q)T =Q~ , (5, =5 (2.2.10)

Fiir eine Vielteilchenmechanik-Darstellung wird der Konfigurationsraum
um zusétzliche fermionische Freiheitsgrade ¢, und ¢** erweitert und die
Generatoren werden mit der Ausnahme von

1_ . .
J, = §¢az<aa)g¢;3 (2.2.11)

vollkommen analog zum Fall N' = 2 dargestellt.

Analog zur Untersuchung der konformen Modelle ohne Supersymmetrie
im letzten Abschnitt erhélt man aus der Forderung, dass die darzustellen-
den Algebren auf dem Konfigurationsraum schlieffen, nun Einschréankun-
gen an das Potential V' eines Modells. Im Gegensatz zu den unerweiter-
ten konformen Modellen ist bei den supersymmetrischen eine V-abhéngige
Modifikation der Darstellung der Supergeneratoren ) notig.

Im Fall der N' = 2 erweiterten Algebra (2.2.6) erhilt man so [GLPO6]
zusétzlich zum bosonischen Potential Vg eine fermionische Erweiterung

Vi = —(0;0;U)p" (2.2.12)

bestimmt durch ein Préapotential U, welches aufgrund der Algebra weiter-
hin durch folgende Gleichungen eingeschréankt ist:

20U + (QU)(yU) =2V, z'o,U = C. (2.2.13)

Diese Gleichungen kann man beispielsweise fiir das Potential des Calogero-
Modells (2.1.11) allgemein 16sen und damit die N' = 2 erweiterten Verall-
gemeinerungen des Calogero-Modells klassifizieren. Die schon 1990 gefun-
denen Verallgemeinerungen von [FrMe90]| sind darin enthalten.

In N = 4 erweiterter Vielteilchenmechanik geht man vollkommen analog
vor |[GLPO07]; es stellt sich heraus, dass hier nicht nur quadratische, sondern
auch quartische Terme der fermionischen Freiheitsgrade im Potential zu
beriicksichtigen sind. Aus der vollen Algebra erhélt man dann das Potential

h2 L 1 o
V=Vp+ gFiijijk — Ui (™) + ZFijkl <¢é¢ja¢ﬁk¢f5> , (2.2.14)
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wobei (...) das Weyl-geordnete Produkt bezeichnet. Die Koeffizientenfunk-
tionen Ujj, Fyji und Fjjp lassen sich aufgrund der Superalgebra (2.2.9)
letztlich durch lediglich zwei skalare Prapotentiale U und F' folgenderma-
fen schreiben

Fijri = 0iFjiy = 0;0;0,0,F (2.2.15)
Uy =oU; =0o0,U. (2.2.16)

Das klassische (h — 0), bosonische Potential kann dann im AN = 4 super-
konformen Fall durch

Vi = %(@U)(@Z-U) (2.2.17)

ausgedriickt werden.
Schliefslich erschopfen sich die Einschrénkungen aus der Superalgebra in
den folgenden Strukturgleichungen

FipFjip = FirpFup (2.2.18)

o' Fijk = —&n (2.2.19)
U + FipUy = 0 (2.2.20)
?'U; = —C. (2.2.21)

Die Struktur und Losungsmoglichkeiten dieser Gleichungen und damit die
Klassifikation dieser N' = 4 superkonformen Vielteilchen-Mechanik soll
Thema dieser Arbeit sein.

2.3. SCQM und Schwarze Locher

Superkonform quantenmechanische Modelle bilden nicht nur eine spezi-
elle Klasse integrabler Systeme, sondern es besteht auch die Annahme,
dass sich mit ihnen physikalisch relevante Modelle beschreiben lassen. Ins-
besondere gibt es Vermutungen, dass sich die Dynamik von extremalen
geladenen schwarzen Lochern effektiv durch derartige Modelle beschreiben
lasst.

Der entscheidende Punkt ist hierbei, dass die AdSs x S?-Geometrie
spezieller vierdimensionaler schwarzer Locher nahe ihres Ereignishorizonts
mithilfe der AdS44;/CFT ;-Korrespondenz im Rahmen von Stringtheorie



12 2. SUPERKONFORME QUANTENMECHANIK

durch eine eindimensionale konforme Feldtheorie, also eine konforme Quan-
tenmechanik beschrieben werden kann [CDKKT98|.

Genauer gesagt handelt es sich bei diesen schwarzen Léchern um solche
vom Reissner-Nordstrom-Typ. Dies sind eindeutige, sphérisch symmetri-
sche, statische Losungen der Vakuum-Einstein-Gleichungen zusammen mit
quellenfreien Maxwell-Gleichungen, also beschrieben durch die klassische
Wirkung (mit Gravitationskonstante Gn=1)

5= L / d*z/=g(R — F,, F"™). (2.3.1)

= 167
Diese schwarzen Locher sind durch Masse M und elektrische sowie magne-
tische Ladung @), P charakterisiert. Fiir

M? = Q* + P? (2.3.2)

gibt es nur einen Ereignishorizont, man bezeichnet ein solches schwarzes
Loch dann als extremal. In isotropischen Koordinaten wird es durch die
Metrik

M M
ds? = —(1+ —)72de* + (1+ —)*(dr? +r%dQ2?) (2.3.3)

beschrieben. Nahe dem Ereignishorizont, » < M, wird der Winkelanteil
der Metrik r-unabhéngig und Radial- und Zeitteil zu einer Anti-de-Sitter-
Metrik,
2 o M? o, 2102
ds® = (_Wdt + T—er ) + (M=dQ7), (2.34)
der sogenannten Bertotti-Robinson-Metrik. Dabei handelt es sich gerade
um eine SO(1,2) x SO(3)-invariante Metrik auf dem AdSy x S2. Die Masse
M ist gleichermafen der Radius der 2-Sphére wie auch proportional zum
Kriimmungsradius des Anti-de-Sitter-Raumes.
Ein Testteilchen mit Masse m und Ladung ¢ in dieser Geometrie kann
nun ebenso gut auch durch eine eindimensionale, konform symmetrische
Mechanik beschrieben werden. In [CDKKT98]| wird gezeigt, dass diese Me-

chanik durch den relativistischen Hamilton-Operator
@2 mg

H= 35+ 507 (2.3.5)
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beschrieben wird mit

Fd) = %(\/mQ (2232 £ AL2) /AN + q) (2.3.6)

und
4M?(m? — ¢?) N 412
—.

g= (2.3.7)

Hierbei entspricht x = 0 im Anti-de-Sitter-Raum r = oo und z = oo dem
Ereignishorizont. Die konforme Symmetrie ist dann durch die Generatoren
der konformen Boosts beziehungsweise der Dilatation

1 N .

K = —Qf(x,x)x , D= 5% (2.3.8)
gegeben. Im nicht-relativistischen Limes einer groffen Masse des schwarzen
Lochs M — oo und minimaler Differenz von Masse zu Ladung des Test-
teilchens (m — q) — 0 bei festgehaltenem M?(m — q) erhilt man wieder
den wohlbekannten DFF-Hamilton-Operator

2 g
H=—+"2 2.3.
2m + 222’ (2.3.9)
nun mit A+ 1
g=8M?*(m —q)+ % (2.3.10)

Fiir verschwindenden Drehimpuls [ = 0 lassen sich drei Félle unterscheiden:
Ein ultra-relativistisches Teilchen (m < ¢), dass vom negativen Potential
zu x = 0 angezogen wird, dass heifst vom schwarzen Loch ins unendliche
abgestofien wird, einem ,sub-relativistischen” Teilchen (m > ¢), welches
vom schwarzen Loch angezogen wird und der Extremalfall (m = ¢), in
dem das Potential verschwindet, also Anziehung durch Gravitation und
Abstoffung durch elektromagnetische Wechselwirkung sich gerade gegen-
seitig aufheben.

In [CDKKT98| wird des Weiteren ein Superteilchen durch eine Erwei-
terung der Symmetrie auf OSp(1|2) beschrieben. Als physikalisch relevant
wird jedoch eine SU(1,1|2)-Symmetrie vermutet |[GiTo98|: Da die Losung
eines schwarzen Loches in IIb Supergravitation kompaktifiziert auf den
Torus T ein extremales schwarzes Loch vom Reissner-Nordstrém-Typ
mit SU(1,1|2)-Isometrie darstellt und eine dquivalente Formulierung als
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Schnittpunkt von D3-branen hat, wird dort vermutet, dass eine SU(1, 1|2)
invariante superkonforme Erweiterung des Calogero-Modells, wie sie nun
mit (2.2.14) konstruiert ist, die Fluktuationen der D3-branen in der Né&-
he des Schnittpunkts und damit die mikroskopischen Freiheitsgrade des
schwarzen Lochs nahe dem Horizont fiir n — oo beschreibt. Dabei ist die
Vorstellung, dass die n-Teilchen-Quantenmechanik ein Teilchen in Wechsel-
wirkung mit einem n — 1-Teilchen-Cluster beschreibt, der als das schwarze
Loch mit seinen n — 1 Freiheitsgrade, den ,Calogeronen”, auf dem Horizont
verstanden wird.

Diese Vermutung ist also neben dem prinzipiellen Interesse an integra-
blen Systemen Motivation fiir die hier betrachtete AN/ = 4 superkonforme
Vielteilchenmechanik.



KAPITEL 3

DIE STRUKTUR DER WDVV-GLEICHUNGEN

Die Strukturgleichungen (2.2.18 - 2.2.21) fiir die Prépotentiale U und F' der
N =4 SCQM aus dem letzten Kapitel werden nun genauer untersucht und
ihre Beziehung zu den verallgemeinerten WDV V-Gleichungen aus Seiberg-
Witten-Theorie und topologischer Feldtheorie gekléart. Aus der Forderung
nach einem flachen Konfigurationsraum wird ein logarithmischer Kovek-
torlosungsansatz motiviert, der die WDV V-Gleichungen auf algebraische
Gleichungen reduziert, und es werden verschiedene dquivalente Formulie-
rungen dieser Gleichungen verglichen.

3.1. Die WDVV-Gleichungen in N =4 SCQM

Im Abschnitt 2.2 wurde erldutert, wie man zu Darstellungen N = 4 erwei-
terter Supersymmetrie in Form der Lie-Superalgebra su(1,1]2) mit einer
zentralen Erweiterung C' auf dem Hilbertraum einer Quantenmechanik von
n Teilchen gleicher Masse in einer Raumdimension mit zusétzlichen fer-
mionischen Freiheitsgraden gelangt. Ein derart superkonformer Hamilton-
Operator ist demnach von der Form

1 1 h2
H = Spipi+ 50U)(OU) + = (0:0;00 1) (0,0;0,F)

—(@i0;U) (L) + i(aiajakalF) (vt B ) . (3.1.1)

Damit sind die Modelle einer solcher SCQM vollstéandig durch die beiden
Prapotentiale U und F' bestimmt, welche Funktionen von den Orten der
n Punktteilchen auf der reellen Gerade sind und den Strukturgleichungen
(2.2.18 - 2.2.21) geniigen miissen. Insbesondere ist der klassische, bosoni-

15
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sche Teil des Potentials
1
Vg = 5(8¢U)(8Z-U) (3.1.2)

vollstdndig durch das Prapotential U bestimmt.
Es bieten sich daher zwei Wege an, Modelle einer solchen SCQM zu
konstruieren:

1. Superkonforme Erweiterung spezieller konformer Modelle: Man star-
tet mit einer bekannten, rein bosonischen Quantenmechanik, wie zum
Beispiel dem Calogero-Modell mit Vp = Zﬁ (2.1.11), und
sucht nach moglichen Préapotentialen U als Losung der Differential-
gleichung (3.1.2). Diese untersucht man dann dahingehend, ob sich
ein Prapotential F' finden lésst, so dass die Strukturgleichungen er-
fillt werden. Dabei erhélt auch der bosonische Teil des Potentials
dann Quantenkorrekturen V; = %(@@-&CF) (0;0;0,F).

2. Direktes Losen der Strukturgleichungen mit bosonischen Potentialen
als Konsequenz aus der (U, F')-Losung.

In [BeGLO04| beispielsweise wurde Ersteres fir n = 2,3 mit Calogero-
Potential versucht. Umfassender ist allerdings der zweite Ansatz, auf den
sich im Folgenden konzentriert werden soll. Dazu sollen die Strukturglei-
chungen zunéchst noch einmal explizit in U und F' formuliert und genauer
betrachtet werden.

Die erste Gleichung (2.2.18) hat so die Form

(0:0k0,F) (9;0,0,F) = (9;0,0,F) (8:0,0,F) (3.1.3)

Dies ist eine spezielle Version der aus der zweidimensionalen topologischen
Feldtheorie bekannten, nach Witten, Dijkgraaf sowie den Verlinde-Briidern
benannten WDVV-Gleichung [Wi90, DVV91]. Die WDV V-Gleichung taucht
aufkerdem in effektiver Seiberg-Witten-Theorie auf, indem das Préapotential
der N' = 2 supersymmetrischen Yang-Mills-Wirkung diese erfiillt [MMMO96].
Versteht man die dritten Ableitungen des Prépotentials F' als Zusam-
menhangskoeffizienten Fi]k = 6719;0,0, F auf dem Konfigurationsraum, kann
man die WDVV-Gleichung als Bedingung auffassen, dass der Kriimmungs-
tensor R;jp; zu diesem Zusammenhang verschwindet, weil dieser sich wegen
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der totalen Symmetrie von Fjj, = 0;0;0,F aufgrund der Vertauschbarkeit
von partiellen Ableitungen auf

Rijw = [Fy, Fjl = Fjp Fp — Fy Fap (3.1.4)

reduziert. Auf diese geometrische Struktur der Gleichungen wird noch ge-
nauer im néchsten Abschnitt eingegangen. An dieser Stelle hilft diese Be-
trachtung aber schon zu der unmittelbaren Erkenntnis, dass die Anzahl
der unabhéngigen Gleichungen in der WDV V-Gleichung zunéchst der An-
zahl der Komponenten des Riemanntensors entspricht, also %
betragt. Dies wird durch die anderen Strukturgleichungen allerdings noch
weiter eingeschrankt.

Das Prépotential U muss entsprechend (2.2.20) der Gleichung
0;0;U — (0;0;0,F)0xU =0 (3.1.5)

geniigen. Sie lésst sich als Forderung nach kovarianter Konstanz des Ko-
vektors U; = 0;U beziiglich obigen Zusammenhangs verstehen, da sie dqui-
valent zu

(DiU); = 0;U; — FLUL =0 (3.1.6)

ist. Auf diese Weise muss allerdings auch

0= [D;, D;],/U; = R,

?

WU = [F, Fll0; (3.1.7)

gelten, was bedeutet, dass die auf QU projizierten WDV V-Gleichungen von
(3.1.5) impliziert werden.

Schliefslich miissen sowohl U als auch F' noch unabhéngig voneinander
die Homogenitétsbedingungen (2.2.21) und (2.2.19) erfiillen. Fir U lautet
diese

r'o,U = —C. (3.1.8)

Damit ist U nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmbar, was bedeu-
tet, dass die eigentlich relevante Grofse tatséchlich der Kovektor U; = 0;U
ist, der sich aus dem Prépotential U generieren lasst.

Ebenso ist vom Préapotential F' die Homogenitéatsgleichung

$Z(818]8kF) = —0jk, (3.1.9)
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zu fordern, so dass I’ sogar nur eindeutig bis auf Polynome zweiten Grades
ist. Diese Freiheit ausnutzend lasst sich (3.1.9) zweifach aufintegrieren zu

, 1. .
(x'0; —2)F = —§xzxz. (3.1.10)

Bemerkenswert ist, dass die Homogenitatsgleichung (3.1.9) die Kontrak-
tion der WDVV-Gleichungen (3.1.3) mit 2’ impliziert, so dass nur die
WDVV-Gleichungen in den Winkelanteilen der Koordinaten unabhingig
sind. Mit dieser Dimensionsreduktion n — n — 1 verringert sich die Zahl
der unabhéngigen WDV V-Gleichungen auf

n(n —1)%(n —2)
12 ’

so dass sie insbesondere in n = 2 automatisch erfiillt sind und sich inn = 3
auf eine einzige Gleichung reduzieren, die sogar schon aus (3.1.7) folgt.

Sowohl fiir U als auch fiir F' sind die ,,Homogenititsgleichungen” inhomo-
gen. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass diese Inhomogenitat
im Fall von U durch die zentrale Ladung C' der Superalgebra gegeben ist.
Dabei erlaubt nur C = 0 ein Priapotential U = 0, wenngleich es selbst
dann nichtverschwindende homogene U-Losungen geben kann.

Dagegen ist die Inhomogenitat fiir ' in (3.1.9) mit —d;;, eine Konstan-
te und lasst daher generell keine Losung F' = 0 zu. Das bedeutet, dass
selbst Darstellungen der Superalgebra ohne zentrale Ladung nicht wech-
selwirkungsfrei moglich sind, sondern es immer Potentialterme quartisch
in den fermionischen Freiheitsgraden geben muss. Dies spiegelt die obige
Tatsache wider (Abschnitt 2.2), dass die Superalgebra in freier Darstellung
nicht schliefst.

# =

(3.1.11)

Aufgrund dieser Diskussion stellen sich die beiden am Anfang des Ab-
schnitts skizzierten Konstruktionsstrategien N' = 4 superkonformer Viel-
teilchenmechanik wie folgt dar: Folgt man der ersten Strategie, in dem
man von einem klassischen bosonischen Potential Vp startet, muss man
ein dazu passendes Prépotential U finden, welches einerseits die Homo-
genitétsgleichung (3.1.8) erfiillt, zu dem sich aber andererseits auch noch
ein Zusammenhang Fijk mit geeigneter Struktur finden lasst, so dass die
entsprechende kovariante Ableitung von 0;U geméfs (3.1.6) verschwindet.
Dies scheint ohne vorherige Kenntnis des Ergebnis kaum moglich.
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Folgt man der zweiten Strategie und sucht nach superkonformen Model-
len als Losung der Strukturgleichungen unabhéngig von deren klassischen,
bosonischen Grenzfillen, bietet es sich an, zunéchst die WDVV- und Ho-
mogenitatsgleichungen fiir das Prapotential F' zu l6sen; damit hat man auf
jeden Fall schon die Losungen fiir verschwindende zentrale Ladung C und
U = 0. Andererseits kann man dann auch noch nach kovarianten Kovekto-
ren OU suchen, die nebenbei die Homogenitétsgleichungen fiir U erfiillen.

In dieser Arbeit soll diesem Weg gefolgt werden. Auferdem soll der
Schwerpunkt auf den WDVV-Gleichungen liegen, das schwierige Geschéft
der Suche nach U-Losungen, wie es in [GLP09] und im Rahmen einer
Superraumformulierung dieser superkonformen Mechanik mithilfe analo-
ger Gleichungen in [KLPO09| betrieben wird, wird hier nicht betrachtet.

3.2. Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen
und ihre Geometrie

Interessanterweise stehen die WDVV- und Homogenitéts-Gleichungen (3.1.3,
3.1.9) zusammen genommen in einem direktem Zusammenhang mit den
sogenannten verallgemeinerten WDVV-Gleichungen, wie sie im Rahmen
von Seiberg-Witten-Theorie eingefithrt wurden [MMM96|. Da ein Grofteil
der Literatur von den WDV V-Gleichungen in dieser Form ausgeht, ist es
hilfreich, sie genauer zu betrachten und die Beziehung zu den Struktur-
gleichungen der N = 4 SCQM zu kliren.

Die verallgemeinerten WDV V-Gleichungen werden als
FiFy ' Fj = FjFy F (3.2.1)

formuliert, wobei die (F});r = 0;0;0,F zu einem Prapotential F': V — R
auf einem Vektorraum V =2 R"™ als Komponenten von n x n-Matrizen be-
ziehungsweise (0, 2)-Tensoren F; aufgefasst werden. In [Ve99| werden diese
Gleichungen als verallgemeinert bezeichnet, weil bis zu [MMM96| nur der
Spezialfall k = 1 einer ausgezeichneten Variable fiir F~! betrachtet wurde.
Gleichwohl stellen sie unter gewissen Nebenbedingungen auch eine allge-
meinere Formulierung der Strukturgleichungen fiir ' aus dem vorherigen
Abschnitt dar.

Um dies zu demonstrieren, betrachtet man zunéchst eine nichtentartete
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Linearkombination

G(y) = n'(y)Fi(y) = F)(y), (3.2.2)

fiir y € V, definiert durch ein Vektorfeld n(y) = n'(y)9d;. Wegen der Sym-
metrie der F;-Matrizen kann diese als Metrik G, := G(y) auf dem Tangen-
tialbiindel TV verstanden werden und ermoglicht eine Dualitat zwischen
Vektoren u € TV und Kovektoren in @ € TV* geméaf

W(v) = Gy(u,v) = 7' (y) Fy(y)u'o", (3.2.3)

was in Koordinaten dem Herauf- beziehungsweise Herunterziehen von In-
dizes
- i
(@); = uj = Giju
entspricht.

Die verallgemeinerten WDV V-Gleichungen (3.2.1) sind fiir ein gegebenes
G &quivalent zu [MMM97, MaGr99|

F,G™'F; = F;G™'F, (3.2.4)

und durch Linksmultiplikation mit G~! entspricht dies der Kommutator-
gleichung
[Fy, Fj] = FiFj — F3F; = 0. (3.2.5)

Die WDVV-Gleichungen (3.1.3) im vorherigen Abschnitt sind hiervon
der Spezialfall, in dem G;; = d;; die Metrik zum Standardskalarprodukt
ist, was lokal immer moglich ist, insbesondere aufgrund der Trivialitdt
des Tangentialbiindels TV =2 TR™ = R"™ = V hier auch global. Fordert
man dies, erhdlt man mit der Definition der Metrik G (3.2.2) aber eine
zusiitzliche Gleichung, die in der Wahl des Euler-Vektorfeldes 7'(y) = y°
bis auf Vorzeichen gerade der Homogenitéatsgleichung (3.1.9) entspricht.
Das Vorzeichen lésst sich ins Prapotential F' absorbieren, da die WDV'V-
Gleichungen (3.1.3) beziehungsweise die Kommutatorgleichung (3.2.5) un-
abhéngig von einer Skalierung von F' sind. Die Homogenitétsgleichung legt
in diesem Sinne lediglich die Koordinaten als euklidisch fest.

Also sind Kommutatorgleichung (3.2.5) und Metrikdefinition (3.2.2) mit
dem Euler-Vektorfeld zusammen &quivalent zu den Strukturgleichungen
fiir das Prapotential F' der N'= 4 SCQM. Fiir ein solches gegebenes Vek-
torfeld 7 sind diese wiederum auch aquivalent zu den verallgemeinerten
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WDVV-Gleichungen (3.2.1), es ist aber nicht der Fall, dass die Kommu-
tatorgleichung mit einer beliebigen Metrik aus ihnen hervorgeht. Das be-
deutet, dass unter Voraussetzung der Homogenitétsgleichung (3.1.9) die
WDV V-Gleichungen (3.1.3) dquivalent zu den verallgemeinerten WDV V-
Gleichungen (3.2.1) sind.

Fiir unsere Zwecke soll also die Metrik im Folgenden immer iiber das
Euler-Vektorfeld definiert sein. Der zugehdrige Levi-Civita-Zusammenhang
hat dann als Christoffelsymbole

. 1 .
= EGﬂ(ﬁkGil + 0;Gr — 0,Gir,)

1
= §Gﬂ(5;ngd + 420, Firt), (3.2.6)

die sich mit der Identitat
0 = h(GuGY) = 0k(y"F}) = Fl + y 0L F, (3.2.7)
GIY(Fipg + yP0, Finy) + (0GY)y? Ey, (3.2.8)

zu
i L i p 1 ity _ L

Ly = §G (Fitg + y* Fpir) = _iGil(akG ) = §G (OrGi1)(3.2.9)

vereinfachen. Davon zu unterscheiden sind obige Uberlegungen (3.1.4) zu
einem durch das Prépotential F' definierten Zusammenhang, der sich nun
aber auch prizisieren lisst: Die Gesamtheit der Matrizen Fj lisst sich als
Einsform F := F;dy’ verstehen, so dass D = d + I offensichtlich die einen
Zusammenhang definierenden Eigenschaften der Linearitdt in der letzten
Komponente und die Leibnizregel erfiillt. Die Kriimmungsform dieses Zu-
sammenhangs ist dann

R, = (dF+FAF); (3.2.10)
= 0;F; — 0;F, + F,F; — EF, (3.2.11)
= [F, F] (3.2.12)

und verschwindet geméf der WDV V-Gleichungen (3.2.5). In die Definition
dieses flachen Zusammenhangs ist dabei zwar die Metrik G schon einge-
gangen, der Zusammenhang ist aber von deren Levi-Civita-Zusammenhang



22 3. DIE STRUKTUR DER WDVV-GLEICHUNGEN

(3.2.6) offensichtlich verschieden. Aufgrund der Symmetrie in den beiden
unteren Indizes ist ' zwar auch ein torsionsfreier, jedoch im Allgemei-
nen kein metrischer Zusammenhang; der naheliegende Ansatz einer Metrik
gij = 0;0;F beispielsweise liefert nicht F als Levi-Civita-Zusammenhang:

I.(9) = %gﬂFikl # Gl Fyy = (B,
Ein bemerkenswerter Aspekt dieser Konstruktion ist, dass sich durch F
eine Multiplikation auf 7'V definieren lasst
uxv:=u_F(v) = v F(u), (3.2.13)
bezichungsweise in Koordinaten
(uxv)' = (Fj)ikzuj”ka
welche nicht nur definitionsgeméfs kommutativ ist und die sogenannte
Frobenius-FEigenschaft [FeVe0T|
(uxv) - w=u-(v*rw)

erfillt (mit ,,-” fiir das Skalarprodukt beziiglich G), sondern dank der
WDVV-Gleichungen auch assoziativ ist,

(u*v)*w=ux*(v*w).

Fiir ein flaches G erhélt man so eine Frobenius-Mannigfaltigkeit und da-
mit einen weiteren, spezifisch geometrischen Rahmen, in dem die WDVV-
Gleichungen mathematisch untersucht werden kénnen [Du94].

Es liegt nun fiir einen Vektorraum als Mannigfaltigkeit mit euklidischer
Struktur nahe, konstante Metriken GG zu betrachten. Dann ist die Transfor-
mation von euklidischen Koordinaten {z'} in beliebige andere {y'} linear
und wird im Folgenden mit

iR =V | oyl =fiad) = Mijxj = (M 'z)’ (3.2.14)
bezeichnet, so dass Kovektoren f3; = Mij aj; = (Ma); iiber die Matrix M

transformieren. Damit erhélt man eine Zerlegung der von f induzierten
Metrik in den Koordinaten {y'} [Le08a]

Gij = MM Sy = (MMT)y;. (3.2.15)



3.3. ALGEBRAISIERUNG DER WDVV-GLEICHUNGEN 23

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die WDV V-Gleichungen auch
tatséchlich invariant unter solchen linearen Transformationen sind: Die
dritten Ableitung des Prépotentials F' transformieren als (1,2)-Tensoren
EJ = (E), — M;'M’,,M,"F,™, so dass die Gleichungen
- - k
0 = [Fi@).5@)]" = Fh@F] @ (3.2.16)

= MM ME MR (y), EJP (y)=0 (3.2.17)

dquivalent zu Gleichungen identischer Struktur

Fpr[m(y)’ an s

(y) =0 (3.2.18)

in den neuen Koordianten sind. Nach (3.3.18) sind die WDV V-Gleichungen
damit insbesondere invariant unter orthogonalen Transformationen M M”T =
1, welche die Metrik erhalten beziehungsweise die Homogenitatsgleichung
invariant lassen.

Explizit ldsst sich fiir eine gegebene Metrik G die Transformations-
matrix M mittels Cholesky-Zerlegung berechnen. Auf diese Weise lassen
sich alle Betrachtungen in der Literatur zu den verallgemeinerten WDVV-
Gleichungen mit konstanter Metrik G direkt in die Problematik der N = 4
SCQM transformieren.

Im Ubrigen kann auch die SCQM von Grund auf derart formuliert wer-
den, dass die Struktur-Gleichungen mit einer allgemeinen, konstanten Me-
trik G folgen. Dafiir muss der Antikommutator der fermionischen Freiheits-
grade verallgemeinert als

{vh, v} = 61

postuliert werden. Dies wird besonders in der Superraumformulierung von
[KLP09] deutlich, wo G direkt in der Wirkung auftaucht.

3.3. Algebraisierung der WDVV-Gleichungen

Durch einen geschickten Losungsansatz lassen sich die WDVV von parti-
ellen Differentialgleichungen auf algebraische Gleichungen reduzieren. Die
Motivation fiir diesen Ansatz liegt gerade in der Forderung einer konstan-
ten Metrik GG. Aufgrund der euklidischen Struktur des Vektorraums wird
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im Folgenden T'V = V identifiziert und von (Ko)Vektoren nur noch im Sin-
ne der linearen Algebra und von der ,Metrik” G als der ein Skalarprodukt
., definierenden Bilinearform gesprochen.

Die Definition der Metrik (3.2.2) wird durch die Forderung der Konstanz
analog zur Homogenitétsgleichung (3.1.10) zu einer inhomogenen Differen-
tialgleichung

A 1 o
(y'0; —2)F(y) = iGij?/z?/] (3.3.1)

fiir das Prapotential F'. Diese wird durch die Summe einer inhomogenen
Losung Fjppom mit beliebigen homogenen Losungen Fj g, gelés‘g. Da die
Gleichung in sphérischen Koordinaten {y'} — {r = \/Gi;y'y7,0} ausge-
driickt
- 1

(r0, —2)F(r,0) = —§r2 (3.3.2)
nur noch von der radialen Koordinate abhéngt, separieren die homogenen
Losungen in Radial- und Winkelanteil zu

Fhom(r,0) = f(0)g(r) = r*£(6), (3.3.3)

sind also durch beliebige Funktionen der Winkel f(f) = f (g—i) bestimmt.
Eine einfache und naheliegende inhomogene Losung ist durch

1 1
Finhom(r) = B r’lnr = il 2Inr? (3.3.4)

gegeben. Da sich sphérische Koordinaten aber fiir die Losung der WDV V-
Gleichungen eher als unhandlich erweisen!, verzichtet man in der weiteren
Betrachtung lieber auf die homogenen Losungen und verallgemeinert statt-
dessen die inhomogene Losung (3.3.4) in den urspriinglichen Koordinaten

{y'} zu

Enhom ZQa hl |Qa )| (335)

Tn [KLPO0Y] sind fiir n = 2, 3 spezielle Losungen fiir #quivalente Gleichungen in sphiri-
schen Koordinaten formuliert; sie scheinen die Symmetrien der WDV V-Gleichungen
allerdings eher zu verschleiern.
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charakterisiert durch quadratische Formen Q*(y) = Qf;y' 'y it

p
> QY =Gij. (3.3.6)
a=1

Die Lésung (3.3.4) ist dann der einfachste Fall einer einzigen quadratischen
Form Q(y) = Gyy'y’ = r?.
Mit diesem Ansatz ergeben sich die dritten Ableitungen zu

Qi+ Q5Q5 + Q5 4 Qhen 1,
010,00 F (1) = Z( kl o l Jkyl_2 (é?a(x))g ! )-

a=1

(3.3.7)

Als Spezialfall betrachtet man lediglich quadratische Formen vom Rang 1,

die durch Kovektoren 3, € B = {f1,..., Bp} mit spanB = V* als Q%(y) =

Ba(y)? = BaiBajy'y’ dargestellt werden kénnen. Dabei wird die Wirkung
der Kovektoren auf Vektoren als

Ba(y) = Baiy’ (3.3.8)

verstanden. Somit erhdlt man den Losungsansatz

Zﬁa “In|Ba (y)|, (3.3.9)
beziehungsweise, die Nummerierung der Kovektoren unterdriickend,

Zﬁ “In| B(y) (3.3.10)

,BEB

Die dritten Ableitungen dieser logarithmischen Funktion sind entsprechend
(3.3.7) nun durch

Bi B Br
8:0,0,F = , (3.3.11)
’ B;g By)

gegeben, so dass man die Metrik als

Gij(y) = Y 00,00 F (y) = > BiB; (3.3.12)
BeB
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erhalt. Die WDVV-Kommutatorgleichung (3.2.5) wird damit zu

- &ﬁ@ﬁ 5W7®3
D D Dy T

0 = 2G[F, Fj]=2G (3.3.13)
BeB BeB
BiB; L
= 26 Y. I (BepE) - F e B)B) (3314)
552sP WP W)
= > . Bﬁ,ﬁl )jﬁ B+ > (B8 (3.3.15)
55’63 B,8'eB
/8 : /8/ (/8 A /Bl)ij /
- ; BAB. (3.3.16)
Mz,elg BB (v)

Auf diese Weise ist das komplizierte System partieller, nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen nun auf einen Satz nichtlinearer, algebraischer Glei-
chungen reduziert. Aufgrund der Antisymmetrie des Dach-Produkts und
Symmetrie des Skalarprodukts ist die Doppelsumme symmetrisch und be-

steht so aus @ verschiedenen Summanden, also
1 5 : 5, (5 A 5,)1‘3‘ ’ 5(1 : /Bb (5(1 A 5b)ij
9 / BAB = Ba A\ By =0
25%6 BW)F () K;bgp Ba(v)B(v) ’
(3.3.17)

An den algebraisierten WDVV-Gleichungen sieht man direkt, dass zwei
Losungen dieser Gleichungen charakterisiert durch Kovektormengen B C
V* und B’ C V’* gemeinsam wiederum eine durch B = BUB' =: B® B’
charakterisierte Losung in V @ V' ergeben; Losungen dieser Form werden
als reduzibel bezeichnet, lasst sich keine derartige Zerlegung vollziehen,
nennt man sie rreduzibel.

Wesentlich fiir die Vereinfachung der Gleichungen ist, dass sich die qua-
dratische Form in das Produkt zweier Linearformen Q(y) = 5(y)5(y) =
B(y)? zerlegt, so dass sich in den dritten F-Ableitungen alle y-Terme aus
dem Zéhler herauskiirzen. Diese Vereinfachung bekommt man fiir quadra-
tische Formen hoheren Ranges nicht; selbst wenn sie symmetrisch sind,
erhilt man durch Cholesky-Zerlegung @ = NTN in obere Dreiecksmatri-
zen N nur eine Zerlegung in ein Skalarprodukt Q(y) = N(y) - N(y), was
eine derartige Vereinfachung nicht erméglicht. In dieser Arbeit wird sich
daher prinzipiell auf den Kovektoransatz beschrénkt.
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In der Literatur zu den WDVV-Loésungen gibt es davon eine Ausnah-
me: Die radiale Losung (3.3.4) ldsst sich in Kovektorlosungen integrieren
[GLP09] und mithilfe dieser Technik kann man sogar die irreduziblen Tei-
le einer reduziblen Losung auf verschiedene Arten zu einer irreduziblen
Lésung kombinieren [LePo09].

SchlieRlich soll noch die Transformation in euklidische Koordinaten {z*}
(3.2.14) betrachtet werden. Die Kovektoren 5 € B transformieren sich zu
a=M"15 € A, so dass die Metrik in diesen Koordinaten zu

G=>Bap=> Ma®Ma=MD a®a)M’ =MM" (3.3.18)
B « «

wird und aus dem Vergleich mit der allgemeinen Metriktransformation
(3.2.15) direkt
ZO&Z‘O(]' == 6ij (3319)
acA

abgelesen werden kann. Dies ist somit die Form der Homogenitétsgleichung
(3.1.9) im Kovektoransatz.

Die WDVV-Gleichungen (3.3.16) sind, wie nach (3.2.16) zu erwarten,
von gleicher Form

. / /\ AV
y & (@A )ij o\ p o =0 (3.3.20)

aaen l@)d(z)

und unterscheiden sich nur darin, dass a- o/ = 6% aioz;- nun das Standards-
kalarprodukt bezeichnet.

3.4. Die Projektorgleichung

Motiviert durch die Feststellung, dass die entscheidenden Teilsummen in
den algebraisierten WDVV-Gleichungen (3.3.20) solche tiber koplanare Ko-
vektorpaare sind, wie weiter unten im Abschnitt 4.1 ndher ausgefiihrt wird,
bietet sich eine weitere Betrachtungsweise der Gleichungen an.

Die Homogenitétsgleichung im Kovektor-Ansatz lédsst sich auch auf eine
etwas andere Weise formulieren und verstehen: Sei A die Matrix die sich
aus den Kovektoren {o }a=1...., p» als Spaltenvektoren aufbaut, also in Koor-
dinaten A;, := «y,. Damit hat man eine lineare Abbildung f4 : R? — V*,
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welche die Standard-Einheitsbasis des RP auf die Kovektoren av € V' abbil-
det. Die Homogenitétsgleichung (3.3.19) ldsst sich dann in diesen Matrizen
schreiben als

AAT =1,,. (3.4.1)

Der umgekehrte Ausdruck
P:=ATA (3.4.2)

ist wegen P? = ATAATA = AT A = P dann ein Projektor im RP?.
Die Einschrankung auf die p’ Kovektoren aus A, welche in einer Ebene
II C V* liegen,
.AH =ANIl = {ail,...,aip/} (343)

ldsst sich nun als Abbildung RP — R?" formulieren, deren Matrix Ep aus
p Einsen an passenden Stellen besteht und daher aufgrund EHEE =1y
wiederum einen Projektor Qp := EEEH im R?" mit sich bringt. Damit
kann man die Abbildung f4 im Urbild auf R? eingeschriinkt durch die
Matrix Ap = AE% beschreiben, also falgp, = fay-

Die Einschrankung auf die entsprechende Ebene II in V* ist nicht von
derart einfacher Form, sondern muss explizit mithilfe zweier in der Ebene
liegenden Kovektoren aq,as € II durch
ag - § Qg §

ap +
Qg - Qg Qg - (2

Cné =

ay (3.4.4)

definiert werden. Wiederum ist CHCE = 15 und die entsprechende Pro-
jektormatrix zu dieser Einschrankung fc, : V* — II wird im Folgenden
Rpg = CEC’H genannt. Da das Bild von f4, die Ebene II in V* ist, das
heifst
Bild(An) L Kern(Cry), (3.4.5)
bleibt die Matrix Ay invariant unter Linksmultiplikation mit diesem Pro-
jektor,
An = RpAn. (3.4.6)

Die Situation léasst sich damit folgendermafen in einem kommutativem
Diagramm darstellen:

RP — 2>

RE 1

II
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Die zunéchst iiberraschende Feststellung bei der Betrachtung einiger
Beispiele ist nun, dass fiir die Fortsetzung der Abbildung f4,, auf die Ebene
II, also fiir Dy = CpAn = CrAEL . zu gelten scheint, dass

DypDL = M\, (3.4.7)

fir ein A\ € R. Das bedeutet nun, dass P := DEDH proportional zu
einem Projektor in R?' ist. Aufgrund der Linksinvarianz von Ap kann
dieser wieder zu

P = (CnAn)? (CnAn) = ALCECnAn = ALRnAn = ALAn  (3.4.8)

vereinfacht werden.

Auf diese Weise fiihrt die Analyse von Beispielen zur Vermutung, dass
fir jede Ebene II = span{a,, ...,ozz-p,} ein Projektor %PH existiert. Die
entsprechenden Gleichungen

P% = \nPn (3.4.9)

werden im Folgenden als Projektorgleichung fiir die Ebenen I bezeichnet.

3.5. Aquivalenz zur Veselovschen V-Bedingung

Es stellt sich heraus, dass diese Projektorgleichungen tatséchlich dquiva-
lent zu den algebraisierten WDV V-Gleichungen sind. Der entscheidende
Punkt hierfiir ist, dass die Projektorgleichungen eine dquivalente Formulie-
rung zur sogenannten V-Bedingung von A.P. Veselov sind [Ve99]. In [Ve01]
wurde gezeigt, dass diese V-Bedingung eine notwendige und hinreichende
Charakterisierung fiir Losungen der WDV V-Gleichungen im Kovektoran-
satz (3.3.10) ist. Dies soll im Folgenden skizziert und die Aquivalenz zu
den Projektorgleichungen gezeigt werden.

Die V-Bedingung ist fiir eine Menge von Kovektoren B = {f1,..., 5p}
definiert durch die Forderung, dass es fiir beliebige Flachen II C V* ein
A € R gibt, so dass fir jeden Kovektor g € II gilt

> B(B)B = Iub, (3.5.1)

Blell
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wobei die V—Dualitdt wie gehabt durch (3.3.12) gegeben ist. Erfiillt B die
V-Bedingung, wird B auch als V-System bezeichnet.
In Indexschreibweise haben die Gleichungen (3.5.1) der V-Bedingung die
Gestalt
> BB = Anp. (3.5.2)
B'ell
Eine weitere Formulierung dafiir erhélt man durch Definition einer weiteren
Bilinearform

Guly,y') ==Y _BWBW) =D _BiBy'y” (3.5.3)

pell Bell

und Anwenden der Metrik Gy; auf die V-Bedingung (3.5.2), ndmlich dass
fir g ell

Gu(-B) = > BiBIB" = MG = AnG(-, @), (3.5.4)

Blell

oder verkiirzt

Gl = AuGly (3.5.5)

gilt, wobei IT C V die duale Ebene bezeichnet.

Der exakte Beweis in [VeOl] fiir die Aussage, dass der Kovektoransatz
(3.3.10) genau dann die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen (3.2.5) 16st,
wenn B ein V-System darstellt, ist zu umfangreich, um hier im Detail nach-
vollzogen zu werden. Zumindest die Argumentation fiir die eine Richtung,
nédmlich dass V-Systeme Losungen der WDV V-Gleichungen sind, ist fiirs
Weitere aber von Interesse und soll daher kurz skizziert werden.

Fiir ein gegebenes V-System lassen sich drei Arten von Ebenen I unter-
scheiden:

1. Es gibt lediglich ein 5 € B, welches in IT liegt. Dann ist (3.5.1) aber
trivialerweise mit A\ = 8(F) erfiillt. Damit sind V-Systeme durch
eine endliche Anzahl von Gleichungen bestimmt, ndmlich maximal
von der Anzahl 22 - U von Kovektorpaaren.

2. Es liegen zwei (linear unabhéngige) 3, 8" € II vor. Dann ist (3.5.1)
gleichbedeutend mit der Aussage, dass die beiden Kovektoren ortho-
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gonal zueinander stehen beziiglich G, weil

BB)B+ BB =BI?B+ (8- 88 = Mnp (3.5.6)
s B8 =0. (3.5.7)

3. Mehr als zwei Kovektoren liegen in der Ebene II. Dann ist die Teil-
summe iiber diese Kovektorpaare in der algebraisierten Gleichung
(3.3.16) jedoch geméfs (3.5.5) proportional zu der WDV V-Gleichung

einer zweidimensionalen L('jsung

Z By)* By (3.5.8)

pellnB

und in zwei Dimensionen ist die WDVV-Gleichung geméf (3.1.11)
trivial.

Damit ist klar, dass V-Systeme Losungen der WDVV-Gleichungen sind
und es lésst sich zeigen, dass dies auch eine hinreichende Bedingung ist.

Um die Aquivalenz der Projektoriiberlegungen aus Abschnitt (3.4) zur
V-Bedingung zu zeigen, muss man einfach die Projektorgleichungen mittels
der linearen Transformation durch die Matrix M in die Koordinaten {y’}
mit beliebiger konstanter Metrik G entsprechend (3.2.15) transformieren.

Die Projektoren fiir eine Ebene IT € V* ermitteln sich dann folgender-
mafen: Analog zur Matrix A;, = oy, definiert man B;, := B4 = Mijozja =
(M A);q, so dass sich die Metrik G nun geméf (3.3.18) als

Gij = BiaBaj = (BBT)s (3.5.9)
schreiben ldsst. Zur Veranschaulichung hilft wiederum ein Diagramm:
Rp
B
A

/
\
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Der Projektor P wirkt im R?” und bleibt daher derselbe wie in euklidi-
schen Koordinaten,

PY% = A% Aj, = B%GY By, = (BTG B)Y, (3.5.10)

Ebenfalls analog zum euklidischen Fall erhilt man durch Auswahl der p’
Kovektoren, die in der Ebene II liegen, die Matrix By := BE% und somit
eine weitere Form fiir den Projektor P = BgG_lBH = AEAH fir die
Ebene II. Entsprechend (3.5.3) ist nun

G = BnBj, = MAQuATMT, (3.5.11)
so dass die Projektorgleichung (3.4.9) in diesen Koordinaten die Form
P: = BLG'ByBLG !By = BLG'GnG~'Bp
BiAnG™' By = A\nPr (3.5.12)

annimmt. Dabei ist entscheidend, dass das Bild von Bp wiederum die
Ebene IT in V* ist. Die enthaltene Gleichung

G'anG' = Gt (3.5.13)
=4
Gn = MG (3.5.14)

im Sinne der Aquivalenz zur Projektorgleichung ist giiltig auf Kovektoren
aus der Ebene II beziehungsweise fiir Vektoren aus II. Letztere Gleichung
ist aber schon die Gleichung der V-Bedingung (3.5.5). Die Erfiillung der
Projektorgleichung fiir beliebige Ebenen II C V* entspricht also genau der
V-Bedingung, insbesondere auch in der besonders einfachen Form euklidi-
scher Koordinaten (3.4.9).

In diesem Kapitel wurde also die Struktur der WDV V-Gleichungen und
ihre Geometrie untersucht, sowie fiir den Fall einer flachen, konstanten
Metrik ein allgemeiner, logarithmische Losungsansatz, definiert {iber eine
Menge von Kovektoren, vorgestellt. In diesem Fall lassen sich die WDVV
algebraisieren und es gibt mit den V-Bedingungen beziehungsweise den
Projektorgleichungen weitere interessante, dquivalente Formulierungen des
Problems. Insbesondere die Projektorgleichungen in euklidischen Koordi-
naten haben dabei eine besonders einfache Gestalt, die durch die Homo-
genititsgleichung als zuséatzliche Gleichung erkauft wird.



KAPITEL 4

LOSUNGEN DER WDVV-GLEICHUNGEN

In diesem Kapitel sollen nun konkret Losungen der WDV V-Gleichungen
aus dem Kovektoransatz untersucht werden. Ziel ist es dabei, die in der
Literatur bekannten Kovektorlosungen vollstandig zusammenzutragen und
zu verstehen.

4.1. Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen als
WDVV-Lo6sungen

Eine erste grofere Klasse von Losungen der WDV V-Gleichungen aus dem
Kovektoransatz bilden die positiven Wurzeln B = ®* aus Wurzelsystemen
® halbeinfacher Lie-Algebren, wie von Martini und Gragert in [MaGr99|
bewiesen wurde. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass die Form der
Metrik G im Kovektoransatz (3.3.12) gerade der Definition der Killing-
Form entspricht, so dass die Skalarprodukte positiver Wurzeln durch die
Cartan-Matrix gegebene, ganze Zahlen sind.

Inwiefern solche Wurzelsysteme die WDV V-Gleichungen 16sen, soll hier
jedoch nach [GLP09] in den euklidischen Koordinaten der N' = 4 superkon-
formen n-Teilchenmechanik demonstriert werden, da diese Sichtweise fiir
die Betrachtung der Kovektorlosungssysteme iiber Polytope spéter noch
relevant wird (Abschnitt 5.1). Um die Wurzeln G, € A = ®* verwenden
und dennoch die Homogenitatsgleichung erfiillen zu kénnen, zieht man aus
den Wurzeln o in euklidischen Koordinaten einen skalaren Vorfaktor v/f,
heraus, so dass mit

g =V fallg (4.1.1)

33
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der Kovektoransatz (modulo Polynome zweiten Grades) nun

:——Zfaaa ?In|dia () (4.12)

und WDVV- sowie Homogenitéatsgleichungen

Zfafbaa fxb ;X“ /(\x(;b)”&aAab = 0 (4.1.3)
a,b=1

p
Zfada®da = 1n (4.1.4)
a=1

lauten. Die Wurzelsysteme ® werden damit als abstrakte Wurzelsysteme
verstanden, so dass die eigentlich relevanten Strukturen in dieser Behand-
lung weniger bestimmte Lie-Algebren als vielmehr deren Weyl-Gruppen
sind. Die Struktur einfacher Lie-Algebren ist {iber ihre Weyl-Gruppen in
Typen ABCDEFG Kklassifiziert (zu Wurzelsystemen und ihrer Klassifika-
tion [HiNe09, Hu72, Ca84]).

Der entscheidende Punkt fir den Beweis ist die Tatsache, dass sich alle
positiven Wurzeln &, € ®* als Linearkombinationen mit Koeffizienten in
{0,1,2,3} aus einfachen Wurzeln darstellen lassen und es auf diese Weise
nach dem Wurzelketten-Lemma fiir zwei positive Wurzeln &, as entweder
eine dritte als Linearkombination aus diesen gibt oder die beiden senkrecht
zueinander stehen, also &y - g = 0.

Ein zweiter wichtiger Fakt ist die Existenz der Coxeterzahl h und ihrer
dualen h, welche

3 299 1 sowie a®a=hl (4.1.5)
seotr ¢ aco+

erfiillen.

Damit ldsst sich die Summe in den algebraisierten WDV V-Gleichungen
(3.3.20) nun nach den Argumenten zu (3.5.6, 3.5.8) in Teilsummen tiber
Kovektoren gleicher Ebenen zerlegen.

Betrachten wir zunéchst den einfacheren Fall der AD E-Wurzelsysteme,
deren Wurzeln alle von der Lange & - & = 2 sind und damit jeweils gleich-
seitige Dreiecke bilden. Daher gilt aber fiir die drei Kovektoren in einer
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Ebene mit geeigneten Vorzeichen
a1+ g + a3 =0, (4.1.6)
woraus sich des Weiteren
A Nag=0a Nag=asNa1 , Q1 -Gy =09 a3 =a3- a1 (4.1.7)

ergibt. Aufgrund dieser Identitdten ldsst sich die Teilsumme solcher drei
Kovektoren als

3 e
3 fufye 2 (Ga N Bo)ij g g, — (4.1.8)
a,b=1 Oéa(x)ab(x)
hfe B A
6&1 ({lf)dg({lf) 543(3?)542(3?) 6&1((1?)073(%)
schreiben. Aufgrund der im AD E-Fall identischen Coxeteridentitdten (4.1.5),

h = h, lassen sich die Skalierungsfaktoren aber zu allen Wurzeln & € &+
gleichermafen zur Erfiillung der Homogenitétsgleichung als f, = <+ wiihlen,

dl'dg(dl/\&g)i]’(dl/\dg)( ) (419)

h
so dass die Teilsumme (4.1.9) weiter vereinfacht werden kann zu
SRS SRR W G PR 1C) N
ay(z)ag(z)  ag(z)az(z)  ai(z)as(z) 541(90)@2(90)%(5'3)( ' )
4.1.10

Damit sind sowohl die WDV V-Gleichungen als auch die Homogenitéatsglei-
chung fir AD E-Wurzelsysteme erfillt.

Auf die BCFG-Wurzelsysteme lésst sich dieses Argument mit kleinen
Modifikationen ebenso verallgemeinern. Der entscheidende Punkt ist hier,
dass es einfache Wurzeln zweier Lingen gibt, die iiblicherweise igng
Mang = 2 und Gkyrs - Gy = = normiert sind. Dabei ist r die Lénge
der Wurzelketten der kurzen Wurzeln durch die langen, im Fall von BC'F
ist r = 2 und fiir das G-Wurzelsystem r = 3. Fiir » = 2 sind dies in jeder
Ebene neben Wurzeln & = djqng und o = Qpyr. noch die kurze Wurzel
Qs = a1 + ag und die lange a4 = a1 + 2ao. Mittels deren in der jeweili-
ger Cartan-Matrix enkodierten sechs Skalarprodukten, von denen die zwei
zwischen Wurzeln gleicher Lange verschwinden, erhélt man die zugehorige
Teilsumme in den WDV V-Gleichungen als

fifa + f1fs + fafo + fafs
ai(z)az(z)  ar(z)(@i+az)(z) ' (G1+2a2)(v)az(z) ' (G1+2a2)(2) (61 (2)+az2)(z)
21 (x)? (fofa—f1f2) 4202 (2)2 (f1 f3—f1fe)+an (#)az () (f1f3+fafa+ fafs—3 1 f2)

&1 (%) o (2)ds (@) d ()
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und sieht durch Koeffizientenvergleich direkt, dass dies nur fiir

fi=fa= flang (4111)

f2 = f3 = fkurz (4112)

verschwindet. Damit sind die WDV V-Gleichungen erfiillt, denn im noch
ausstehenden Fall der G5 hat man lediglich eine Ebene und direktes Aus-
rechnen bestétigt vollkommen analog (4.1.11, 4.1.12).

Um der Homogenitétsgleichung ebenso zu geniigen, kann man wie im
ADE-Fall schlicht, die duale Coxeterzahl nutzend, alle Vorfaktoren glei-
chermafen

(4.1.13)

S =

flang = fkurz =

setzen. Dariliber hinaus lassen sich aber die Summen in den beiden, nun
voneinander verschiedenen Coxeteridentitéiten (4.1.5) in die Teile von Ko-
vektoren langer und kurzer Lange zerlegen. Durch Umformung sieht man
dann, dass sie unabhéngig voneinander proportional zur Identitat sind,

(T - 1)Zdlang @ dlang = (Th - h)]. (4114)
(1=1)> Ghurs @ Gpurz = (h—h)1. (4.1.15)
Das bedeutet aber, dass man in der Homogenitéatsgleichung

flangzdlang & dlang + fkurzzdkurz & dkurz (4116)

rh—h h—h
= 1 —1=1 4.1.1
flang r—1 + fkurzr_l ( 7)

zu der Losung (4.1.13) noch beliebige, durch ein ¢ € R parametrisierte
Vielfache der Koeffizienten in (4.1.17) zu den Skalierungsfaktoren hinzu-
addieren kann, so dass sie sich in der Homogenitatsgleichung gegenseitig
wegheben:

1 . 1 .
flang = z + (h — h)t s fkurz = Z + (’I“h — h)t (4118)

Die Homogenitédtsgleichung liefert als allgemeine Wurzelsystemlosung fiir
BCF( also gleich eine Einparameterfamilie von Losungen, wobei der Grund
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hierfiir eine relative Skalierungsfreiheit des Léngenverhéltnisses zwischen
langen und kurzen Wurzeln ist. Auf diese Weise werden insbesondere die
Losungen zum B- und C-System identisch, da sie sich nur im Léngenver-
héltnis zwischen kurzen und langen Wurzeln unterscheiden. Das G- und
F-System werden durch Inversion dieses Léngenverhéltnis in sich selbst
abgebildet, so dass man den Parameterbereich effektiv auf ¢ € RSF halbie-
ren kann.

Wie weiter oben schon angesprochen demonstriert diese Argumentation,
dass genuine Figenschaften halbeinfacher Lie-Algebren, wie beispielsweise
die Killing-Form tiberhaupt nicht verwendet werden miissen, sondern die
Spiegelgruppen der abstrakten Wurzelsysteme, die Weylgruppen, fiir den
Beweis entscheidend sind und ausreichen. Fiir diese gibt es mit dem Begriff
der endlichen Coxeter-Gruppe eine natiirliche Verallgemeinerung.

Der Begriff einer Cozeter-Gruppe G abstrahiert zunéchst von einer spe-
ziellen Darstellung als Spiegelgruppe und ist durch die Présentation

G = (81,52, ..., snl(sis;)™ = 1) (4.1.19)

mit my; = 2 und m;; > 2 fiir ¢ # j definiert. Dabei ist zunéchst m;; = oo
auch zugelassen in dem Sinn, dass keine Relation fiir (s;s;)™ gefordert
wird. Uber die zusitzliche Forderung m;; < oo sind dann gerade endliche
Coxeter-Gruppen definiert.

Waéhrend die Winkel zwischen den Wurzeln respektive Spiegelachsen in
Weyl-Gruppen aufgrund des Wurzelketten-Lemmas auf

/ € {30°,45°,60°,90°,120°, 135°, 150°} (4.1.20)

beschrénkt sind, unterliegen Darstellungen von Coxeter-Gruppen zunéchst
keiner derartigen Einschrénkung. Die endlichen Coxeter-Gruppen sind je-
doch klassifizierbar und entsprechen gerade den Weylgruppen zusammen
mit drei weiteren Typen: Die dihedrale Gruppe I2(p) als Symmetriegrup-
pe regulérer 2p-Ecke, die Symmetriegruppe des [kosaeders beziehungsweise
Dodekaeders Hs und jene des 120- beziehungsweise des 600-Zellers in vier
Dimensionen Hy.

Der Beweis, dass Coxeter-Gruppen allgemein Losungen der WDVV-
Gleichungen darstellen, wurde erstmals in [VeO1] gefiihrt. Da die Verallge-
meinerung von Weyl- auf Coxeter-Gruppen aber nur in den drei Beispielen
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Ir(p), Hs und H, besteht, kann man diese drei Félle analog zur obigen
Betrachtung der Weyl-Wurzelsysteme auch einfach explizit priifen.

4.2. Deformierte und verallgemeinerte
Wurzelsysteme

Im Fall der BC' FG-Wurzelsysteme ergab sich im vorigen Abschnitt aus ei-
ner einfachen Uberlegung, dass die Losungen der WDVV-Gleichungen in-
klusive Homogenitéatsgleichung eine ganze kontinuierliche Parametergrup-
pe von Losungen darstellen; dies veranlasst prinzipiell zur Annahme, dass
die Losungen aus den Wurzelsystemen Teil eines hoherdimensionalen Mo-
dulraums sein konnen. Auferdem kann man iiber einen verallgemeiner-
ten Begriff von Wurzelsystemen auch Losungen zu kontragradienten Lie-
Superalgebren finden. Im Folgenden soll hierzu der Stand der Dinge in
der Literatur zusammengetragen und die bekannten Losungen mit ihren
Modulrdumen aufgelistet werden.

Die Kenntnis verschiedener Klassen solcher deformierten Wurzelsysteme
ist in erster Linie einer bislang nicht vollstdndig verstandenen Beziehun-
gen zwischen WDV V-Kovektorlésungen und integrablen Calogero-Moser-
Sutherland-Modellen (CMS) zu verdanken. In [VFC96] wurden Deforma-
tionen des Calogero-Moser Quantenproblems fiir A BC-Wurzelsysteme ge-
funden, welche {iberraschenderweise auch schon Loésungen der WDVV-
Gleichungen darstellen [Ve99]. Es stellte sich jedoch heraus, dass nicht jede
CMS-Deformation einer WDVV-Losung entspricht [ChVe01] und in [Ve02]
wurde ein Kriterium fiir CMS-Operatoren bewiesen, welches garantiert,
dass solche Deformationen auch WDV V-Losungen darstellen.

Waéhrend in der zitierten Literatur die WDVV-Gleichungen nur aus
dem Kontext zweidimensionaler topologischer Feldtheorie sowie Seiberg-
Witten-Theorie bekannt war, erhélt dieser Zusammenhang zwischen CMS-
Theorie und WDVV-Gleichungen im neuen Kontext der N = 4 SCQM
eine unmittelbare Plausibilitét; schlieflich handelt es sich hierbei um ei-
ne supersymmetrische Verallgemeinerung von Calogero-Modellen, und die
konkreten U # 0-Losungen, welche in [KLP09, GLP09] fiir n = 2,3 gefun-
den wurden, legen die Vermutung nahe, dass sich allgemein zu den in F
quadratischen Quantenkorrekturen zum bosonischen Potential in (3.1.1)
auch U-Losungen mit einem bosonischen Potential (3.1.2) finden lassen,
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welches zu diesem proportional ist. In diesem Sinne kénnte man vermuten,
dass die WDVV-Gleichungen die spezielle Einschrénkung der Calogero-
artigen Modelle ausmacht, welche N/ = 4 supersymmetrische Erweiterun-
gen erlauben, und dass dies in einem Zusammenhang mit dem Kriterium
an die CMS-Operatoren aus [Ve02| steht. Hierzu miisste aber noch der
genaue Zusammenhang zwischen superkonformer Symmetrie des Modells
und seiner Integrabilitdt analysiert werden.

Explizit sind die bekannten Deformationen fiir die ABC-Wurzelsysteme
in der Notation von [Ve99, ChVe01]| schliefslich

Ane) = {Vagle—e)ll<i<j<n+1} (42.1)
[/l (ei = e, Jdell <i<j<n} (422)
(p—ﬁﬁgi% (4.2.3)

I

als Deformation des A,-Wurzelsystems und

By (v,c) = {Jeacj(eixe)),v/2ci(ci +7)eill <i<j<n}(424)
(4.2.5)

(p=n?)

fir BC,,, wobei ¢;,y € R die Modulraumparameter und {ey, ..., e, } die Ba-
siskovektoren des n-dimensionalen V* sind. Es stellt sich weiterhin heraus,
dass auch die Deformationen von D,, in letzterem als Spezialfall enthalten
sind.

Der Vollstandigkeit halber soll hier auch noch konkret der geméf (4.1.18)
eindimensionale Modulraum zu

F4(t) = {ei:I:ej|1 S’L<]§4}U
(p=24) {2te1,2tey, 2tes, 2teq, t(e; £ ea ez teq)} (4.2.6)

in dieser Notation angegeben werden. Fiir diesen ist in [FeVe07| auch ge-
zeigt, dass er bereits der maximal mdgliche Modulraum ist. Etwaige De-
formationen der E-Wurzelsysteme wurden soweit bekannt noch nicht un-
tersucht. Es ist jedoch wahrscheinlich, dass sie nicht deformierbar sind,
weil sie gegeniiber den A- und D-Systemen gleicher Dimension n aus deut-
lich mehr Wurzeln bestehen und entsprechend mehr Projektorgleichungen
(3.5.12) erfiillen miissen.
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Neben der Deformation von Coxeter-Wurzelsystemen ist ein weiterer frucht-
barer Ansatz fiir Kovektorlosungen der WDV V-Gleichungen die Verallge-
meinerung des Begriffs des Wurzelsystems im Sinne von Serganova [Se96].
Die Klassifikation dieser verallgemeinerten Wurzelsysteme entspricht im
Wesentlichen der Klassifikation kontragradienter Lie-Superalgebren [FSS00].
Alle diese Wurzelsysteme erlauben CMS-Operatoren mit eindimensionalem
Modulraum [ChVe01].

Auch wenn es sich um komplexe Wurzelsysteme handelt, kann man auf-
grund der Tatsache, dass die Kovektoren sowohl in der Bilinearform G
(3.3.12) als auch im Kovektoransatz (3.3.10) quadratisch auftauchen, reelle
WDV V-Lésungen aus ihnen erhalten. Effektiv werden dabei die ungeraden
Wurzeln einfach mit 4 = v/—1 multipliziert [FeVe08]!.

Im Allgemeinen kann die Bilinearform G (3.3.12) fiir Lie-Superalgebren
allerdings entartet sein, so dass nicht alle dieser verallgemeinerten Wurzel-
systeme auch WDVV-Losungen sind. Dies betrifft die Lie-Superalgebren
A(n,n), D(n,n+1) sowie D(2,1;«). Trotzdem kénnen deren Deformatio-
nen aber ein nichtentartetes GG haben.

Nach [ChVeO1, FeVe08| sind die WDVV-Losungen der Wurzelsysteme
A(n,m) schon in A, (c) und die der BC'D(n, m)-Systeme in B, (7, c) ent-
halten. Neue V-Systeme erhélt man demnach zu den exzeptionellen Lie-
Superalgebren AB(1,3) und G(1,2) sowie zu D(1,2; a); dies sind konkret
firteR

ABy(t) = {e1tea,e1 £es,eates, t(e; £extestey), (4.2.7)

22(12 — 1
(p = 18) 2(2t2 + L)er, /2(2t% + 1)ea, /2(2t? + L)es, %64

und fiir ¢t # 0

"Dort wird der Begriff der V-Systeme auf C-Vektorriume erweitert und die Wurzelsys-
teme werden tatsdchlich in aller Allgemeinheit als komplex verstanden. Aus unserer
physikalischen Motivation ist dies jedoch nicht sinnvoll und es werden daher die Ko-
vektoren als lineare Abbildungen eingeschrinkt auf reelle Vektoren verstanden, was
problemlos zu effektiv reellen WDV V-Losungen fiihrt.

}
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G3(t) = {V2t+1lep, V2t + lea, V2t + 1(e1 + e2), (4.2.8)

2t —1 2t —1 2t — 1
(p=13) g (€1 —e2), ([ =5 (2e1 +e2), | —o—(e1 + 2e2),

t
\/;63,61 + €3, €9 + €3,e1 + €2 + 63}.

Auferdem fiir t, s € R unter Ausschluss des Entartungsfalls t +s+1 =0

D3(t,8) = {61 + ey :|:€3,\/2(t—|—8— 1)61 (4.2.9)
I N ECETEE P L B PY

t S

Fiir alle in diesem Abschnitt aufgelisteten Deformationssysteme wurden
die Projektorgleichungen (3.5.12) nachgerechnet (siehe A.1) und auf diese
Weise gemif der in Abschnitt 3.5 demonstrierten Aquivalenz iiberpriift,
dass diese tatséchlich Kovektorlosungen der WDVV-Gleichungen darstel-
len.

4.3. Restriktionen von Ldsungssystemen

In diesem Kapitel wurden bisher mit Coxeter- sowie verallgemeinerten
Wurzelsystemen und ihren Deformationen die bekannten Klassen von Ko-
vektorlosungen im Wesentlichen besprochen. Es gibt aber noch eine Tech-
nik, wie man von diesen ausgehend zu weiteren Losungen gelangen kann. In
|[FeVe07] wird eine Moglichkeit présentiert, wie man aus bekannten Kovek-
torlosungen Fg : V' — R durch Restriktion auf Unterrdume U C V neue
Losungen erhalten kann. Dies entspricht im Wesentlichen einer Projektion
der Losungssysteme B C V* auf den dualen Unterraum U*.

Zur Definition einer solchen Restriktion eines Kovektorlosungs- bezie-
hungsweise V-Systems B benotigt man zunéchst den Begriff eines Unter-
systems C := BN U* fiir einen beliebigen Unterraum U* C V*. Das Un-
tersystem enthélt gerade die Kovektoren, welche herausprojiziert werden
sollen. Daher definiert man den Untervektorraum, auf den das Losungssys-
tem restringiert werden soll, mittels der durch die v € C definierten Nor-
malhyperflichen I1, = {z € V|]y(z) = 0} als L¢ := U, ¢c I1;. In [FeVeOT]
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ist nun bewiesen, dass die Einschrankung eines Losungssystems B auf L¢
zu einem Untersystem C allgemein wieder ein Losungssystem darstellt. Das
Losungssystem wird dann mit (B,C) bezeichnet. Der Beweis dafiir macht
sich gerade die iiber das zugehorige Prapotential Fi definierte Frobenius-
Struktur (3.2.13) zu Nutze.

Das Prépotential ist fiir ein solche Restriktion nun durch

Fise) Z B(y)? In By (4.3.1)

BGB\C

gegeben. Dabei sind die Kovektoren in B\C im Allgemeinen nicht mehr
paarweise linear unabhéngig voneinander. Linear abhéngige Kovektoren
81,82 = AP lassen sich fiir Kovektorlosungen F' aber wieder durch ein
einziges = (1 + \)f; beschreiben. In diesem Sinne erhédlt man mit der
Restriktion (B,C) effektiv eine Projektion von B mit neu skalierten Kovek-
toren, deren Anzahl aber im Allgemeinen geringer ist als die von B\C.

Die moglichen Restriktionen der bekannten Systeme sind in [FeVe07]
auch untersucht worden. Aufgrund der Trivialitat des n = 2 Falles, sind
dafir nur n > 4 Losungssysteme von Interesse.

Fiir die ABC D-Systeme bringt dies zwar keine neuen Losungen; startet
man allerdings mit dem undeformierten A,,-System erhélt man bemerkens-
werter Weise als Restriktionen im Allgemeinen A, (c) (4.2.1) mit ¢; € Z.
Betrachtet man die zugehorigen Projektorgleichungen (3.5.12) beziehungs-
weise V-Bedingungen (3.5.1) als algebraische Gleichungen in den Varia-
blen ¢;, folgt im Sinne der algebraischen Geometrie die Verallgemeinerung
auf ¢; € R einfach durch den Abschluss des Lésungsraums beziiglich der
Zariski-Topologie.

Analog erhélt man aus den undeformierten BC D-Systemen auch deren
Deformationen By, (c,7y) (4.2.4). Erstaunlicherweise lassen sich in diesen
Féllen also die Deformation bereits iiber die Technik der Restriktionen
ermitteln. Allerdings ist damit natiirlich noch nicht bewiesen, dass damit
der vollstindige Modulraum schon gefunden ist.

Fiir das Fy(t)-System ergeben sich zwei dquivalente Restriktionen ent-
lang A;-Untersystemen, die durch

F3(t) = (F4(t),A1) = {ei + €j, V 412 + 2e;, (432)
(p =13) V2t(e; £ eg £es|l <i<j<3}
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gegeben sind. Dabei besteht die Aquivalenz iiber t — %, so dass durch
eine Transformation des Systems auch ¢t = oo ein Losung darstellt, also
t € RP!. Fiir die iibrigen relevanten Coxeter-Systeme FEg, F7, Ex sowie
H, sind keine Modulrdume bekannt beziehungsweise moglich; aufgrund
ihrer hohen Dimension n < 8 erhélt man aus ihnen eine Vielzahl, nach
|[FeVe08| genau 41 Restriktionssysteme, welche allerdings teilweise in den
Deformationsrdumen der analysierten Systeme liegen.

Von den Lie-Superalgebra-Systemen ist nur das ABy(t)-Systems (4.2.7)
von Interesse. Es hat @hnlich dem Fj(t)-System Restriktionen beziiglich
zweier Ap-Untersysteme, die hier allerdings verschieden sind, ndmlich

(AB4(t),A1)1 = {V2(e1 % e3),V2t(e1 + e3),t(er & 2ep & €3),(4.3.3)

20212 — 1
(2 ) s}
241

(p=11) V2(2t2 + 1)eq, 24/2(t2 + 1)ea, t

sowie
1
ABy(t), A = {e;+ej, ———
(AB4(t), A1)2 {eit+e; T
V2t
Vit2 41
fiir t € R. Damit ist ein vollstindiger Uberblick iiber die Restriktionssys-
teme gegeben.

(ei — ej)v \/561‘,

(p = 10) (61 +e9 + 63)’1 <i<j< 3} (4.3.4)

Nach aktuellem, gesichertem Kenntnisstand lassen sich also folgende Ty-
pen von Kovektorlosungen der WDV V-Gleichungen klassifizieren:

1. Coxeter-Wurzelsysteme
2. Verallgemeinerte Wurzelsysteme
3. Deformationen dieser beiden

4. Restriktionen dieser Wurzelsysteme

Dabei unterliegen die Coxeter- und verallgemeinerten Wurzelsysteme einer
endlichen Klassifikation, so dass die resultierenden WDV V-Losungen voll-
stdndig gefunden wurden. Dagegen gibt es nicht fiir alle ihre Deformatio-
nen die Gewissheit, dass sie schon mit den in diesem Kapitel prasentierten
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Modulrdumen vollsténdig ausgeschopft sind. Die Restriktionen aller die-
ser bekannten Losungssysteme sind zwar in [FeVe07] umfassend untersucht
worden, das Resultat beinhaltet jedoch eine Vielzahl einzelner Fille, die
teilweise in den Modulrdaumen deformierter Systeme schon enthalten sind,
teilweise aber auch eigenstédndige Losungen darstellen. Unterm Strich hat
man daher einen etwas uniibersichtlichen Zoo von Losungen, wie beson-
ders in der Grafik aller Systeme fiir n = 3 am Ende von [FeVe08|] auffillt.
Es ist daher eine natiirliche Frage, ob die Kovektorlésungen einem, durch
die obigen 4 Typen noch nicht erkannten, systematischeren Prinzip un-
terliegen. Dieser Frage soll im néchsten Kapitel in verschieden Ansétzen
nachgegangen werden.



KAPITEL 5

DIE STRUKTUR DER WDVV-LOSUNGEN:
POLYTOPE, HYPERGRAPHEN UND MATROIDE

Die WDV V-Kovektorlosungen als V-Systeme beziehungsweise Losungen
der Projektorgleichungen wurden bislang nur iber Wurzelsysteme von Lie-
(Super)Algebren und ihren Deformationen und Projektionen verstanden,
es ist aber vollkommen offen, ob damit der gesamte Modulraum der al-
gebraisierten WDVV-Gleichungen (3.3.16) schon gefunden ist. In diesem
Kapitel sollen daher alternative Interpretationen iiber Polytope, Hypergra-
phen und Matroide versucht werden. Dabei besteht der Ausgangspunkt im
Besonderen in den kombinatorischen Eigenschaften der Losungssysteme,
weil diese zusammen mit einer Orthogonalitétseigenschaft das Wesentliche
der Losungen auszumachen scheinen.

5.1. WDVV-Lo6sungen als Polytope

Die Coxeter-Gruppen sind zunéchst Symmetriegruppen von Polytopen,
wobei die Wurzeln der Coxeter-Systeme die Spiegelflichen als deren Nor-
malvektoren definieren; sie lassen sich aber auch als Kanten der Polytope
selbst verstehen. Damit kann man die Losungssysteme aus dem letzten
Kapitel unter gewissen Voraussetzungen als Polytope interpretieren, was
im besonderen fiir n = 3 zu einer besonderen Anschaulichkeit durch Po-
lyeder verhilft. Dies soll im Folgenden demonstriert werden; dabei stellt
sich heraus, dass der Polytopbegriff fiir eine allgemeinere Klassifizierung
der Losungen nur bedingt geeignet ist, da er schon bei der Beschreibung
der bekannten Losungen an seine Grenzen stoft.

Die Idee, Wurzelsysteme als Polytope aufzufassen [Le08a, Le08b]|, ver-
deutlicht sich am einfachsten bei der Betrachtung eines Beispiels. Der ein-
fachste nichttriviale Fall ist hierfiir das Az-System (Abb. 5.1) bestehend

45
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1

Abbildung 5.1.: As-Wurzeln und der aus ihnen gebildete Tetraeder (mit
den Ziffern 7 werden verkiirzt die Kovektoren ¢; bezeich-
net)

aus p = 6 positiven Wurzeln, die sich als Wurzelketten aus den einfachen
Wurzeln @y, ao, a3 ergeben. In euklidischen Koordinaten kann man die-
se Kovektoren &;, welche in vier Dreiergruppierungen jeweils als Dreiecke
inzident sind, durch Verschiebung im V* =2 R3 zu einem reguliren Tetra-
eder kombinieren, Wurzelsystem der Spiegelsymmetriegruppe und Tetra-
eder selbst sind in diesem Fall also modulo solcher Translationen identisch.

Gemifs der Argumentation in Abschnitt 4.1 sind die algebraisierten
WDVV-Gleichungen (3.3.20) einerseits gerade wegen dieser Inzidenz in
Dreiecken, andererseits wegen der Orthogonalitdt der iibrigen drei Paare
erfiillt. Daher kann man die Frage nach Deformationen des As-Systems
nun ganz anschaulich betrachten, indem man nach Deformationen des Te-
traeders sucht, welche die drei Paare jeweils gegeniiberliegender Kanten
orthogonal zueinander lisst. Nach [Le08a| sind dies gerade die sogenann-
ten orthozentrischen Tetraeder und, wahrend der Modulraum beliebiger
Tetraeder abgesehen von der Gesamtskala fiinfdimensional ist, reduziert er
sich durch die drei Orthogonalitdtsbedingungen auf drei Parameter. Dies
entspricht genau dem Ergebnis (4.2.2) aus der CMS-Theorie, wenn man
dort den Parameter fiir die Gesamtskala vernachlissigt.

Dieses Resultat fiir Deformationen des orthozentrischen Tetraeders als 3-
Simplex léasst sich auf beliebige n-Simplices verallgemeinern. Der entschei-
dene geometrische Gedanke ist, dass der orthozentrische Tetraeder von 3
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Kanten, bestimmt durch ihre 3 Winkel zueinander, aufgespannt wird, bei-
spielsweise in Abbildung 5.1 die Kanten (123). Die Orthogonalitit dieser
zu ihren gegeniiberliegenden Partnern fixiert dann eindeutig sowohl ihre
Léngen als auch die restlichen Kanten.

Genauso wird der n-Simplex von n Kanten mit w relativen Winkeln
zueinander aufgespannt, von denen aber wiederum nur n Winkel unabhén-
gig sind, wie man sich leicht durch iterative Konstruktion verdeutlichen
kann. Deren Léngen sowie die restlichen ”(”T_l) Kanten sind durch die Or-
thogonalitédtsforderung dann schon festgelegt. Damit hat man nicht nur
den As-Fall, sondern ganz allgemein die moglichen A, -Deformationen ge-
zeigt in Ubereinstimmung mit (4.2.1).

Die Parametrisierung (4.2.2) entspricht dabei in gewisser Weise sogar
gerade der beschriebenen Orthogonalitétskonstruktion, nur dass dort die
Richtungen der V* aufspannenden n Kovektoren g; = \/c—gei durch die
Einheitsvektoren {e;} zwar gegeben, die relativen Winkel aber durch deren

Léngen ,/c; iiber die resultierende Metrik

Gij =1+ ch)ci5ij — CiCj (5.1.1)
ki

frei parametrisiert sind.

Die Schwierigkeit in nicht-euklidischen Koordinaten besteht allerdings
darin, dass in die Metrik auch schon die restlichen, passend gewahlten
”(”T_IS Kovektoren eingehen miissen, was eine Konstruktion wie in eukli-
dischen Koordinaten erschwert. Daher war es in [Ve99] auch noch nicht
moglich zu zeigen, dass mit dem A,,(c)-System (4.2.1) schon die maximal
moglichen Deformationen gefunden sind. Dies leistet erst das Orthozentri-
téatsargument in [Le08a].

Durch diesen Vorzug der Interpretation von Losungssystemen als Poly-
tope motiviert, ist man geneigt, die folgende Hypothese aufstellen:

e Die Kantenmengen {&} von (konvexen) Polytopen stellen Kovektor-
losungen der WDV V-Gleichungen mit konstanter Metrik (3.2.4) dar,
wenn ste die Orthogonalititseigenschaft erfillen. Diese besteht in der
Forderung, dass alle nicht in Flachen inzidenten und nicht linear ab-
hingigen Kanten orthogonal zueinander stehen.

Es hat sich gezeigt, dass die Inzidenz der Kanten in den Flachen ausreicht,
um die Teilsummen in den WDVV-Gleichungen (4.1.3) in euklidischen
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Abbildung 5.2.: Hexaederstumpf und Rhombenkuboktaeder als BCs-
Polytope

Koordinaten verschwinden zu lassen. Wenn die restlichen Kovektorpaare

senkrecht aufeinanderstehen, wird die gesamte Summe zu Null. Fiir die

Skalierungsfaktoren \/f, scheint es genug Freiheit zu geben, sie passend zur

Erfiillung der Homogenitétsgleichung (4.1.4) zu wéhlen. Denn diese besteht
n(n+1)

als symmetrische Matrixgleichung aus ——— unabhéngigen Gleichungen,

der Si(mpl)ex als einfachstes Polytop hat jedoch die Mindenstanzahl von
n(n+1

= —5— Kanten und entsprechend genauso viele freie V/fa. Daher scheint
die Erfiilllung der Homogenitéatsgleichung fiir allgemeine Polytope immer
moglich zu sein.

Dies ist noch kein Beweis, dass die Hypothese allgemein giiltig ist. Statt-
dessen soll aber lieber ihre Niitzlichkeit und ihre Mangel an weiteren Bei-
spielen untersucht werden. Ein neues systematisches Prinzip fiir die Kovek-
torlosungen wére sie schlieflich erst dann, wenn die bekannten Losungen
sich auch aus ihr ergeben wiirden.

Fiir das BC3-System lésst sich ein Polyeder, konstruiert aus den Kovek-
toren als Kanten, finden, namlich beispielsweise der sogenannte Hexaeder-
stumpf (Abb. 5.2) [Le08b|. Allerdings erhélt man ihn nur, indem man je-
den Kovektor vierfach verwendet: in den Ebenen mit zwei langen und zwei
kurzen Wurzeln lassen sich durch ihre Verdopplung Achtecke konstruieren,
die wiederum verdoppelt zum Hexaederstumpf zusammengesetzt werden
koénnen.

Dies verdeutlicht schon ein erstes Problem mit der Polytopinterpretati-
on:

e Die Konstruktion eines Polytops aus den Kovektoren eines Lésungs-
systems der WDVV-Gleichungen als Kanten ist nicht immer ohne
Kopien der Kovektoren mdglich. Insbesondere ist sie nicht eindeutig.
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Im Fall des B(C3-Systems kann man die Kovektoren zum Beispiel ebenso
zu einem Rhombenkuboktaeder (Abb. 5.2) kombinieren. Dann liegen aber
die Achtecke nicht als &uflere Flichen vor, sondern im Polyederinneren.
Da diese aber gerade die fiir die WDVV-Gleichungen zu priifenden Ebe-
nen mit vier Kovektoren représentieren, muss die Polytophypothese weiter
prézisiert werden: Auch innere Flachen scheinen in der Argumentation be-
riicksichtigt werden zu miissen. Die moglichen Deformationen sind aber
dieselben wie fiir den Hexaederstumpf und in [Le08b| explizit ausgefiihrt;
sie entsprechen dem vierdimensionalen Modulraum von Bs(c, ) (4.2.4).

Lassen sich iiber Polytope unter Umsténden neue Losungen finden? Auf-
grund der Fiille der klassifizierten Polytoptypen scheint diese Hoffnung
zunéchst berechtigt.

Die fiinf platonischen Kdérper, bestehend aus lediglich einem Typ regulé-
rer Polygone, lassen sich zunéchst analog zum Tetraeder aus den Kovekto-
ren ihrer Spiegelgruppe konstruieren, der Oktaeder aus D3 = As, explizit
betrachtet in [GLP09], und Dodekaeder sowie Ikosaeder aus Hs3. Der Hexa-
eder ist mit seinen p = 3 linear unabhéngigen Kanten als Losungssystem
in ohnehin trivial. Sie ergeben sich also direkt aus den bekannten Wurzel-
systemen.

Interessanter scheinen die Archimedischen Korper, welche aus reguléren
Polygonen mit verschiedener Seitenzahl bestehen. Zu ihnen zdhlen Hexa-
ederstumpf und Rhombenkuboktaeder (5.3), ebenfalls aus BC3-Wurzeln
konstruiert findet sich noch der Kuboktaederstumpf. Ebenso gibt es mit
Kuboktaeder, Tetraederstumpf und Oktaederstumpf weitere drei Korper
aus den As-Wurzeln sowie eine ganze Reihe von Hjs-Polyedern. Der einzige
Archimedische Korper mit nicht direkt einsichtiger Struktur ist der abge-
schrigte Hexaeder, es liegt aber die Vermutung nahe, dass er ebenso einem
Coxeter-System zugeordnet werden kann.

Geht man weiter zu den dualen Polyedern der Archimedischen Korper,
den Catalanischen Kdrpern, so fallt schon beim Triakistetraeder als dualem
Korper zum Tetraderstumpf auf, dass sie deutlich mehr linear unabhéngi-
ge Kanten besitzen, welche die Orthogonalitdtsbedingung im Allgemeinen
nicht mehr erfiillen kénnen.

Eine Ausnahme davon stellt der Rhombendodekaeder (5.3) dar. In [Le08b]
wurde er im Zusammenhang mit dem B(C3-System als Kombination aus
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Abbildung 5.3.: Rhombendodekaeder

den drei Bs-Gewichten der Fundamentaldarstellung und den vier Gewich-
ten der Spinordarstellung konstruiert und ein zweidimensionaler Deforma-
tionsraum ermittelt. Allerdings sind in dieser Konstruktion die Vektorge-
wichte keine dufseren Kanten, sondern liegen als Diagonalen in den &ufseren
Flachen. Dies erfordert eine entsprechenden Korrektur der Polytophypo-
these.

Auf den ersten Blick scheint der Rhombendodekaeder aber tatséchlich
eine neue p = 7-Losung hervorzubringen. Auf den zweiten Blick stellt sich
jedoch heraus, dass diese Losung iiber lineare Transformationen identisch
mit dem Ds(¢, s)-System (4.2.9) zur Lie-Superalgebra D(2, 1; «) ist. Gleich-
wohl ist diese Verbindung tiberraschend und es ist unverstanden, ob es sich
um bloffen Zufall oder eine unbekannte Struktur handelt.

Uber die erwithnten Polyederklassen hinaus gibt es zwar eine Vielzahl
spezieller Polytope, aber eine weitere systematische Betrachtung oder viel-
versprechende Kandidaten fiir Losungssystemen bieten sich kaum an.

Waéhrend sich also aus der Polytophypothese keine naheliegenden neu-
en Losungen aufdrdngen, kann man die umgekehrte Frage stellen, ob alle
bekannten Losungen als Polytope interpretierbar sind. Neben der schon
besprochen Ambiguitét in den Konstruktionen stéftt man hier bei der Be-
trachtung der Restriktionssysteme bald auf prinzipielle Schwierigkeiten.
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Abbildung 5.4.: Konstruktionsversuch eines Polyeders fiir (Fg, A1 x A2)

Als Beispiel hierfiir soll das in [FeVe07]| gefundene Restriktionssystem

1
(Eﬁ, A1 X AQ) = {\/6(61 + 62), 261, 2\/363, 5(:|:2€1 + 362 + 63),
V3

V2 V6
7(:&261 — €2 + 63), 7(—362 + 63), 7(62 + 63)}

€ (AB4(t),A1)2 (512)

von Eg mit p = 10 Kovektoren betrachtet werden. Versucht man aus des-
sen vier Flachen aus jeweils vier Kovektoren und sieben Flachen aus drei
Kovektoren einen Polyeder zu konstruieren, stellt sich heraus, dass nicht
nur nicht alle 11 Flichen nach aufen gebracht werden konnen, sondern
dass sich auch nicht alle Kovektoren als &ufiere Kanten konstruieren lassen
(Abb. 5.4, Bezeichnung der Kovektoren iiber ihre Indizes in der Reihenfolge
von (5.1.2)). Insbesondere der neunte Kovektor kann nur zu einer inneren
Verstrebung werden. Als Polytop besteht es dann aber maximal aus den
neun anderen Kanten und entspricht nicht der Struktur von (Eg, A1 x A3).
Dass prinzipiell keine Polytope konstruierbar sind, sicht man direkt in der
Betrachtung der fiinf méglichen Simplices aus den Kovektoren {123789},
{1237810}, {1245710}, {1457910} und {2468910} als Grundbausteine mog-
licher Polytope, die sich in keiner Weise unter Einbeziehung aller 10 Ko-
vektoren zu einer konvexen Gestalt zusammenfiigen lassen.

Die Interpretation der Losungssysteme als Polytope liefert zwar fiir die
Deformationen von A,, iiber den Begriff orthozentrischer Simplices einen
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starken Argumentationsrahmen; dariiber hinaus ist aber nicht abzuschét-
zen, wie sinnvoll er ist. Einige bekannte Ergebnisse reproduziert er auf
vielfache Weise, andere lassen sich gar nicht als Polytop verstehen. Insge-
samt scheint er daher fiir die Suche einer Systematik hinter den WDVV-
Losungen wenig fruchtbar.

5.2. Kombinatorik von Losungen als Hypergraphen

Beim Versuch der Interpretation spezieller Losungen als Polytope war der
entscheidene Schritt die Konstruktion der inzidenten Flichen. Betrachtet
man solche Konstruktionen weniger als ein Korper als vielmehr als dessen
Skelett, bestehend lediglich aus den Kanten, so sind innere Verstrebungen
wie in (5.4) eigentlich kein Problem. Solche Skelette enthalten im Wesent-
lichen die benétigte kombinatorische Information zu den Inzidenzen der
Kovektoren in Flachen. Nicht die Polytope als Korper selbst, sondern ihre
kombinatorische Struktur, scheint der Schliissel zum Problem zu sein.

Die Skelette haben den Vorteil, dass in ihnen die Kovektoren konkret
enthalten sind und die Information iiber Ebenen und zu fordernde Ortho-
gonalitdten damit direkt ablesbar ist; sie haben aber auch einen grofen
Nachteil: Im Allgemeinen enthalten sie mehrfache Kopien der relevanten p
Kovektoren.

Die eigentlich relevante, kombinatorische Struktur eines Losungssystems
B besteht also vor allem in den linearen Abhéngigkeiten seiner Kovektoren
untereinander. Das kombinatorische Problem ist also das folgende:

e Eine generische Menge von Kovektoren B = {f1,...,8,} C V = R"
wird zunéchst durch die prinzipiell méglichen Koplanaritédten der Ko-
vektoren untereinander modulo Permutation beschrieben.

e Fiir gegebenes n ist zu priifen, ob die Orthogonalitétseigenschaft er-
fillbar ist; diese besteht nun in der Forderung, dass alle Kovektor-
paare, fiir die es keinen weiteren mit ihnen koplanaren Kovektor gibt,
simultan jeweils orthogonal zueinander konstruiert werden kénnen.

Da die Kovektoren als solche fiir dieses kombinatorische Problem irrele-
vant sind, ist zunédchst nur die Indexmenge X := {1,2,...,p} zu betrach-
ten. Damit lasst sich die Fragestellung weiter prézisieren: Gesucht sind
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Mengen von Teilmengen dieser p-elementigen Menge, also Mengensysteme
E C P(X). Die leere Menge () und die einelementigen Mengen sind hier
allerdings uninteressant und daher auszuschlieften.

Das mathematische Konzept, welches fiir diese Formalisierung zunéchst
den besten Rahmen bietet, ist das eines Hypergraphen [Be89|:

e Das Paar H = (X, &) aus einer Menge X und einem Mengensystem
E CP(X)\ {0} ist ein Hypergraph, wenn gilt | J€ = X.

Der Hypergraph ist eine Verallgemeinerung des Konzepts gewohnlicher
Graphen insofern, als dass jene den Spezialfall lediglich ein- oder zwei-
elementiger Teilmengen in £ bilden.

Einelementige Teilmengen in € sind also zundchst im Begriff des Hyper-
graphen enthalten. Diese haben aber fiir die Kombinatorik der Lésungssys-
teme keine Bedeutung und konnen iiber folgenden Begriff ausgeschlossen
werden:

e Ein Hypergraph H = (X, £) heifst einfach, wenn es fiir £ € € weiter
kein £/ C F in & gibt.

Da fiir unsere Zwecke Hypergraphen betrachtet werden, die fiir jedes a € X
mehrelementige F/ € £ enthalten, eliminiert die Forderung nach Einfach-
heit die einelementigen Teilmengen.

Hypergraphen werden typischerweise dargestellt durch Knoten fiir die
Elemente @ € X und Umkreisungen der Knoten als diese beinhaltende
Mengen FEj, € £, wenn sie mehr als zweielementig sind, sogenannte Hyper-
kanten. Fiir zweielementige verwendet man Kanten wie bei Graphen. Dies
ist fiir das Beispiel des As-Systems mit Hypergraphen

H(As) = ({123456}, {{124}{156}{235} {346} {13}{26} {45}})  (5.2.1)

in der Abbildung 5.5 mit obiger Nummerierung (Abb. 5.1) demonstriert.
Dabei stehen die a € {123456} = {1,2,3,4,5,6} wiederum fiir Kovektoren
aq € As(c) und die Ej fur die vier Ebenen b = 1,2,3,4 und die drei
orthogonalen Kovektorpaare b = 5,6,7. Ebenso ist der Hypergraph auch
durch seine Inzidenzmatrix J € M| x|y|¢|({0,1}) bestimmt mit Jy, = 1
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Abbildung 5.5.: Hypergraph zu As

genau dann, wenn a € Ej. Fiir das As-Beispiel ist dies

1100100
1010010
0011100

7=l 1001001 (5:2.2)
0110001
0101010

Nicht jeder Hypergraph hat schon die Struktur eines Losungssystems.
Eine wichtige Forderung fiir die Kombinatorik der Losungssysteme ist,
dass zwei Elemente aus X = {1, ..., p} jeweils nur in genau einer Teilmenge
Ey € &€ enthalten sind, weil zwei Kovektoren genau eine Ebene aufspannen.
Liegen beispielsweise die Elemente 1, 2, 3 in einer Ebene und sind des
Weiteren auch die Elemente 1, 3, 4 koplanar, so ist offensichtlich, dass alle
vier in derselben Ebene liegen und daher nur {1234} ein erlaubtes Element
des Mengensystems ist, nicht aber {123} oder {134}.

In der Sprache der Hypergraphen entspricht dies der Forderung nach
linearen Hypergraphen:

e Ein Hypergraph H = (X, &) ist linear, wenn gilt VE, Es € £, E1 #
FEy: |E1 ﬂE2| S {O, 1}

Damit ist also die Eindeutigkeit der Ebenen garantiert. Insbesondere wird
eine Ebene mit mehr als drei Kovektoren durch genau ein £ € £, bestehend
aus allen Kovektoren, aufgefiihrt.
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Im As-Beispiel konnte man weiterhin ein beliebiges FEj weglassen und
hétte immernoch einen Hypergraphen. Fiir die Kovektorsysteme ist es je-
doch wichtig, dass alle Koplanaritdten und Orthogonalititen angegeben
werden. Eine weitere Forderung an Hypergraphen von Losungssystemen
muss also auch die Vollstdndigkeit der Beschreibung von Koplanaritaten
sein:

e Ein Hypergraph soll wvollstindig heifsen, wenn Va,b € X dF € £ :
a,be k.

Mit diesen Eigenschaften ist also garantiert, dass man einen Hypergraphen
als Trager der Information aller Koplanaritaten einer Menge von Kovekto-
ren interpretieren kann.

Die Darstellung solcher einfacher, linearer, vollstdndiger Hypergraphen
H = (X,€) lasst sich nun noch einfacher gestalten. Man kann sie ndm-
lich in einem weiteren Schritt mit ihrem Unterhypergraphen H = (X, &)
identifizieren, der aus allen mehr als zweielementigen Teilmengen F € &£
besteht; aufgrund der Vollstandigkeit kann man alle Kovektorpaare ohne
gemeinsames F € &' dann bereits als solche Paare verstehen. Dies spiegelt
die triviale Tatsache wider, dass zwei Kovektoren immer schon koplanar
sind. Aufgrund dieser Identifikation

H=(X,8)=(X,)=H (5.2.3)

kann man in eindeutiger Weise alle Kanten in der Darstellung einfacher, li-
nearer, vollstdndiger Hypergraphen weglassen, und dafiir die Hyperkanten
durch Linien ersetzten. Im Beispiel Ag ergibt dies den deutlich {ibersicht-
licheren Graph (Abb. 5.6).

Schlieflich ist man an irreduziblen Systemen interessiert. Die Reduzi-
bilitat lasst sich direkt fiir Hypergraphen formulieren, wobei es die Sache
vereinfacht, geméf der Identifikation (5.2.3) die zweielementigen Teilmen-
gen auszuschliefsen:

e Ein einfacher, linearer, vollstindiger Hypergraph {:I = (X, ) soll
reduzibel genannt werden, wenn er von der Form H = (X,& U &)
mit & N Ey = 0 ist.

Die Orthogonalititsforderung kann man leider nicht derart direkt in die
Sprache der Mengensysteme und Hypergraphen iibersetzen. Dies ist zu-
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4 3 6 4 5

Abbildung 5.6.: a) Alternative Darstellung des As-Hypergraphen und b)
ein dquivalentes Diagramm ohne krumme Kanten

néchst nicht weiter verwunderlich, da die Realisierung der Orthogonali-
tatseigenschaft von der Dimension n des Vektorraums abhéngig ist. Ins-
besondere geht diese Frage genau genommen iiber das Kombinatorische
hinaus.

Im Sinne der Kovektorlosungssysteme ist man also an irreduziblen, li-
nearen und vollstdndigen Hypergraphen interessiert. Die in einem solchen
Hypergraphen enthaltene Kombinatorik ist eine notwendige Voraussetzung
fiir Losungssysteme.

Eine Klassifikation solcher Hypergraphen, parametrisiert durch p = | X|,
ist prinzipiell moglich, wenngleich die Anzahl der Moglichkeiten mit p
schnell wéchst. Da in der Theorie der Hypergraphen kaum Resultate sol-
cher Art bekannt sind, lohnt es sich jedoch einen etwas anderen Begriff
anstelle der Hypergraphen zu betrachten.

5.3. Matroide

In einem engen Zusammenhang mit dem Begriff des Hypergraphen steht
der des Matroids. Matroide wurden in den 1930er Jahren als Versuch, linea-
re Abhéngigkeiten in linearer Algebra abstrakt zu behandeln, eingefiihrt.
Dies scheint auf den ersten Blick genau auf die WDV V-Losungssysteme zu
passen, hat aber den Nachteil, dass durch Matroide nicht nur Koplanari-
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téten, sondern auch hoéhere lineare Abhéngigkeiten beschrieben werden. In
n = 3 Dimensionen entsprechen die geometrischen Darstellungen einfacher
Matroide aber genau den einfachen, linearen, vollstdndigen Hypergraphen
des vorherigen Abschnitts.

Im Folgenden sollen die wesentlichen Begriffe aus der Matroidtheorie
nach [0x07, Ho07] vorgestellt werden. Um die Ahnlichkeit mit den Hyper-
graphen zu betonen, wird eine dquivalente Notation benutzt.

Eine abstrakte Definition fiir Matroide ist zunéchst die folgende: Das
Paar M = (X,U) aus einer endlichen Menge X und einem nichtleeren
Mengensystem U € P(X) wird als Matroid bezeichnet, wenn

1. jede Teilmenge eines Elements in U wieder in U ist (Erblichkeitsbe-
dingung) und,

2. falls Uy, Uy € U und |Uy| = |Ua| + 1, es ein a € Uy \Us gibt, so dass
Us U{a} € U (Augmentationsbedingung).

Die Elemente in X lassen sich wie gehabt als Nummerierung von (Ko)Vektoren
auffassen, X wird auch Grundmenge genannt. Gerade umgekehrt zu den
Hypergraphen sind U aber die unabhdngigen Mengen, d.h. im Vektorbild
Mengen linear unabhéngiger Vektoren.

Im Allgemeinen ist allerdings nicht jedes Matroid als Menge von Vekto-
ren lber einem Korper k mit linearen Abhéngigkeiten darstellbar; ist dies
moglich spricht man vom k- Vektormatroid M[A] zur Matrix A. Matroide,
die iiber jedem beliebigen Korper darstellbar sind, heiften reguldr.

Fiir das Problem der WDVV-Losungssysteme B bilden also die iiber
R darstellbaren Vektormatroide den richtigen Begriff. Insbesondere de-
finieren die zugehorigen Matrizen B aus den Projektoriiberlegungen im
Abschnitt 3.5 R-Vektormatroide. Im folgenden wird daher immer von Ma-
troiden M (B) := M (B) die Rede sein.

Neben Vektormatroiden aus Matrizen kommt eine weitere Klasse funda-
mentaler Beispiele fiir Matroide aus der Graphentheorie: Identifiziert man
die Menge der Kanten eines Graphen G mit X und entfernt aus P(X) alle
Kreise in G, so erhélt man ein passendes U. Man bezeichnet das Matro-
id dann auch als Kreismatroid M[G] und nennt umgekehrt jedes Matroid
graphisch, das isomorph zu einem Kreismatroid ist.

Ausreichend fiir die Bestimmung eines Matroids ist aufgrund der Erb-
lichkeitsbedingung schon die Menge der maximalen unabhéngigen Mengen,
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welche daher auch Basen genannt werden. Maximal bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass die Menge durch Hinzufiigen eines weiteren Elements
abhéngig wird, wobei eine Menge als abhdngig bezeichnet wird, wenn sie
nicht unabhéngig ist. Deswegen kann man umgekehrt aber auch die Menge
der minimalen abhéngigen Mengen, als dquivalente Definition verwenden;
diese werden als Kreise bezeichnet, weil sie fiir graphische Matroide genau
den Kreisen im zugehorigen Graphen entsprechen:

Das Paar M = (X,K) aus einer endlichen Menge X und K C P(X) ist
ein Matroid, wenn folgendes erfiillt ist:

L OZK,
2. Kein Element in I ist echte Teilmenge eines anderen Elements in K,

3. Sind K; # K5 Elemente in K und a € K7 N K5, dann enthalt (K7 U
K3)\{a} ein weiteres Element in K.

Die Aquivalenz der beiden Definitionen ist zwar nicht offensichtlich, lisst
sich aber beweisen. Ebenso gibt es noch eine Reihe weiterer dquivalenter
Definitionen, naheliegender Weise zum Beispiel mittels der Basen [0x07,
Ho07].

Die Basen sind noch weiter interessant, denn weil alle Basen B dieselbe
Kardinalitdt besitzen, ldsst sich der Rang eines Matroids M analog zur
Dimension in der linearen Algebra als rp; := |B| definieren. Damit kann
man auch allgemein den Rang unabhingiger Teilmengen als Basis in Teil-
matroiden verstanden als ri; = |U| auffassen. Entsprechend ist der Rang
von minimal abhéngigen Teilmengen K dann rx = |K| — 1.

Die Definition iiber ein System von Kreisen enthilt die bisherige Be-
schreibung der Losungssysteme iiber ihre Flichen beziehungsweise ihre
Hypergraphen. Fiir das beliebte Beispiel A3 hat man als Kreissystem

K(As) = {{124}{1561{235}{346) {1236} {1345} {2456)}.  (5.3.1)

Abgesehen von den vierelementigen Teilmengen entspricht dies dem ein-
fachen, linearen Hypergraphen von Ag (5.2.1) unter Vernachlassigung der
zweielementigen Mengen. Diese Ubereinstimmung ist aber dem Spezialfall
geschuldet, dass alle linear abhdngigen Mengen hier schon minimal sind.
Hat man im WDV V-Lésungssystem Ebenen mit vier (oder mehr) Vektoren
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wie beispielsweise im Bs-System, ist nicht die entsprechende vierelemen-
tige Menge ein Kreis, da bei Entfernung eines beliebigen Elements immer
noch eine abhangige Menge iiberbleibt. Zur Rekonstruktion der relevanten
Informationen muss man daher die Kreise der gleichen Ebene zusammen-
fiigen.

Die zweite Spezialitiat der Matroide sind Kreise hoheren Rangs, im Bei-
spiel A,—3 also Rang-3-Kreise. Im Sinne der Matroiddefinitionen sind sie
wesentlich; betrachtet man beispielsweise in IC(As) die Kreise K = {124}
und Ky = {156}, dann muss definitionsgeméaf (K7 U K3)\{1} = {2456}
auch wieder in K(A3) liegen. Dies ist der grofere Nachteil des Matroid-
begriffs gegeniiber dem Hypergraphen, da man auf diese Weise fiir die
WDV V-Lésungen unnétige Struktur dabei hat.

Prinzipiell kann ein Matroid auch ein- oder zweielementige Kreise ent-
halten. Ersteres entspricht fiir Kreismatroide M (G) gerade einer Schleife
im Graphen G. Zweielementige Kreise dagegen gehoren bei Vektormatro-
iden M(A) zu parallelen Spalten in der Matrix A. Enthélt ein Matroid
weder ein- noch zweielementige Kreise, wird er als einfach bezeichnet. Im
Sinne der WDV V-Kovektorlosungen sind also nur einfache Vektormatroide
von Bedeutung.

Auch Matroide konnen in Diagrammen dargestellt werden, so dass Aj
gerade durch Abbildung 5.6 beschrieben wird, in [Ox07| werden sie als geo-
metrische Darstellungen bezeichnet!. Dabei werden tatsichlich auch alle
Kreise, deren Elemente die gleiche Ebene reprisentieren, als Knoten auf ei-
ner Kante dargestellt. Wahrend die Hypergraphen aber immer als Graphen
zweidimensional zu zeichnen sind, gehen in die geometrischen Darstellun-
gen allgemein auch die Kreise hoheren Rangs ein; die Knoten der Elemente
von Kreisen vom Rang 3 miissen so in einer Ebene des Diagramms liegen.
In drei Dimensionen sind also prinzipiell nur geometrische Darstellungen
von Matroiden mit maximal Rang 4 moglich. Man gewinnt also effektiv
eine Dimension durch die geometrische Darstellung, kann damit auch vier-
dimensionale Systeme noch in drei Dimensionen darstellen.

Dieser Unterschied soll am Beispiel A4 demonstriert werden: Wahrend
das Diagramm des einfachen, linearen Hypergraphen H (A4) planar bleibt,
ist die geometrische Darstellung des Matroids M (A4) notwendig ein drei-
dimensionales Gebilde (Abb 5.7) und enthélt sowohl 10 Rang-2-Kreise als

n [Ho07] dagegen werden sie Matroidkonfigurationen genannt.
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Abbildung 5.7.: Geometrische Darstellung des Matroids M (A4)

Kanten, als auch 5 Rang-3-Kreise, von denen 4 als Flachen dargestellt wer-
den konnen; der fiinfte besteht aus den vier krummen Kanten im Inneren,
hier kommen die Méglichkeiten der Darstellbarkeit in Diagrammen an ih-
re Grenzen. Die geometrischen Darstellungen der Matroide der bekannten
Kovektordeformationslosungen fiir n = 3, die also mit den Hypergraphen
identisch sind, sind im Anhang A.2 aufgelistet.

Im Sinne der WDVV-Kovektorlosungen ist natiirlich {iber Einfachheit
und R-Darstellbarkeit hinaus noch die Orthogonalitdtseigenschaft zu for-
dern. Die Formulierung dieser Eigenschaft macht im Gegensatz zu den
Hypergraphen fiir Vektormatroide keinerlei Schwierigkeiten:

e Ein Vektormatroid M (A) = (X, K) erfiillt die Orthogonalititseigen-
schaft, wenn fir alle a,b € X, die in keinem gemeinsamen Kreis
K € K liegen, die Spalten(ko)vektoren a, und a3 in A orthogonal
sind.

So einfach diese Forderung auch zu formulieren ist, so schwer ist es doch
allgemeine Implikationen fiir die Vektormatroide aus ihr zu finden.
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@
4 7 5 4 7 5

Abbildung 5.8.: a) M(Ds(t,s)) = F., das Non-Fano-Diagramm und b)
das Fano-Diagramm F;

5.4. Vererbung von Matroideigenschaften

Ein entscheidender Vorteil von Matroiden fiir die WDV V-Losungen liegt
in ihren fundamentalen Operationen, der Kontraktion und dem Ldschen
von Elementen, unter denen die typischen Matroideigenschaften vererbt
werden, so dass sich mit ihnen eine Vielzahl von Resultaten ableiten lassen.
Kontraktion und Loschung verallgemeinern die entsprechenden Begriffe aus
der Graphentheorie und sollen nun néaher erlautert werden.

e Die Loschung M\a eines Elements a € X aus dem Matroid M =
(X,U) ist das Matroid (X\{a},U") mit unabhéngigen Mengen U’ =
{U c X\{a}|U € U}.

Aquivalent bleiben auch alle minimal abhéingigen Mengen, die nicht a ent-
halten im Kreissystem der Loschung erhalten und in geometrischer Dar-
stellung ist dies gleichbedeutend mit der Entfernung eines Knoten und aller
seiner Kanten, auf denen dann nur noch zwei weitere Knoten lagen. Als
Beispiel kann man dazu

M(Ds(t, s)\{7} = M(As) (5.4.1)

betrachten: Loscht man im Matroiden von Ds(t, s) (Abb. 5.8) den Knoten
a = 7, erhalt man das Matroid von A3 (in der Form Abb. 5.6b). Die Modul-
raume dieser beiden Losungssysteme sind allerdings von unterschiedlicher
Dimensionalitét.
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Im Allgemeinen ist nicht garantiert, dass man durch Loschung wieder
einen Vektormatroiden mit Orthogonalitéatseigenschaft bekommt. Betrach-
tet man als eine weitere Loschung M (As)\{3} in Abbildung 5.6b, bleiben
nur die beiden Kanten {124} und {156} bestehen; dies entspricht als Lo-
sungssystem zwei Dreiecken mit gemeinsamem Kovektor 8;. In n = 3 ist
es aber nicht moglich, dass f2 und (3 dann gleichermafsen auf 85 und Bg
senkrecht stehen.

Die zweite wichtige Operation ist die Kontraktion:

e Die Kontraktion M/{a} eines Elements a € X aus dem einfachen
Matroid (X, i) ist das Matroid (X\{a},U”) mit unabhéngigen Men-
gen U" ={U C X\{a}|U U {a} € U}.

Diese Operation ldsst alle unabhéngigen Teilmengen U € U bestehen und
entfernt aus ihnen lediglich jeweils das Element a. Im komplementéren Bild
der abhéngigen Mengen werden dadurch viel mehr Teilmengen entfernt. Es
zeigt sich, dass in der geometrischen Darstellung die Kontraktion einem
Loschen des Knotens a und der Kanten, auf der er liegt, bei Identifikation
der weiteren Knoten auf diesen Kanten entspricht. Als Beispiel kann man
hierfiir eine Kontraktion von Az (Abb. 5.6) betrachten:

M(A3)/{3} = M(As). (5.4.2)

Durch Kontraktion des Knotens a = 3 werden nicht nur die zwei Kanten
geloscht, auf denen er liegt, sondern auch der Knoten 2 mit 6 sowie 4
mit 5 identifiziert. Ubrig bleibt lediglich eine einzige Kante {124}, die als
Losungssystem nur ein Dreieck, das As-System représentiert.

Fiir die Kovektorsysteme bedeutet eine Kontraktion also notwendiger-
weise eine Verkleinerung der Dimension n auf n — 1. Zur Illustration ist als
weiteres, nichttriviales Beispiel

M(A4)/{8) = M(A3) (5.4.3)

sehr hilfreich: Durch Kontraktion des Knoten a = 8 im Matroid von Ay
(Abb. 5.7) erhdlt man gerade das Matroid von A (Abb. 5.6); dabei hitte
man mit gleichem Ergebnis auch a = 7,9 oder 10 wihlen kénnen, da diese
bei der Kontraktion mit Knoten in M (Ajs) identifiziert werden.

An diesem Beispiel wird nun sehr anschaulich klar, dass es sich bei Kon-
traktionen gerade um die Projektionen respektive Restriktionen von Lo&-
sungssystemen aus Abschnitt 4.3 handelt. In diesem Kontext ist allgemein
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gezeigt worden |FeVe07|, dass die Projektionen von A,-Systemen wieder
ein A,,<n-System zum Resultat hat. Dieses Ergebnis wird nun in den Bei-
spielen (5.4.2, 5.4.3) fiir deren Kombinatorik in Matroiden reproduziert
und es ist eine naheliegende Vermutung, dass sich nicht nur alle Projektio-
nen bekannter Losungssysteme durch Matroidkontraktion verstehen lassen,
sondern dass man umgekehrt ganz allgemein Matroidkontraktion als an-
schauliche Technik fiir die Projektionen von Kovektorlésungen verwenden
kann. Insbesondere ist durch den Beweis fiir Projektionen von Lésungssys-
temen auch schon garantiert, dass sich bei der Matroidkontraktion auch
die Orthogonalitétseigenschaft vererbt.

In der Matroidtheorie werden solche Matroide, die durch Kontraktion
oder Loschen gebildet werden, Minoren genannt. Es gibt eine Reihe von
Theoremen tiber Eigenschaften von Matroiden, die sich auf Minoren ver-
erben. Dazu gehort im Besonderen auch die Darstellbarkeit iiber einem
Korper k. Damit ist die Interpretation der kombinatorischen Eigenschaf-
ten von WDVV-Losungssystemen als R-darstellbare Matroide eine sehr
natiirliche.

Es liegt aber die Vermutung nahe, dass die Niitzlichkeit von Matroiden
noch dariiber hinausgeht. Da sich zumindest bei Kontraktionen die Ortho-
gonalitdtseigenschaft vererbt und eine solche Vererbung bei bestimmten
Beispielen von Loéschungen ebenso funktioniert, gibt es berechtigte Hoff-
nung, dass die Interpretation als Matroid sogar mehr als nur die kombi-
natorischen Eigenschaften wiedergibt und unter bestimmten zusétzlichen
Bedingungen eine Vererbung der Orthogonalitédtseigenschaft auf Minoren
auch moglich ist.

Da bislang keine Beispiele fiir R-Vektormatroide mit Orthogonalitéts-
eigenschaft bekannt sind, die nicht auch schon die Projektorgleichungen
(3.5.12) erfiillen und damit WDVV-Losungen sind, besteht die Hypothese,

e dass es zu einem jedem R-Vektormatroid mit Orthogonalititseigen-
schaft auch eine WDVV-Lésung gibt.

Lediglich der genaue Modulraum wéare dann noch iiber die Projektorglei-
chungen zu bestimmen.
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5.5. Klassifikation von Matroiden

Die Interpretation von Losungssystemen als einfache R-Vektormatroide
mit Orthogonalitidtseigenschaft wiirde sich besonders dann als fruchtbar
erweisen, wenn man mit ihr zu einer Klassifikation der Losungssysteme
kédme. Leider besteht ein Grofsteil der Matroidtheorie aus Ergebnissen zu
Vektormatroiden iiber endlichen Korpern k. Eine solche Klassifikation ist
daher noch kaum vorhanden und erfordert einen groferen Aufwand.

Ein naheliegender Ansatz zur Klassifikation von Vektormatroiden be-
steht in der Konstruktion ihrer geometrischen Darstellungen. Schon im
einfachsten Beispiel A3 ist das konkrete Kreissystem (5.3.1) deutlich un-
tibersichtlicher als seine geometrische Darstellung (Abb. 5.6), vor allem
sind Permutationen von X nicht leicht von echt verschiedenen Matroiden
zu unterscheiden. In der geometrischen Darstellung bleibt die Gestalt bei
Umnummerierung dagegen oft die gleiche. Die geometrische Darstellung
wird fiir n > 3 zwar mehr als zweidimensional und ist damit nur schwer
zu zeichnen, da die abhéngigen Mengen hoheren Rangs fiir die WDVV-
Losungen aber irrelevant sind, kann man immer die Projektionen der geo-
metrischen Darstellungen auf die Ebene (ohne Knoten oder Kanten aufein-
ander zu projizieren) zur Klassifikation betrachten. Dies entspricht dann
aber gerade der Klassifikation der einfachen, linearen, vollstandigen Hyper-
graphen und ist zunéchst unabhéngig von der (Ko)Vektorraumdimension
n.

Ein sinnvoller Ansatz ist also, zunédchst alle einfachen, linearen, vollstan-
digen Hypergraphen fiir ein gegebenes p = |X| aufzulisten und sie dann
als Matroide verstanden auf ihre R-Darstellbarkeit und die Erfiillbarkeit
der Orthogonalitéitseigenschaft zu iiberpriifen.

Bei der Konstruktion der Hypergraphen ist die Identifikation modulo
Permutation identischer Graphen zwar meist unproblematisch, sie ist aber
trotzdem nicht eindeutig. Ein Beispiel sind die beiden adquivalenten As-
Hypergraphen (Abb. 5.6).

Um eine eindeutige und effiziente Klassifizierung vorzunehmen, ist es
daher zunschst notig, geeignete unter diesen Aquivalenzrelationen invari-

ante Parameter zu verwenden. Hierzu kommen fiir einen Hypergraphen in
Frage die Anzahl der

e Knoten (Kovektoren) p,
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Kanten ¢ (fiir Ebenen, mit drei oder mehr Kovektoren),

orthogonale Paare £k,

Knoten mit [ anliegenden Kanten py,

e Kanten mit m > 3 enthaltenen Knoten ¢,
e der Kanten r, an einem Knoten a,

e der Knoten s, > 3 auf einer Kante b.

Diese Grofen sind nicht unabhéngig voneinander und man muss daher
schauen, welche Parameter fiir eine Klassifikation geeignet sind. Relationen

sind
p o8] q [e’e)
YIRS SUED WAED SUED YIRS
a=1 =3 b=1 m=3

Eine mogliche Klassifizierung von Hypergraphen fiir ein p wire also bei-
spielsweise im Parameter ). Dies hat den praktischen Vorteil, dass man
fiir ein gegebenes >  komplementédr sowohl Partitionen in r, und in s
betrachten kann, wodurch das Ausschlieffen von Graphen, deren Nicht-
Existenz in der einen Partition schwer zu zeigen ist, durch offensichtliche
Widerspriiche in der anderen Partition erleichtert wird. Insbesondere bie-
tet es sich an, zunichst in den r, zu zerlegen und bei unklaren Graphen
dann zu iiberpriifen, ob eine sp-Partition mit s, > 3 iiberhaupt mdoglich
ist.

Auf diese Weise haben wir die einfachen Matroide fiir p < 8 explizit auf-
gelistet und tiberpriift, welche von ihnen R-darstellbar sind (Appendix C).
Dabei reicht es n = 3 zu betrachten, da das einfachste bekannte irreduzible
System fiir n = 4 durch A4 mit p = 10 gegeben ist. Unter der zusétzlichen
Forderung der Orthogonalitétseigenschaft reproduziert dies gerade die be-
kannten Losungssysteme As(c) (4.2.1, Abb. 5.6) und Ds(¢,s) (4.2.9, Abb.
5.8) sowie Bs(7,c) (4.2.4) mit einem der drei letzten Kovektoren auf Lange
Null skaliert, beispielsweise der dritte in Bs(y = —c3,¢) (Abb. 5.9). Da der
Verzicht auf einen Kovektor nach der Diskussion des letzten Abschnitts 5.5
der Loschung des entsprechenden Knoten im Matroiden entspricht, kann
man dies verstehen als

M(B3)\{9} = M(Bs(y = —es,c)). (5.5.2)
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B

4 5

Abbildung 5.9.: Das Matroid M (B3)\{9} zu B3(y = —c3,¢)

Das Ds(t, s)-System ist ein gutes Beispiel dafiir, dass man in den Er-
gebnissen der Matroidtheorie auch fir die WDV V-Losungssysteme rele-
vante Resultate finden kann, obwohl sie sich bislang zum gréftten Teil mit
Vektormatroiden tiber endlichen Kérpern beschéftigt. Denn das Ds(t, s)-
Matroid ist als Non-Fano-Matroid F, , dem Gegenstiick zum Matroid Fy
(Abb. 5.8b) der prominenten Fano-Ebene, der diskreten projektiven Ebene
PG(2,2), bekannt und ein Theorem besagt, dass F7 nur tiber GF(2) und
F- iiber allen Korpern aufier GF(2) darstellbar ist [Ox07|. Die Orthogo-
nalitdtseigenschaft ist fir Fo- = M(D3(t,s)) als Matroid einer WDVV-
Losung dann natiirlich noch zu zeigen, was durch die Angabe und Uber-
priifung einer konkreten Darstellung wie (4.2.9) erfiillt ist.



KAPITEL 6

ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In dieser Arbeit wurden die WDV V-Gleichungen als spezifische Einschréan-
kung der Modelle ' = 4 superkonformer Vielteilchenmechanik untersucht.
Dazu wurde zunéchst herausgearbeitet, welcher Zusammenhang zu den
verallgemeinerten WDV V-Gleichungen aus der Seiberg-Witten-Theorie be-
steht. Aus der Forderung eines flachen Konfigurationsraums der Vielteil-
chenmechanik ergab sich dann auf natiirliche Weise ein Losungsansatz tiber
Kovektorsysteme, so dass sich die WDVV-Gleichungen von nichtlinearen
Differentialgleichungen zu nichtlinearen algebraischen Gleichungen verein-
fachen. Mit den Projektorgleichungen wurden Gleichungen besonders ein-
facher Form aufgestellt und ihre Aquivalenz zu den WDVV-Gleichungen
mithilfe der Veselovsche V-Bedingung gezeigt. Weiterhin konnten so iiber
die Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen hinaus auch die als V-Systeme
bekannten verallgemeinerten Wurzelsysteme und Projektionen von Kovek-
torsystemen konkret als Losungen fiir das Priapotential F' der NV = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik verstanden werden.

Dariiber hinaus wurden Ansétze entwickelt, die Losungssysteme alterna-
tiv geometrisch zu interpretieren und den Modulraum der WDV V-Lésungen
so besser zu verstehen. Als Ausgangspunkt diente hierfiir die kritische Aus-
einandersetzung mit der Hypothese, die Kovektorsysteme als Kanten von
Polytopen aufzufassen. Mit dem Gegenbeispiel des Systems (Eg, A X Ag)
wurde gezeigt, dass der Polytopbegriff allgemein zur Charakterisierung der
Losungssysteme unzureichend ist. Stattdessen wurden mit Hypergraphen
und Matroiden neue Konzepte prasentiert. Es wurde ausgefiihrt, inwieweit
einfache, lineare, vollstiandige Hypergraphen und einfache Matroide dqui-
valente Begriffe sind und wie sie diagrammatisch durch geometrische Dar-
stellungen reprasentiert werden konnen. Die Matroidoperationen des Lo-
schens und Kontrahierens konnten geometrisch als Entfernen einer Kante
und Projizieren entlang einer Kante interpretiert werden. Schliefslich konn-

67
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te die fiir die Losungssysteme entscheidende Orthogonalitdtseigenschaft
flir Vektormatroide prézise formuliert werden. Damit wurde die Grund-
lage fiir eine Beschreibung des WDV V-Modulraums durch Klassifikation
der Losungssysteme mittels ihrer Vektormatroide geschaffen und mit die-
ser Klassifikation fiir die Systeme mit p < 8 begonnen.

Die Klassifikationen fiir p < 8 ist natiirlich nur ein erster Schritt. Die-
se wurde durch explizite Uberpriifung aller einfachen Matroide auf Dar-
stellbarkeit und Orthogonalitdtseigenschaft erreicht. Fir p > 8 wird eine
Klassifikation der einfachen Matroide mittels der geometrischen Darstel-
lungen von Hand allerdings schon sehr aufwendig, da ihre Zahl sehr schnell
wachst: fiir n = 3 ist sie durch die Folge fiir p =0,1,2,...,13

0,0,0,1,2,4,9,23,68, 383, 5249, 232928, 28872972 (6.0.1)

gegeben (|A058731| in der Sloane-Datenbank) und fiir beliebige n und
p=20,1,2,...,10 durch

1,1,1,2,4,9,26, 101,950, 376467

gemif (JA002773|). Es ist allgemein gezeigt worden, dass das Wachsen der
Anzahl der einfachen Matroide von der Gréfenordnung 22 ist [Kn74]. Im
Sinne der Losungssystem wiren hier noch die Matroide gleicher abhén-
giger Mengen vom Rang 2 zu identifizieren und die reduziblen Matroide
auszusortieren. Aufserdem sind alle bis p — 1 aufgelisteten Matroide auch
in der Liste fiir p wieder enthalten. Ohne diese Verdopplung ist die Folge
der Anzahl der einfachen Matroide

0,0,0,1,1,2,5,14, 45, 315, 4866, ... (6.0.2)

Dennoch steigt die Anzahl der Moglichkeiten derart schnell, dass man
zur weiteren Klassifikation nicht ohne Rechnerhilfe und Ideen fiir geschickte
Algorithmen weiterkommt. Insbesondere wére es von grofem Vorteil, in
solche Algorithmen auch sofort die Abfrage notwendiger Eigenschaften fiir
R-Darstellbarkeit und Orthogonalitéit zu integrieren.

Auf der anderen Seite bringt die Vererblichkeit der Orthogonalitéitsei-
genschaft eine weitere Strategie: Findet man, wie auch immer, einzelne


http://www.research.att.com/~njas/sequences/A058731
http://www.research.att.com/~njas/sequences/A002773
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hoherdimensionale R-Vektormatroide mit Orthogonalitétseigenschaft, las-
sen sich unter Umsténden in ihren Minoren eine Vielzahl weiterer Losungen

finden.

Ein dritter Ansatzpunkt fiir neue Resultate mithilfe von Matroiden ist
natiirlich ein genaueres Studium der Matroidtheorie. So gibt es beispiels-
weise ein weiteres Theorem, welches besagt, dass sowohl iiber GF'(2) als
auch iiber GF(3) darstellbare Matroide schon iiber jedem beliebigen Kor-
per k darstellbar sind. Dies zeigt, dass es durchaus auch aus den Resultaten
fiir Vektormatroide iiber endlichen Kérpern Implikationen fir die WDV'V-
Losungssysteme geben kann. Es ist nicht klar, inwieweit es noch weitere
Resultate der Matroidtheorie mit Relevanz fiir das Problem der WDVV-
Gleichungen gibt. Daher ist ein vertieftes Studium der Matroidtheorie mit
Blick auf die WDV V-Losungen sicher Gewinn bringend.

Mithilfe der Vektormatroide lisst sich die kombinatorische Struktur der
Koplanaritaten der Kovektorsysteme analysieren und die Orthogonalitits-
eigenschaft formulieren und tiberpriifen. Die Gesamtheit der bekannten
und hier als Matroide analysierten Losungssysteme und die Uberlegungen
zu Inzidenzen von Kovektoren in Polygonen im Rahmen der Polytopin-
terpretation legen die Vermutung nahe, dass damit nicht nur notwendige,
sondern auch schon hinreichende Eigenschaften fiir WDVV-Losungen ge-
funden sind. Eine Herausforderung besteht aber noch in einem striktem
Beweis, dass R-Vektormatroide mit Orthogonalitédtseigenschaft automa-
tisch auch die Projektorgleichungen erfiillen.

Dariiber hinaus bleibt noch die Frage nach Deformationsméglichkeiten
eines gegebenen Losungssystems; hier gilt es, weitere Techniken zu ent-
wickeln, mit denen die Deformationen aus den Projektorgleichungen er-
mittelt werden kénnen. Ein mdglicher Ansatz besteht in einer storungs-
theoretischen Betrachtung der Projektorgleichungen durch Variation eines
Kovektorsystems mit geeigneten Parametern.

Der Schwerpunkt wurde in dieser Arbeit auf die Bestimmung des Mo-
dulraums der WDVV-Gleichungen gelegt. Im Rahmen der NV = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik ist eine weitere interessante Fragestel-
lung, inwiefern die Erkenntnisse dieser Arbeit zu den WDV V-Losungen
und damit fiir das Prapotential F' Implikationen fiir die Bestimmung des
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zweiten Prépotentials U bei nichtverschwindender zentraler Ladung C' mit
sich bringt. Bislang wurde dieses namlich nur fiir undeformierte Coxeter-
Wurzelsysteme betrachtet.

Schlieklich ist ein weiterer Aspekt, den besser zu verstehen sich sicher
lohnen wiirde, der Zusammenhang zwischen Integrabilitdt und supersym-
metrischer Erweiterung von mechanischen Vielteilchenmodellen. Wahrend
die WDV V-Strukturen sich fiir uns als Einschrinkungen aus der Forderung
nach N/ = 4 superkonformer Symmetrie ergaben und die Integrabilitit
dieser Modelle nicht primér hinterfragt wurden, sind die V-Systeme zwar
fiir die WDV V-Strukturen der Seiberg-Witten-Theorie formuliert, aber aus
der CMS-Theorie motiviert. Daher dréangt sich die Vermutung auf, dass die
WDV V-Gleichungen in gewisser Weise auch eine Verbindung zwischen der
Integrabilitdt und der supersymmetrischen Erweiterbarkeit von Calogero-
Modellen herstellen.



ANHANG A

LOSUNGSSYSTEME UND MATROIDE

A.1l. Projektorgleichung und Matroide mit
Mathematica

Mit der folgenden Mathematica-Datei wurden alle bekannten Deformati-
onslosungen aus Kapitel 4 iiberpriift. Die Ausgabe ist hier fiir den Spezi-
alfall Ds(t, s) aufgefiihrt. Sie besteht aus der Dimension der p x n-Matrix
B gemiéfs Abschnitt (3.5), der Matrix selbst (zur Kontrolle); des Weiteren
aus der Anzahl der Ebenen ¢, der p x g-Inzidenzmatrix fiir die p Kovek-
toren in den ¢ Ebenen, die resultierende Anzahl notwendig orthogonaler
Kovektorpaare, sowie schlieflich einer Matrix, welche die Matroidstruktur
zeilenweise in den ersten Spalten enthélt sowie in der vorletzten Spalte die
Anzahl s der Kovektoren in dieser Ebene und schliefslich in der letzten
Spalte Arp als Resultat der gepriiften Projektorgleichung (3.5.12).

(* Einlesen des Loesungssystems (aus seperater Mathematica-Datei*)
A:=D3
d=Dimensions[A]
p=d|[1]];
n=d[[2]);
MatrixForm|[A]

{7,3}
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Vov=1+s+t¢ 0 0
0 V2 et 0
0 0 VB
1 1 1
1 -1 1
1 1 -1
1 -1 -1

(* Loesen der ProjektorGleichungen *)
G=Transpose[A].A;
Gi=FullSimplify[Inverse|G]|;
Module[{qq=0},
Do|
Do[
If[K{[i,k]]# 0,aq=k],
{1, 7)]:
A’=Simplify[Table[A[[K[[i,j]]]], {i;aqa}]];
P’= A’.Gi.Transpose[A’];
(* Lambda x zur Projektorgleichung P’P’ = lambda P’ *)
K|[[i,9]]=Solve[P’.P’== x P, {x}],
{i,1,q}];
(* K enthaelt die 2flats, die Anzahl ihrer Elemente und den Eigenwert x *)
MatrixForm[K]
]

_ oo, OO
O R = O OO =
OO = = Ok O
_ =00 OO OO
O = O = = OO
_ o = O = OO
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(*Ermittelung der 2flat Anzahl q und der 2flats explizit*)
ql1=0;
q=0;
Module[{m=0,h,s,qi=0},
Do|
Do|
Do|
Hf{MatrixRank{{A[[]} A[G], Al ==2,m++1,
{k,+1,p}],
{J,1+1)p}],
{i,1p}};
ql=m;
J=Table[0,{p},{q1}];
m=1;
Do|
Do|
Dols=False;
g[l\fiatrbiRAﬁDk[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]——2,
0
[, }==J[li.x]] == 1,
J[lkt]]=135=True],
{r,L,m}];
If[s==False,
J[i,m]]=J[[j,m]] =J[[k,m]]=1;m++]

{k,j+1,p}],

{j ,i+1,p}],

{i,1,p};

q=m-1;

(*Anzahl der Ebenen g*)
Print|q];
K=Table[0,{q},{9}];
Do|h=1;

Do|

IfJ[li,i]l==1, K[[i,h]]=j; h++],
{i,1,p};
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K[[i,8]|=h-1;

qi=qi+(h-1)*(h-2),

{i,1,a});

(*Inzidenzmatrix J*)

Print[MatrixForm|[J]];

(* Anzahl der orthogonalen Paare = alle Paare - Paare in Ebenen *)
Print|(p*(p-1)-qi) /2];

1470000 3 (32— —7355
1560000 3 jdz——520
2 450000 3 J42— 125
2670000 3 ¢qz——7=%
3460000 3 q90——1=%
3570000 3 J3z— -5

A.2. Die Matroide der Losungssysteme

Im Folgenden werdem die geometrischen Darstellungen der Matroide zu
den bekannten WDV V-Kovektorlosungen aus Kapitel 4 aufgelistet.

1 1
J | | » ﬁ
4 5 4 7 5

Abbildung A.1.: a) M(As(c)) und b) M (Ds(t,s))

Die Nummerierung von M (Bs(7,c)) ist derart gewédhlt, dass die Lo-
schung (5.5.2) offensichtlich wird und entspricht einer Permutation der
Reihenfolge der Kovektoren in (4.2.4). Allgemein wird sonst auf die Wahl
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Abbildung A.2.: M(B3(7,c)) a) symmetrisch und b) in dquivalenter Form,
aus der sich offensichtlich die Loschung (5.5.2) , (Abb. 5.9)
ergibt

einer bestimmten Permutation und damit auf eine Nummerierung verzich-
tet.

Abbildung A.3.: a) M((AB4(t), A1)1) und b) M((ABy(t), A1)2)

Das F3(t)-Systems hat bis auf die Skalierung der Kovektoren im Wesent-
lichen die Struktur des Vektormatroids der projektiven Ebene PG(2,3),
nur dass diese iiber GF(3) dargestellt ist, wihrend F3(t) als WDVV-
Losung tiber R zu verstehen ist. Daher entspricht M (F3(t)) der projektiven
Ebene bis auf wenige lineare Abhéngigkeiten (Abb. A.4).
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Abbildung A.4.: a) M (F5(t)) und b) die projektive Ebene PG(2,3) (Dia-

gramm von mathpuzzle.com)

Abbildung A.5.: M(Gs3)

A.3. Klassifikation der einfachen
R-Vektormatroide fiir p <8

Fiir festes p sei auf kanonische Weise X = {1,2,...,p}. Dann ist das Ma-
troid M = (X,K) durch K eindeutig bestimmt. Im Folgenden sei immer
n = 3. Wie in Abschnitt 6 besprochen, sind alle Matroide fiir p’ < p auch
Matroide der Klassifikation fiir p, die Wiederholungen werden hier aber
nicht extra aufgelistet; die Anzahl entspricht daher (6.0.2).

p=3:

1. K3 := {{123}} = M(A;), e«—e—e ist das einzige einfache Matro-
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id. Als Rang-2-Kreis entspricht es einer Flidche mit drei Kovektoren
und ist daher trivialerweise darstellbar und erfiillt die Orthogona-
litdtseigenschaft. Im folgenden werden die Matroide zu diesen tri-
vialen Kovektorlosungen nach ihrer Kovektoranzahl p immer als /C,
bezeichnet.

p=4
1. Kq = {{123}{124}{134}{234}} ist trivialerweise darstellbar und or-
thogonal. e—e—e—e
p=>5:

1. K5 = {alle () = 20 Kombinationen {ijk}} e—e—o-o-o

2. {{123}{145}{2345}} = M(A3)\{3}, .3:. ist das im Abschnitt 5.4

diskutierte Beispiel, darstellbar aber nicht orthogonal.
p=6:

1. K 000000

2. Qz:.—o—o darstellbar, aber nicht orthogonal

3. & ist nicht einmal darstellbar, weil die entsprechenden 6 Kovek-
toren genau den Tetraeder bilden, also auch schon eine vierte Fla-
che linear abhéngiger Kovektoren existiert, die dieser Matroid jedoch
nicht enthalt.

4. ﬁ ist der bekannte und bereits viel diskutierte Asz-Fall.

p = T7: Hier wird eine systematischere Auflistung im Sinne der Diskussion
in Abschnitt 5.5 sinnvoll. Da fiir p < 9 jeder Knoten an maximal 3 Kanten
liegen kann, bietet sich zur Beschreibung der geometrischen Darstellungen
das Tripel (p1,p2,p3) an, wobei die Gesamtzahl p = p; + pa + ps fest
ist, so dass die Matroide in einer Tabelle mit pi- und p3-Achse aufgelistet
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werden konnen. Die Summe > (5.5.1) steigt dann entlang der Diagonale
von links oben nach rechts unten um jeweils eins an. Entsprechend sind
auf der dazu senkrechten Diagonalen dieselben Tripel (gs,q4,q5) fiir die
Flachen moglich.

Man erhilt insgesamt in Ubereinstimmung mit (6.0.1) 14 einfache Ma-
troide. Davon ist nur der Ds(t,s)-Matroid (p1,p2,p3) = (0,3,4) darstell-
bar und orthogonal. Allerdings ist die Argumentation gegen den Fano-
Matroiden (0,0, 7) nicht trivial, der Satz {iber seine Nicht-Darstellbarkeit
iiber R daher sehr hilfreich.

p = 8: Auch hier reproduziert man die 45 Matroide, von denen sich aber

nur der (0, 2,6)-Matroid & als darstellbar mit Orthogonalitétseigen-
schaft herausstellt.

Die Uberpriifung, der hier aufgelisteten Matroide legt die Vermutung
nahe, dass abgesehen von den trivialen Cp-Fallen Matroide mit p; > 0
die Orthogonalitatseigenschaft nicht erfiillen. Fiir die Matroide mit p; = 0
und p3 < 6 ergeben sich aus der Annahme der Orthogonalitdtseigenschaft
ebenfalls offensichtliche Widerspriiche. Die Matroide (0, 1,7) und (0,0, 8)
konnen direkt ausgeschlossen werden, weil sie den Fano-Matroid als Mino-
ren enthalten und daher nicht darstellbar sind.



A.3. KLASSIFIKATION DER EINFACHEN R-VEKTORMATROIDE FUR P < 8

79

o

| ps\p1 |

/

i

/

/

3

/

/

=

3

0

Tabelle A.1.: p = 7 einfache Matroide
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