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5. Fourier-Reihen: Auf der Menge der differenzierbaren Funktionen f: [-L,L] C R — C
definieren wir ein Skalarprodukt durch

(flg) = / [(@lgla)da.

Fiir n € Z und = € [~L, L] sei w,(x) = "/,

(a) Berechnen Sie (w,|w,)! (2)

(b) Die w, bilden eine Basis auf dem Raum der Funktionen f mit den obigen Eigenschaften.
Eine solche Funktion f hat die Basisentwicklung

f@)= > fawa(z), foeC
Zeigen Sie die Gleichung
Y
fo=5 | wie)f@)da (1)

(c) Beweisen Sie die Relation
Iy =2L 3 1 (1)

6. Fourier-Integrale: In dieser Aufgabe soll heuristisch begriindet werden, warum &dhnliche For-
meln fiir Fourier-Integrale durch einen Grenziibergang aus denen fiir Fourier-Reihen gewon-
nen werden konnen. Dazu setzen wir

m T L, f(ky)
n nL ) L b an \/ﬁ

Zeigen Sie: Falls man in guter Ndherung

o0

/OO g(k)dkz/ glk)ydk =~ Y g(kn) Ak

o) L

n=—oo

setzen kann (fiir grofes L), so gehen die Gleichungen in Aufgabe 5. (b) und (c) iiber in die
Entwicklung

flo) == [~ Fwetar

5~
)



einer quadratintegrablen Funktion f: R — C mit Umkehrformel (Fourier-Integralsatz)

F(k) = % / " fa)e e d

unter Erhaltung der Norm,

| 1r@pds = [ 1iwpa. (6)

[e.9] o0

7. Anwendung: Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Falls der Zusammenhang zwischen f; und fl und zwischen f und fg durch den Fourier-
Integralsatz gegeben ist, ergibt die Polarisationsformel aus Aufgabe 2 fiir die Skalarpro-
dukte die Beziehung

/_ " o) fola) do = / Bk folk) b 2)

(b) Ist fo(x) = zfi(z), so gilt fo(k) = i-2 f1(k). (1)
(c) Es gilt

/_Oo )z f(r)de = /_Oo (k) i%f(k) dk . (1)
(d) Analog gilt
| raer@an= [~ fw( - 55) i 0



