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Ubungsblatt IX QUANTENMECHANIK [ Prof. Norbert Dragon
Préasenziibungen 29. und 30. Mai 2001

Zur Feinstruktur-Aufspaltung: Als (eine) relativistische Korrektur zum Hamiltonopera-
tor Hy des Wasserstoffatoms gibt es einen zusétzlichen Potentialbeitrag, die Spin-Bahn-

Kopplung X - ,
H=—(L-§-=(-2).
2m202( )rdr < 7“)

(1) Zeigen Sie, daB .J., (J)2, (L)? mit Hy und H’ vertauschen.

(2) Berechnen Sie den Beitrag von H' zu den ersten beiden Energieniveaus des Wasser-
stoffatoms in erster Ordnung Stérungstheorie. Geben Sie das Ergebnis in [eV] an.

Hinweis: Die 2p-Radialfunktion des Wasserstoffatoms lautet
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wobei ag = mh—; der Bohrsche Radius ist. Nutzen Sie, daf3 ’

= o ~ 3= und die Grundzu-
standsenergie des Wasserstoffatoms —% ~ 13.6eV ist.

Bemerkung: Leider ist die Sache nicht wirklich so einfach. Tatséchlich wird nédmlich in er-
ster Ordnung die Entartung fiir j = % durch die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
wieder hergestellt. Wird das Wasserstoffatom vollstindig relativistisch behandelt (Dirac-

Gleichung), findet man die Feinstruktur-Aufspaltung erst in zweiter Ordnung.

Erwartungswerte (r*) im Wasserstoffatom: Zeigen Sie, daf§ die Erwartungswerte (r¥) im
Eigenzustand |[nfm) des Wasserstoffatoms die Rekursionsbeziehung
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(r*y — (2k + 1)ag(r*=1) + % ((% +1)% — /{:2) ad(r*=?y =0,

die sogenannte Kramersche Rekursionsformel, erfiillen. Hierbei ist ag = mh—; der Bohrsche
Radius. Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Aus der Vorlesung kennen Sie die Radialgleichung fiir das Wasserstoffatom, die auch
in der folgenden Form angegeben werden kann:
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Hierbei sind p = = und ¢ = E£1 Multiplizieren Sie mit p**'8,u,e(p) — 1(k + 1)p"une(p)

aop
und integrieren Sie iiber p.

(2) Berechnen Sie mit Hilfe obiger Rekursionsformel die Erwartungswerte (r) und (r?).

Dazu benétigen Sie den Erwartungswert (r—!), den Sie aus dem Virialsatz und der Bezie-

1

hung £ = —<%> erhalten: (nfm|r=tinfm) = po S
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Periodisches Potential: Betrachten Sie das eindimensionales Problem eines Teilchens, das
sich in einem periodischen Potential

0 wenn n/<zx<nl+a,

V(I):{VO wenn nl —b<xz<nl, nez,

bewegt. Es sei (zunéchst) F < Vp, so daB die ,, Wellen“zahlen

_[2mE _2m(Vy - E)
R1 = 72 und Ro = T

lauten. Bestimmen Sie die erlaubten Energiebénder, indem Sie wie folgt vorgehen:

(1) Stellen Sie Ansétze fiir ¢(z) fir 0 < z < a und a < z < £ auf. Es ist sehr hilfreich, die
Anséitze in cosh k(2 —a), +sinh x(z —a) und trigonometrischen Funktionen so zu machen,
daB die AnschluBlbedingungen fiir x = a automatisch erfiillt sind.

(2) Wie in der Vorlesung gezeigt, muf} es eine Matrix M = ('f‘y ?) geben, so dafl

(a ﬂ)(¢(0)):(¢(€))

v 6 ¥'(0) V()

ist. Stellen Sie moglichst einfache Gleichungen fiir o, ..., auf, indem Sie die freien Kon-
stanten in Threm Ansatz fiir ¢)(x) so wihlen, daf (;}p/((oo))) einmal proportional zu (é) und
einmal zu (?) wird.

(3) Nutzen Sie die Bedingung |trM| = |a+ 0| < 2, um aus den gefundenen Gleichungen

die Bedingung

2 .2
L sin kyasinh kyb| < 1 (%)

| cos k1a cosh kb +
)

abzuleiten.

(4) Gehen Sie nun zu dem Grenzfall a > b, E < Vj mit kob < 1 iiber. Driicken Sie
die obige Bedingung (*) in diesem Grenzfall als 1 < |f(k1a,7)| aus, d.h. als Funktion
allein von ka und v = “2ab. Skizzieren Sie f(kia,v) fiir v = 5 und markieren Sie die
erlaubten Energiebénder als erlaubte Bereiche von kja. (Computer!)

(5) Betrachten Sie einen anderen Spezialfall, ndmlich ¢ = b. Setzen Sie kja = 1 und
Koa = /&% — n?. Driicken Sie (%) nun als Funktion von 1 und £ aus, d.h. 1 < |g(n,&)|.

Aus der Vorlesung wissen Sie, dafl genauer gilt:

cos K¢ = g(n,§), (%)

wobei K der (reduzierte) Ausbreitungsvektor genannt wird.

(6) Fiir den Fall E > Vp, d.h. n? > &2, konnen Sie ebenfalls eine Gleichung der Form ()
aufstellen, indem Sie einfach /&2 — n? durch i/n? — £2 ersetzen. Skizzieren Sie schlielich
die erlaubten Energiebénder in der (k¢, 2r1a)-Ebene, indem Sie die parametrisch definierte
Funktion

{z = arccosg(n, §)],y = 2n}
fiir £ = 2 und sowohl fiir F < 1} als auch fiir £ > Vj betrachten. (Computer!)
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