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Physikalische Elemente des Aquivalenzprinzips

Universalitdt des freien Falls (UFF): Testteilchen haben die Eigenschaft,
dass ihr freier Fall im Gravitationsfeld nur vom Anfangsereignis (Zeit und
Ort) und der Anfangsgeschwindigkeit abhingt, nicht jedoch von der Wahl
des Testteilchens.

Lokale Lorentz-Invarianz (LLI): Raumzeitlich hinreichend gut lokalisierte
Experimente, in denen von der Einwirkung der Gravitation angesehen wer-
den kann (freier Fall), zeichnen keine bevorzugte Raumrichtung und keinen
Bewegungszustand aus.

Lokale Positionsinvariant (LPI): Raumzeitlich hinreichend gut lokalisier-
te Experimente, in denen von der Einwirkung der Gravitation angesehen
werden kann (freier Fall), zeichnen keine bevorzugte Zeit und keinen be-
vorzugten Ort aus.

Universalitdt des Uhrengangs (UCR),

Universalitdt der gravitativen Rotverschiebung (UGR): Unterschiedliche
Uhren, die zwei raum-zeitliche Ereignisse auf gleichen Weltlinien verbinden,
zeigen die gleiche Dauer. Baugleiche Uhren, die zwei Ereignisse auf unter-
schiedlichen Weltlinien verbinden, zeigen einen Unterschied in den Dauern,
die nur vom Weltlinienpaar abhangt.
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Mathematische Umsetzung 1

Als Folge des Aquivalenzprinzip gilt: Alle physikalischen Aspekte der Gra-
vitation lassen sich durch die Geometrie der Raum-Zeit ausdriicken.

Nicht-trivialer Aspekt dabei ist, dass alle Materieckomponenten die gleiche
Geometrie sehen. Es gibt also nur eine Raumzeitgeometrie, unabhiangig von
Energie (Compton-Wellenlinge), Teilchenart (Boson oder Fermion, massiv,
masselos), etc.

Die Raumzeit (M, g) ist eine glatte (mindestens C3), 4-dimensionale, para-
kompakte und Hausdorff'sche Mannigfaltigkeit M mit Lorentzmetrik gqp
(g€ STZO(M)).

Testteilchen bewegen sich ohne Einwirkung duBerer Krafte auf Geodati-

schen beziiglich g. Die durch UFF definierte Pfadstruktur ist also die des
Levi-Civita Zusammenhangs von g.

Alle die Gravitation und Tragheit betreffenden physikalischen Aspekte wer-
den durch das Paar (M, g) bestimmt. Kréfte werden durch weitere Felder
auf M reprasentiert. Die Gravitation ist keine Kraft sondern Teil der Struk-
tur, die kriftefreie (inertiale) Bewegung erst definiert (Hermann Weyls
. Fiihrungsfeld").
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Mathematische Umsetzung 2 Global . Lofal

> Als wesentliche Konsequenz des Aquivalenzprinzips ergibt sich die Subsu- D Giulini

mierbarkeit der gravito-inertialen unter die geometrische Struktur. Blis. Emdllan

> Diese Geometrisierung ist universell, d.h. betrifft die allen Materiekompo- Mathematische
nenten gemeinsame Raum-Zeit. Die an die Dynamik der Materie koppelnde Cilsctzune
. . .. . . . . - Einsteingleichungen
geometrische Struktur ist fiir alle Materieformen die gleiche und nicht et- ~ Kriimmung
wa abhingig von Energie (, gravity's rainbow"), Ladungstyp (. fifth force") - geom. Bedeutung
. - - Raum-Zeit
oder sonstigen Materieeigenschaften. i
» Kennt man das dynamische Gesetzt einer bestimmten Materieform im Rah- = Tepalle

- Existenz L-Metrik

men der Speziellen Relativitatstheorie, also als Poincaré invariantes Gesetz, - i, @ity

dann kann man sowohl den Einfluss eines allgemeinen Gravitationsfeldes

Kausalitat
(gav) auf die Dynamik der Materie (— Kopplungsschema), als auch den - Verhaltnisse
Einfluss der Materie auf das Gravitationsfeld (— Einstein-Gleichungen) be- :_?:ﬁ:g;e
stimmen: - Abh.-Gebiete
Cauchy-Problem
Nab — Jab (1a) - Minkowski
— - Vorher-Sage
0a = Vaq:=0q+Ta, (1b) - Kruskal
_ _ - schwarzes Loch
Tap — —2 8Sm(n = 9,0=V) . (lc) - max. Fortsetzung

- kosm. Zensur
- Singularitaten

/— det{gi;} dgab
- Unterscheidbarkeit

Hier ist Ta(p) =T, (p) 3c ® dx? € End(TpM), mit  Unterscheidbarkeit

Moy =Tga = 394 (—0dgab + b gda + dagav) - (2)



Einstein-Gleichung: Ubliche Form

> Die Einstein-Gleichungen bilden ein nichtlineares aber quasilineares gekop-

peltes System von 10 partiellen Differentialgleichungen 2. Ordung fiir die 10
Funktionen gqp (t,X). Diese sollen an jedem Punkt die Koeffizienten einer
symmetrischen, nicht-ausgearteten Bilinearform der Signatur (—,+,+,+)
bilden (Lorentzmetrik). Das DGL-System zerfillt in 6 Entwicklungsglei-
chungen hyperbolischen und 4 Zwangsbedingungen elliptischen Charakters.

Rav — %gabR =kTap (3)

& —eM
Tav :=T(eaq,ep) = o o 4
ab (ea,ep) (—S/C 5 > ( )

&€ = Energiedichte, S= Energie-Stromdichte, M= Impulsdichte,
Y = Impuls-Stromdichte.

Physikalische Dimension der Linken Seite ist [Kriimmung]=1/[Linge]?,
der rechten Seite [Energiedichte]=c?[Massendichte]. Die Konstante k =
81G/c* transformiert also eine Enerdiedichte in eine Kriimmung, bzw.
c?k = 8mG/c? eine Massendichte in eine Kriimmung:

2 1 2 1 1 2 1
~ o A — c PN - 5
cx (1.5Au> ow <10km> N (®)

Hier ist AU = 1.5 x 10""m, py, = 103 kg/m3 (Wasser) und pn = 5 X
10'7 kg/m3 (maximale Dichte von Kernmaterie in Neutronensternen).
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.. Tutoti
Intermezzo: Kriimmung Global v, Lokl
> Der Riemann’sche Kriimmungstensor geniigt D. Giulini

Rabed = —Rbacd = —Rabde = Redab  Ra(bea) =0, (6)

#Riem = 1]—2112 (nz -1 (7)

Kovariant geschrieben kdnnen punktweise Rqp cq(p) als Komponenten ei-
ner symmetrischen Bilinearform Rieml|, auf T,M A T, M aufgefasst wer-
den, die wie iiblich durch lhre quadratische Form bestimmt ist. Letztere,
geeignet normiert, nennt man die Schnittkrimmung (sectional curvature):

Riem(X,Y,X,Y) 8)
lhre Interpretation ist wie folgt: Die geodéatische Flache tangential an
Span{X, Y} C T, M hat GauB'sche Kriimmung Sec(X,Y).

Ricci- und skalare Kriimmung sind gegeben durch Spurbildungen:
Rpa = R% 4q und R:= g?PRyyp. Diese bestimmen Riem bis auf Weyl:

Sec(X,Y) :=

1
Riem = Weyl +
n

3 (Ric — Z(n]q) Scal) Og 9)

mit k © £(e1, e2,e3,e4) = k13824 + k24013 — k1423 — k23{14.
Es ist

#Weyl = #Riem — In(n+1) = 5nm+1)[nn—-1) -6, (10)
n =4 = #Weyl = #Ric = I#Riem = 10. (11)
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Einstein-Gleichungen: Lokale geometrische Bedeutung

>

Ein(g) =T (12)
Punktweise Gleichheit zweier symmetrischer Bilinearformen & Gleichheit
der zugehdrigen quadratischen Formen & Gleichheit der zugehorigen qua-
dratischen Formen augewertet auf einer hinreichend groBen Menge von

Vektoren, z.B. den zeitartig-normierten. Ist also e( zeitartig und und {e1, ez, e3}

Komplettierung zu einer ON-Basis (beziigl, Lorentz-Metrik g), dann

Sec(er,ez) + Sec(ez,e3) + Sec(ez,er;) = k T(eo, ep) ‘ (13)

Die rechte Seite von (13) gibt die von einem tangential zu ey bewegten
Beobachter lokal gemessene Energiedichte an, die linke Seite die in seinem
lokalen Ruheraum gemessene Summe der rdumlichen Schnittkrimmungen.

Die Einstein-Gleichungen lassen sich also auf die Aussage reduzieren, dass
fur jeden Beobachter die Materie-Energiedichte eine mittlere raumliche
Kriimmung im Verhiltnis k erzeugt; vgl. (5).

Achtung: Jede Metrik g ist Losung der Einstein-Gleichung zu einem Energie-
Impuls-Tensor T. Erst die Einschriankung auf “physikalische” T beschrankt
auch die méglichen Metriken (Gravitationsfelder), aber nur im Ricci- und
nicht im Weyl-Anteil der Kriimmung. Letzterer reprdsentiert die eigenen
Freiheitsgrade des Gravitationsfeldes.
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Welche Lésungen wollen wir zulassen? e

Global v. Lokal

Definition der Raumzeit D) Giulini
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Mannigfaltigkeit mit folgenden Eigenschaften und Zusatzstrukturen: :';’::::g‘i:”k‘”'
> M erfiillt das Hausdorff'sche (T;) Trennungsaxiom: Je zwei ungleiche Punk- e
. .. - top. Obstruktionen
te besitzen disjunkte offene Umgebungen. Kouealitie
ausalita’
> M erfiillt das 2. Abzidhlbarkeitsaxiom: Die Topologie von M besitzt abz&hl- - Verhiltnisse
bare Basis. :'?:ﬁ:g;e
Soweit folgt: Da M als topologische Mannigfaltigkeit automatisch lokal- = (et
kompakt ist, ist sie auch metrisierbar. Cauchy-Problem
. . . - Minkowski
» M besitzt differenzierbare Struktur; 0.B.d.A. C*°. - Vorher-Sage
- Kruskal

> M besitzt eine Lorentzmetrik g € ST(OZ)M; mindestens stiickweise C3.
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Lokale Struktur: S

Definition 2

Sei M eine Menge und U C M eine Untermenge. Eine Karte (von U) auf M
ist ein Paar (U, ¢), wobei ¢ : U — R™ eine injektive Abbildung ist. U heiBt
Kartengebiet, ¢ Kartenabbildung und &(U) =: V C R™ Kartenbild.

Definition 3
Eine S-Mannigfaltigkeit ist eine Menge M mit einem Atlas bestehend aus
Karten {(Ux, b)) « € I}, so dass gilt:

» Die Mengen Uy iiberdecken M, d.h. M = U“GI Ug.

» Die Abbildungen ¢« erhalten das Strukturmerkmal S; das heiBt, ist Uyp =
Uy, NUg # 0, dann sind

Pap = dao gl ) Pp(Uap) = dallag),  (142)
Ppa = Pp o e g Uy ¢+ Pe(Uap) = 0p(Uap) (14b)
Abbildungen, die S erhalten bzw. die Eigenschaft S besitzen. Dabei ist

vorausgesetzt, dass die Eigenschaft von Abbildungen, das Strukturmerkmal
S zu erhalten, nach Komposition solcher Abbildungen bestehen bleibt.
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Lokale Struktur: Topologie

Steht S fiir die topologische Struktur, d.h. sind die Abbildungen (14) des
Kartenwechsels stetig, dann wird M zu einem topologischen Raum durch
die Forderung, dass alle Kartenabblidungen ¢« : Uy — R™ stetig sein
mégen. Die Menge aller Urbilder ¢—1(V) offener Mengen V C R™ bilden
dann eine Subbasis der Topologie von M. Sie ist die grobste Topologie
beziiglich der alle Kartenabbildung stetig sind.

Diese Topologie muss apriori weder Hausdorff'sch (T;) sein noch das
2. Abzihlbarbeitsaxiom (A;) erfiillen. In der Regel — aber nicht immer
— fordert man diese Eigenschaften zusatzlich. Insbesondere ist fiir T,-
Mannigfaltigkeiten A, dquivalent zur Parakompaktheit. (Ein topologischer
Raum ist parakompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung eine
lokal endliche Verfeinerung besitz.)

Parakompaktheit impliziert die Existenz einer Zerlegung der Eins, also
einer zur lokal endlichen Uberdeckung Uy gehdrigen Funktionenfamilie
fo : Ug = [0, 1] mit supp(fo) C U und 3 fulp) =1.

Parakompaktheit ist von sehr groBen Nutzen, da sie gestattet lokal defi-
nierte Strukturen global zu erweitern, sofern diese Strukturen konvex-linear
kombiniert werden diirfen (z.B. MaB, Riemann-Metrik, etc.).
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Lokale Struktur: Topologie und Metrik

Ist etwa g’ eine Riemann’sche Metrik auf R™, dann ist g .=} fad5g’
eine Riemannsche Metrik auf M, wenn (U, ¢«) eine lokal endlicher C'-
Atlas ist. Also besitzt jede C! Mannifgaltigkeit Riemann'sche Metriken und
Zusammenhinge.

Eine Riemann’sche Metrik auf M definiert eine Distanzfunktion (Infimun
aller Langen verbindender Kurven) und eine metrische Topologie. Diese ist
stets gleich der Mannigfaltigkeitstopologie (Hopf Rinow).

Fiir Lorentz-Metriken (Signatur (1,n— 1)) treffen die obigen Punkte nicht
zu: Weder besitzt jede C'-Mannigfaltigkeit eine Lorentz Metrik noch defi-
nierte eine Lorentzmetrik g eine Distanzfunktion oder eine Topologie. Mit
Topologie einer Lorentzmannigfaltigkeit ist stets die Mannigfaltigkeitsto-
pologie gemeint.

Ist g’ eine Riemann’sche Metrik (die immer existiert) und Sp :={v € T,M |
g’(v,v) = 1}. Ist g eine Lorentzmetrik dann definiert Infsp{g(v,v)} ein
Antipodalpaar &, = {vp,—Vvp} C TpM. Umgekehrt definiert jedes stetige
Feld p — & = {vp,—Vp} eine Lorentzmetrik g = g’ — 2" ® W, wo

V= gy, ).
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Existenz einer Lorentzmetrik

Satz 4

Eine Mannigfaltigkeit M besitzt eine Lorentzmetrik genau dann, wenn sie eine
eindimensionale Distribution p — Span{vp,} C T, M besitzt. Dies ist immer der
Fall, wenn M nicht kompakt ist. Ist M kompakt (mit oder ohne Rand), dann
ist dies genau dann der Fall wenn x(M) = 0 (Euler Charakteristik).

Definition 5

Sei g Lorentzmetrik; dann heiBt v € TM zeit-, licht- oder raumartig je
nachdem g(v,v) < 0, = 0 oder > 0. Existiert auf ganz M ein beziiglich g
zeitartiges Vektorfeld, dann heiBt das Paar (M, g) zeitorientierbar.

Satz 6

Nicht jede Lorentzmetrik auf M ist zeitorientierbar. Existiert aber iiberhaupt
eine Lorentzmetrik, dann immer auch eine zeitorientierbare. Ist (M, g) nicht
zeitorientierbar, dann existiert doppelte Uberlagerung p: M — M, so dass
(M, § := p*q) zeitorientierbar.
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Topologische Obstruktionen und Kausalita

Satz 7
Ist Ml geschlossen und g Lorentzmetrik, dann existiert eine zeitartige
geschlossene Kurve; d.h. v : ST — M mit g(v,v) < 0.

Satz 8
Ist M geschlossen und besitzt Lorentzmetrik, dann ist die Ordnung der

Fundamentalgruppe 11 (M) unendlich und damit die universelle Uberlagerung
M von M nicht kompakt.

Beweis.

x(M) =Bo—B1+B,—B3+B4 =2Bp+B,—2B; =0= B; > 0= |m (M)| = c0.

Geschlossene M. mit Lorentzmetrik entstehen also immer durch
711 (M)-Identifikationen nicht-kompakter Lorentz Mannigfaltigkeiten
(M, g =p*g) mit p: M — M universelle Uberlagerung.
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Topologiewechsel

Satz 9

Zu je zwei geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten £; und L existiert immer eine
zeitorientierte Lorentzmannigfaltigkeit (M, g), so dass OM = X; U L,
raumartig. Sind L; und Ly nicht homéomorph, dann besitzt (M, g)
geschlossene zeitartige Kurven. Ist M = £ x [0, 1] dann existiert natiirlich
immer eine kausale Lorentzmetrik; v = 0/0t.
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Keine Obstruktionen fiir die raumliche Topologie
Beispiel: Zwei schwarze Locher

y
I

Satz 10

Zu jeder topologischen 3-Mannigfaltigkeit . (geschlossen oder mit einer
endlichen Anzahl von Enden) existieren Anfangsdaten (asymptotisch flache
Enden) (hqv, Kqv), die die 4 Zwangsbedingungen unter den
Einstein-Gleichungen erfiillen und nach den verbleibenden 6
Evolutionsgleichungen zeitentwickelt werden kénnen.
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Kausalitatsverhaltnisse 1

causal

causal future

complement

» Die chronologische und kausa-

le  Zukunft/Vergangenheit eines
Ereignisses p € M besteht
aus allen Punkten q € M,
die mit p durch eine zukunfts-
/vergangenheitsgerichtete zeitarti-
ge bzw. kausale (nicht raumartige)
Kurve verbunden werden konnen.

Wihrend die chronologische
Zukunft/Vergangenheit von p
eine offene Teilmenge in M
darstellt, ist die kausale Zu-
kunft/Vergangenheit von p i.a.
weder offen noch abgeschlossen.

Man schreibt oft ¢ > p / q <
p falls q in der chronologischen
Zukunft/Vergangenheit von p liegt
und ¢ > p / q < p falls dies
fiir die entsprechende kausale Be-
ziehung gilt. > und < sind offene
und transitive Relationen.

Tutotium
Global v. Lokal

D. Giulini

Phys. Grundlagen

Mathematische
Umsetzung

- Einsteingleichungen
- Kriimmung

- geom. Bedeutung
- Raum-Zeit

- lokale Struktur

- Topologie

- Existenz L-Metrik
- top. Obstruktionen

Kausalitat

- Verhiltnisse
- Begriffe

- Topologie

- Abh.-Gebiete

Cauchy-Problem

- Minkowski

- Vorher-Sage

- Kruskal

- schwarzes Loch

- max. Fortsetzung
- kosm. Zensur

- Singularitdten

- Unterscheidbarkeit
- Unterscheidbarkeit

16 /28



Kausalitatsverhaltnisse 2

Definition 11
Sei (M, g) Lorentzmannigfaltigkeit mit Zeitorientierung v € STM.
Ep)={geM|qg>p/q<p}
={qaeM|3y: 10,11 =M, v(0)=p,v(1)=q,
9(v,7) <0, =£g(v,v) <0}
= chronologische Zukunft (+) / Vergangenheit (-) von p  (15)
JFp)={qeMlq>p/q<p}

{aeMI3y: 0,1 =M, v(0)=p, v(1)=q,
9(v,v) <0, =*g(y,v) <0}
= kausale Zukunft (+) / Vergangenheit (-) von p

(16)

Entsprechend fiir U C M:

Satz 12

int(J%(U)

EW = =p), JFuWw={JI*p).

pelu peu

(17)

) =TI (U) und JE(U) C IE(U) mit = g.d.w. J£(U) abgeschl.
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. . Tutoti
Kausalititsbegriffe Global v, Lokl
D. Giulini
> chronologisch: 7 geschlossenen zeitartigen Kurven;
Phys. Grundlagen
p & I (p). g ¢
Mathematisch
> kausal: 7| geschlossenen kausalen Kurven; p & J£(p). Umsetzung
! > unterscheidend: q # p = I¥(p) # I*(q). :E:f;e,rf,":m”"ge"
> stark kausal: 7 “fast” geschlossenen kausalen Kur- >Gm: By
¢ ven. Das heiBt: Jedes offene U > p besitzt offenes - lokale Struktur
: V 3 p, so dass der Schnitt jeder kausalen Kurve durch :E":‘t’:giel;Met "
p mit V zusammenhingend ist. (= Alexandrov- = e, @l
V Mannigfaltigkeits-Topologie.) Kausalitit
» stabil kausal: g ist kausal und besitzt offene Umgebung :‘ézrg*ffz"im
} U (in CO-Topologie), so dass alle g’ € U kausal sind. - Topologie
_ (= 3 Zeitfunktion). = (in-Eeit
> kausal stetig: die mengenwertigen Abbildungen p — aMc, rem
+ N . . . - Minkowski
& I* (p) sind auBerhalbstetig. Das heiBt: Fiir jedes kom- - Vorher-Sage
pakte K € M — I£(p) existiert offenes U 3 p, so dass i?\:::les Loch
') KeM—I%(q) Vq € U. - max. Fortsetzung
- kosm. Zensur
> kausal einfach: unterscheidend und J*(p) sind abge- - Singularititen
- Unterscheidbarkeit
t schlossen. - Unterscheidbarkeit
» global hyperbolisch: stark kausal und J*(p) N ] (q)

sind kompakt.



Kausalitat und Topologie

> Ist g > p dann ist
die ,Diamant-Menge"
D(p,q) = I"(p) NI (q)
offen und nicht leer. Die
von diesen erzeugte To-
pologie heiBt Alexandrov-
Topologie von (M,g).
Sie ist grober-gleich der
M-Topologie, mit gleich
& (M, g) stark kausal.

Lten @

p

Satz 13 (Zeeman, Alexandrov)

Ist (M,1) Minkowskiraum der Dimension n > 2 und f: M. — M Bijektion die
in beiden Richtungen die Relation >> (oder >, oder >) erhilt, dann ist f die
Komposition einer Poincaré-Transformation und einer Streckung x +— Ax.

Satz 14 (Malament, Hawking-McCarthy-King, Levichev)

Ist f: (My,g91) = (M2, g2) eine Bijektion zweier unterscheidender
dim(M;2) > 2 Lorentzmannigfaltigkeiten, wobei x >y & f(x) > f(y) (oder
>). Dann sind (M1, g2) und (M2, g2) konform isometrisch.
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Kausale Abhangigkeitsgebiete
Definition 15

Eine Menge S in einer Raumzeit (M, g) heiBt achronal, wenn keine zwei ihrer
Punkte durch eine zeitartige Kurve verbunden werden kénnen.

Definition 16

Sei S C M. Das zukiinftige/vergangene Abhingigkeitsgebiet D*(S) C M von
S umfasst die Menge der Punkte p € M mit der Eigenschaft, dass jede nicht
fortsetzbare vergangenheitsgerichtete/zukunftsgerichtete kausale Kurve durch
p die Menge S schneidet. D(S) := D*(S) UD~(S) heiBt das totale
Abhéingigkeitsgebiet.

Definition 17

Sei S C M abgeschlossen und achronal. Dann heiBt S Cauchyfliche von (M, g)
wenn DE(S) = M. Ist DE(S) C M dann heiBt HE(S) := dDE(S) der
Cauchy-Horizont von S in M.

Satz 18

(M, g) ist global hyperbolisch genau dann, wenn (M, g) eine Cauchy-Fliche
besitzt. In diesem Fall ist topologisch M = £ x R mit einer Zeitfunktion

t: M — R deren Levelflichen t—' (1) = L x {1} Cauchyflichen sind.

Satz 19

Ist (M, g) global hyperbolisch und p < q. Dann gibt es eine kausale
Geoditische von p nach q (i.a. nicht eindeutig) deren Bogenlinge gréBer oder
gleich der Bogenlidnge aller anderen kausalen Kurven von p nach q ist.
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Konform reskalierter Minkowskiraum

TIMELIKE Cauchy-Horizont fiir hyperboloi-
7N\ dale  raumartige  Hyperflachen.
p
Y
H
D¥(s)
D(s)

g = —dt* + dr? +12dQ?
= O?(T,R)[ —dT? + dR? + sin?(2R)dQ? |

C Einstein Universum =R x S3
wobei

t+r=tan(T £R),
®(T,R)

—m/2<T+R<m/2, R>0
sec(T + R) sec(t — R)

(18a)

(18b)
(18c)
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Kritisches zum Begriff: ,Vorher“-Sage

Definition 20

Ist ¢ € M, dann ist das Vorhersagegebiet (domain of prediction) P(q) C M
definiert als die Menge der Punkte p € M — I~ (q) mit der Eigenschaft, dass
jede vergangenheitsgerichtete, nicht fortsetzbare zeitartige Kurve durch p die
chronologische Vergangenheit I~ (q) schneidet. Im Minkowskiraum ist

P(q) = 0, im vollstindigen statischen Einstein-Universum P(q) = M —1"(q)
(letzteres ist nur in geschlossenen Universen wahr).
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Maximale Fortsetzung: Von Schwarzschild nach Kruskal

it
1 It
/
4*3 2 2 2 32
g = —Lexp(—1/7o) (—dT* + dX?) + r* d*Q) (19a)
T
((r/70) — 1) exp(r/10) = X* — T2 (19b)

Diese globale Karte (T, X) entsteht aus Schwarzschild-Koordinaten (t,r) durch

. (r/ro) — 1 sinh(t/2rg) firr > 1y

1= exp(r/2mo) { 1—(r/ro) cosh(t/2rg) firr <rg (202)
_ \/(r/ro) — 1 cosh(t/2ry) fiirr > 1o

X = exp(r/2ro) { 1—(r/ro) sinh(t/2rg) fiirr <o (200)
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Was ist ein Schwarzes Loch?

v =i
s 0( future singulm‘ity) + = constant < 2m

r=2m
7 = constant

é

N

Cauchy

/ ;Ksurface g

' =—jn

N\ 22
77

t = constant

past singularity
V4w ==

Il

°

8

2

5

2
-
Il
°

—

Definition 21

Sei (M, g) eine asymptotisch flache Raumzeit. Dann heiBt die Region
M —J~(Z") Schwarzes Loch und ihr Rand HT :=3(J~(Z™)) (zukiinftiger)

singularity

Ereignishorizont. Entsprechend heiBt M — ] (Z~) weiBes Loch.

Tutotium
Global v. Lokal

D. Giulini

Phys. Grundlagen

Mathematische
Umsetzung

- Einsteingleichungen
- Kriimmung

- geom. Bedeutung
- Raum-Zeit

- lokale Struktur

- Topologie

- Existenz L-Metrik
- top. Obstruktionen

Kausalitat

- Verhiltnisse
- Begriffe

- Topologie

- Abh.-Gebiete

Cauchy-Problem

- Minkowski

- Vorher-Sage

- Kruskal

- schwarzes Loch

- max. Fortsetzung
- kosm. Zensur

- Singularitdten

- Unterscheidbarkeit
- Unterscheidbarkeit

24 /28



Maximale Fortsetzung: Schwarzschild versus bl v, Loka

= g
rm o prmnty) = contant < 2m

Unterschiede:

> Singularitdt: raum- bzw.
zeitartig.

> Globale Hyperbolizitat:
Existenz  von  Cauchy-
Horizonten (unendliche

Blauverschiebung und als
Folge Instabilitit).

» Fall durch Horizont: Sin-
gularitdit oder Reisen zu
anderen asyptotisch-flachen
,» Universen*.

r=0
(singularity)

Cauchy horizon
fors

surfaces
{t = constant}

Reissner-Nordstrom und Kerr D. Giulini
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Anfangswertproblem und kosmische Zensur

Extension
of maximal
evolution

Satz 22

Das Anfangswertproblem der
materiefreien Einstein-Gleichungen
ART hat zu den (geeignet
regulidren) Daten (S, h,K) eine (bis
auf Diffeom.) eindeutige maximale
Cauchy-Entwicklung in D*(S).

_ Initiakdata

Unklar bleibt, ob die Raumzeit iiber die Cauchy-Entwicklung in D™ (S) hinaus
fortsetzbar ist (wie im Fall der Reissner-Nordstrdm- oder Kerr-Daten). Wenn
ja, besitzt S in der Fortsetzung ein Cauchy-Horizont.

Satz 23 (starke kosmische Zensur, vermutet)

,,Generische" und , physikalisch sinnvolle” Anfangsdaten besitzen keine
Forstsetzung (im Sinne isometrischer Einbettung) iiber die maximale
Cauchy-Entwicklung hinaus. Damit bleibt die Raumzeit prognostizierbar.

Satz 24 (schwache kosmische Zensur, vermutet)

. Generische" und ,physikalisch sinnvolle* asyptotisch-flache Anfangsdaten
besitzen ein affin-vollstindiges T+ dessen kausale Vergangenheit global
hyperbolisch ist. Das heiBt: Keine Bildung nackter Singularitdten nach
endlicher Zeit in realistischen Kollapsszenarien. (Anfinglich vorhandene weisse
Lécher werden dadurch nicht ausgeschlossen.)
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Singularitaten

Definition 25 (Intendierte Version)

Eine Raumzeit (M, g) heiBt singuldr, wenn sie nicht fortsetzbar und
kausal-geodatisch unvollsténdig ist.

Satz 26 (kosmologische Situation)

Ist (M, g) global hyperbolisch mit Ric(X,X) > 0 (VX zeitartig) und besitzt
(M, g) Cauchy-Fliche ¥ mit mittlerer extrinsischer Kriimmung X < C < 0.
Dann existiert mindestens eine vergangenheitsgerichtete zeitartige Geodatische
ausgehend von X die spitestens nach der Eigenlinge 3/|C| nicht fortgesetzt
werden kann.

Satz 27 (asymptotisch-flache Situation)

Ist (M, g) global hyperbolisch mit Ric(X,X) > 0 (VX lichtartig) und besitzt
(M, g) nicht-kompakte Cauchy-Fliche * die eine gefangene Fliche T enthilt
mit 8p = maxy (0) < 0. Dann existiert mindestens eine zukunftsgerichtete
lichtartige Geodatische ausgehend von T die spatestens nach dem affinen
Parameter 2/|0y| nicht fortgesetzt werden kann.

Bemerkung 28

In beiden vorhergehenden Sitzen kann die globalen Hyperbolizitdt durch
schwichere Kausalitatsbedingungen ersetzt werden. Der Grund fiir
geoditische Unvollstindigkeit kann, muss aber nicht lokaler Natur im Sinne
lokal divergierender geometrischer Invarianten (Kriimmung) liegen.
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Beobachtbare Unterscheidbarkeit

Definition 29 (Glymour, Malament 1977)

Zwei Raumzeiten (M, g) und (M’,g’) heiBen durch Beobachtung
ununterscheidbar (observationally indistinguishable) wenn zu jedem p € M ein
p’ € M’ und zu jedem p’ € M’ ein p € M existiert, so dass (I~ (p),g) und
(I7(p"), g") isometrisch sind.

Satz 30 (Manchak 2009)

Sei (M, g) eine Raumzeit fiir die I~ (p) # M fiir alle p € M. Dann existiert zu
(M, g) eine nicht-isometrische aber durch Beobachtung ununterscheidbare
Raumzeit (M, g’).

Bemerkung 31

Im Sinne obiger Definition sind z.B. der Minkowski-Raum, und sein Halbraum
t < 0 ununterscheidbar. Zahlreiche Beispiele ergeben sich durch
Uberlagerungsriume. Eine stirkere Definition wiirde verlangen, dass zu jeder
zeitartigen Kurve vy in (M, g) eine ebensolche in (M’ g’) existiert, und
umgekehrt, so dass (I (v),g) und (I~ (y’),g’) isometrisch sind.
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Beobachtbare Unterscheidbarkeit

Definition 29 (Glymour, Malament 1977)

Zwei Raumzeiten (M, g) und (M’,g’) heiBen durch Beobachtung
ununterscheidbar (observationally indistinguishable) wenn zu jedem p € M ein
p’ € M’ und zu jedem p’ € M’ ein p € M existiert, so dass (I~ (p),g) und
(I7(p"), g") isometrisch sind.

Satz 30 (Manchak 2009)

Sei (M, g) eine Raumzeit fiir die I~ (p) # M fiir alle p € M. Dann existiert zu
(M, g) eine nicht-isometrische aber durch Beobachtung ununterscheidbare
Raumzeit (M, g’).

Bemerkung 31

Im Sinne obiger Definition sind z.B. der Minkowski-Raum, und sein Halbraum
t < 0 ununterscheidbar. Zahlreiche Beispiele ergeben sich durch
Uberlagerungsriume. Eine stirkere Definition wiirde verlangen, dass zu jeder
zeitartigen Kurve vy in (M, g) eine ebensolche in (M’ g’) existiert, und
umgekehrt, so dass (I (v),g) und (I~ (y’),g’) isometrisch sind.

— THE END -
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