Priasenziibung zu den Rechenmethoden der Physik I1 11. Woche

Kiirzester Weg

BekanntermafBen ist eine Gerade die kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene. Um dies
zu beweisen, parametrisieren wir ebene Kurven C' von (0,0) bis (a,b) als Funktionsgraphen,
also y = f(x) mit f(0) =0 und f(a) = b, und minimieren deren Léngenfunktional L[f].

(a) Driicken Sie die Bogenlinge L = [.ds = [.\/(dz)?>+ (df)? = [dz (...) durch f aus,
um das Langenfunktional zu bestimmen.

(b) Entwickeln Sie L[f+n] mit 7(0) = 0 = n(a) bis zur linearen Ordnung (in 7, 7', ", ...).

(c) Wo nétig, integrieren Sie partiell, um JL[f, 7] in die Form foadx %[ﬂ n(z) zu bringen.

(d) Aus dem Verschwinden der Variation fiir alle n folgt fiir f(x) die Differenzialgleichung

% = 0. Bestimmen Sie deren Losung f(z) fiir die gegebenen Randwerte. Eine Gerade?

Variation mit Nebenbedingung

Fiir differenzierbare quadratintegrable Funktionen f : R — R soll das folgende Funktional (aus
der Vorlesung) minimiert werden:
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Wegen Ulaf] = Ulf] ist mit einer Losung f auch jedes Vielfache af mit a>0 eine Losung
der Variationsgleichung SU[f,n] = 0 V5. Somit kénnen wir aus jeder Losungsschar {af} das
normierte Mitglied auswéahlen, oder gleich ffoood:c f(x)? =1 fordern. Damit ist die Aufgabe
umformuliert in die Minimierung von

WIf] = ffooodx {f(x)2 422 f(2)*} mit Nebenbedingung N|[f] = ffooodx f(x)> -1 =0.

Wenden Sie nun die Lagrange-Multiplikator-Methode an und setzen die erste Variation des
Funktionals U[f, ] := W[f] = AN[f] zu Null. Dies liefert neben der Nebenbedingung eine
Differenzialgleichung fiir f, die Sie als Eigenwertgleichung lesen kénnen mit Losungen f)(x).

Die Nebenbedingung N[f\] = 0 sollte nun ) festlegen, tut dies hier aber nur indirekt: Man
kann zeigen, dass im vorliegenden Fall die Normierbarkeit von fy unendlich viele, aber diskrete
Eigenwerte A\ = A\, = 2n+1 mit n = 0,1,2,... zuldsst. Die zugehorigen Losungsfunktionen
sind  fo(z) ~ Hy,(z)e /2 wobei H, das n-te Hermite-Polynom bezeichnet. Bestimmen Sie
die zugehorigen (lokalen) Minimumswerte U[f,], indem Sie einmal partiell integrieren und die
Eigenwertgleichung verwenden.

Bemerkung: In der Quantenmechanik ist f=t die Ortswellenfunktion des harmonischen Oszillators (mit Fre-

quenz w=1), und U[f] = ZE[)] berechnet den Erwartungswert der Energie E im Oszillator-Zustand [¢).



