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MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

[H28] Bogenlinge [3+ 3+ 3+ 3+ 3 = 15 Punkte]
Wir betrachten Kurven in der Ebene und interessieren uns fiir die Lidnge von Stiicken von diesen.

(a) Die ebene Kurve sei durch 7(t) = (¢, f(¢))T mit a < t < b parametrisiert. Zeigen Sie, dass sich die
Bogenlinge durch ¢ = ff dt /1 + (f’(t))? berechnen lisst.

(b) Es sei konkret f(t) = ccosh % mit 0 <¢ < bund ¢ > 0. Berechnen Sie die Bogenldnge. Es handelt
sich um ein Stiick einer Kettenlinie.

(c) Die Parametrisierung einer ebenen Kurve iiber den Polarwinkel ¢ ist gegeben durch #(p) =
(r(p) cos p, r(p) sin )T mit a < ¢ < b. Beweisen Sie, dass die Bogenlidnge durch den Ausdruck

l= f; de \/1r2(p) + 7% () gegeben ist.
(d) Berechnen Sie konkret die Bogenliinge fiir ein Stiick einer archimedischen Spirale: r(¢) = ¢ ¢ mit

0 << 27
(e) Berechnen Sie konkret die Bogenlinge fiir die Kardioide: r(¢) = ¢(1 + cos@) mit 0 < ¢ < 27
und ¢ > 0.
[H29] Leistung [9 Punkte]

Ein Hiittendach D mit welliger Hohe h(z,y) = ho + d cos(22"x), n eine natiirliche Zahl, iiber ei-
ner Grundfliche (z,y) € [0,L] x [0,L] == D wird von der Sonne bestrahlt. Der aus der Richtung
(—=1,—1,+41)T kommende Photonenstrom wird noch durch eine Wolke ortsabhingig abgeschwicht, so
dass die Energiestromdichte j(7), also der Energiefluss pro Zeit und Fliche, am Ort 7 = (z,y, )T die

Form
+1
2/ - z € .
J(7) = (a——ﬁ—) +1 mit «, 3 >0
ho L 1
hat. Mit wie viel Energie pro Zeit (also mit welcher Leistung) P = — | D dA - ;(F ) wird das Dach

7= (z,y, h(x,y))T bei vollstindiger Absorption aufgeheizt?
Hinweis: Ein Integral fOL dz z sin(kx) kann mit partieller Integration gelost werden. Das Ergebnis lautet
P=(a—5)1? - pdL.

[H30] Satz von Steiner [4 4+ 4 4+ 4 = 12 Punkte]
Man berechne fiir einen Quader mit den Kantenlidngen a, b und ¢ und konstanter Massendichte p(7) = pg
die Komponenten

y2+z2 —xy —xz
Ijk:/ d®r p(7) (F25jk —zjx) = /ddrp(f’) —yr  2242? —yz
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jk
des Trigheitstensors in Koordinaten lings der Quader-Achsen, und zwar

(a) beziiglich einer Ecke des Quaders, also V' = [0, a] x [0,b] x [0, c];
(b) beziiglich des Quader-Schwerpunkts, also V' = [—%, 2] x [~ 5] x [-£, £] .
(c) Die Differenz der beiden Matrizen aus (a) und (b) ldsst sich in der Form M (d 25jk — djd},) schrei-

ben. Welche Masse M und welcher Vektor d treten hier auf?

Hinweis: Die Matrix in (b) sollte Diagonalgestalt haben. Das Resultat (c) ist ein Beispiel des Sat-
zes von Steiner. Die Integrationen sind fiir jede Komponente der Matrix getrennt vorzunehmen. Es ist
[d3r = [dz [dy [ dz, und wird einfach durch hintereinander Ausfiihren der drei einzelnen Integra-
tionen berechnet.

[!] Ausfiihrung [6 Punkte]
Mit insgesamt 6 Punkten wird die Ausfiihrung der Losung insgesamt bewertet, also Leserlichkeit, Voll-
standigkeit der Rechenwege, Ausfiihrlichkeit der Kommentare zum Lésungsweg usw.
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