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1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir nicht-kommutative supersymmetrische Solito-
nen die den Gleichungen eines 2+ 1-dimensionalen N' = 1-erweiterten Sigma-Modells ge-
horchen. Diese ergeben sich durch Reduktion der auf den anti-chiralen Unterraum einge-
schrankten 2 + 2-dimensionalen supersymmetrischen selbstdualen Yang-Mills-(SSDYM-)
Gleichungen auf 2 + 1 Dimensionen! und anschlieRender Eichfixierung.

Die offenen Strings der bosonischen N = 2-Stringtheorie werden durch die bosoni-
schen SDYM-Gleichungen in einem 2 + 2-dimensionalen Zielraum beschrieben. Liegt ein
B-Feld als Hintergrundfeld vor, so wird diese Theorie nicht-kommutativ. Wir kénnen die
betrachteten nicht-kommutativen SSDYM-Gleichungen als Erweiterung hiervon auffas-
sen.

In der Twistor-Stringtheorie hat man den Supertwistorraum CP3* als Zielraum und
findet dort eine N' = 4-SSDYM-Theorie, welche die N' = 1-SSDYM-Gleichungen als Un-
tersektor enthilt (siche [Popovl]).

Diese Arbeit ist folgendermafien aufgebaut. Wir werden zuerst die beiden Mdoglichkei-
ten angeben, wie wir die Nichtkommutativitat beschreiben kénnen.

In Kapitel 3 werden wir die 24 2-dimensionalen SSDY M-Gleichungen auf die Gleichun-
gen des N’ = 1l-erweiterten Sigma-Modells reduzieren und zeigen, dass diese Gleichungen
(bekanntermafen) auch durch die Kompatibilitdtsbedingungen eines linearen Gleichungs-
systems beschrieben werden.

In Kapitel 4 werden wir die Gleichungen des linearen Systems l6sen und die Bedingun-
gen an die Feldkonfigurationen ablesen, die die Solitonen beschreiben. Weiterhin werden
wir die Energiedichte im statischen Fall supersymmetrisch erweitern und die Auswir-
kung einer fermionischen Translation (d.h. einer Translation die fermionische Parameter
enthélt der Erzeuger und Vernichter auf die Gesamtenergie untersuchen.

In Kapitel 5 werden wir dann fiir den abelschen (U(1)) und den nicht-abelschen
(U(n),n > 2) Fall Rang-1-Solitonen konstruieren und ihre Energie berechnen.

In Kapitel 6 werden wir das Dressing-Verfahren fiir bosonische Solitonen nachvollziehen
und es anschliefsend supersymmetrisch erweitern. Dies werden wir dann benutzen um su-
persymmetrische zeitabhéngige Rang-2-Solitonen zu konstruieren, welche unter gewissen
Umstédnden wechselwirkende Solitonen beschreiben.

!Dies liefert die so genannten Bogomolny-Gleichungen



2 Nicht-kommutative bosonische Koordinaten

Wir wollen Solitonen betrachten mit nicht-kommutierenden bosonische Koordinaten. Um
die Nicht-Kommutativitdt zu erreichen konnen wir zwei dquivalente Darstellungen be-
nutzen. Wir konnen entweder das *-Produkt benutzen, bei dem wir einfach das nor-
male Produkt zwischen zwei Funktionen umdefinieren, oder wir betrachten die Koordi-
naten einfach wie aus der Quantentheorie gewohnt als Operatoren mit entsprechenden
Kommutator-Relationen. Wir werden im folgenden beide Moglichkeiten kurz darstellen
und im Anschluss noch kurz die Moyal-Weyl-Abbildung betrachten mit der wir zwischen
diesen beiden Darstellungen wechseln konnen.

2.1 Das x-Produkt

Um aus kommutierenden bosonischen Koordinaten z* nicht-kommutierende zu machen
benutzen wir das Moyal-x-Produkt. Fiir zwei beliebig oft differenzierbare Funktionen
f(x"), g(z") definieren wir das x-Produkt als

—

(f %9) (a') = f(a)ez% " % g(a) (2.1)
wobei A% antisymmetrisch und reell ist. Damit erhalten wir:
[Cﬂi,Cﬂj]* =alxad — 2wzt =ihY (2.2)

Uns wird im folgenden besonders das x-Produkt in 1+ 2-Dimensionen mit (2%) = (¢, z,y)
und Minkowski-Metrik

-1 0 0
(mj)=10 10 (2.3)
0 0 1
interessieren. Wir wahlen ¢ als mit x und y kommutierend und:
Ory = —0ye =60 >0 (2.4)
Es sind also alle Kommutatoren 0 bis auf:
[z,y], = i0 (2.5)
Fiihren wir die Koordinaten
z=x+1y Z=x—1y (2.6)
ein, so wird ihr Kommutator:
[z,2], =26 (2.7)

Die folgende Kombination aus ¢ und y werden wir im folgenden auch des ofteren
benutzen:

u=3(t+y) v=5(t-1) (2.8)
Damit gilt:
Dy = 0, + 0, 9y = 8, — 0, (2.9)



2.2 Die Operator-Formulierung

Eine weitere Moglichkeit nicht-kommutative bosonische Koordinaten darzustellen ist die
aus der Quantenmechanik bekannte Formulierung durch Operatoren. Mit dieser For-
mulierung ldsst sich oft einfacher rechnen, da man im Gegensatz zum *-Produkt keine
unendlichen Summen hat. Dazu fithren wir Operator-wertige Koordinaten (£, #,7) ein

und fordern
[Z,9] =0 (2.10)

withrend # mit & und § vertauscht. Definieren wir analog
2= +ig = — iy (2.11)
so erhalten wir entsprechend:
[ZZT] = 20 (2.12)
Dies legt die Einfithrung von Erzeugern und Vernichtern nahe. Definieren wir

Z

(2.13)

so erhalten wir:
[a,aT] =1 (2.14)

Wie in der Quantenmechanik kann man nun einen Fock-Raum H einfiihren mit Vaku-
um |0) und den iiblichen Gleichungen:

(ah)"

Vn!

aln) =+v/nin—1) alln) =vVn+1|n+1) (2.15)
N =ad'a N |n) =n|n)

al0) =0 n) = 10)



2.3 Die Moyal-Weyl-Abbildung

Fiir den Wechsel zwischen den beiden Formulierungen der nicht-kommutativen Koordi-
naten benutzen wir die Moyal-Weyl-Abbildung. Sie bildet eine Funktion f(¢,z,z) auf
eine Operator-wertige Funktion F(t,a, aT), welche auf H operiert, folgendermafsen ab:

f(t,z,2) — F(t,a,a") = — / (Cl;f)gdzdzf(t, 2, 5)ei[P(V20a—2)+p(v20a )] o

= Weyl-geordnet {f(t, V26, \/Q—HaT)}

Die inverse Abbildung lautet

F(t,a,a’) — f(t,2,2) = 2%9/ %T}:"H {F(t,a, aT)e_i[ﬁ(\/@“_z)ﬂ’(‘/@“T_z)]}

—F(t z z
*7\/%7\/%

)

(2.17)
wobei man Fj, erhélt, indem man gewohnliche Produkte durch *-Produkte ersetzt. Ist
die Operator-wertige Funktion bereits Weyl-geordnet, so wihlt man am besten (2.16) fiir

die Riicktransformation.
Unter der Moyal-Weyl-Abbildung gilt des weiteren:

fxg— fg /dxdyf = 2m0Try f = 27792 (n| f|n) (2.18)

n>0

Aus Ableitung werden Kommutatoren:

Opf — % 9. f] = 0.f 0,f — —é . f| = 8,f (2.19)
0.f — = [af. /] = 0.f 0.f — = [0.1] =6.f (220)

Wir werden héufig die Abkiirzungen

7= |l f] I~ =la.f] (2.21)

benutzen.
Die einfachsten Zusammenhénge sind die folgenden:

f:1 z z zzZ—0 zZ zZ+0

Fio1 Vofa Vofal 20N 20(N +1) 20(N +1) (2.22)

Der Einfachheit halber werden wir im folgenden die Hiite weglassen und nicht zwischen
z und z! unterscheiden.



3 Feldgleichungen

Wir erhalten die nicht-kommutativen supersymmetrischen Solitonen als Losungen des
N = l-erweiterten Sigma-Modells, welches wir aus den von 2 + 2 auf 2 + 1 Dimensionen
reduzierten supersymmetrischen selbstdualen Yang-Mills-(SSDYM-)Gleichungen und an-
schliefsender Eichfixierung erhalten. Fiir die explizite Konstruktion von Solitonen bietet
sich jedoch ein anderer dquivalenter Weg an. Wir werden in Kapitel 3.3 sehen, dass wir
die Gleichungen des Sigma-Modells auch als Kompatibilitdtsbedingungen eines linearen
Gleichungssystems erhalten und aus der Losung des Gleichungsystems sowie aus den im
Gleichungssystem auftauchenden Koeffizienten die Solitonen ablesen kénnen.

3.1 Antichiraler Superraum

Wir beginnen mit dem Raum R?*? mit Metrik g = diag(—1,—1,1,1) und Koordinaten
(t,t',x,y). Auf diesem Raum konnen wir Koordinaten mit Spinorindices a, ¢ einfiihren:

A=ty o2=lery), 2zleon, 2=lery G
2 2 2 2
Weiterhin ist bekannt, dass wir in diesem Raum reelle Majorana-Weyl-Spinoren 6 = §*
und 7% = 7% als anti-kommutierende Objekte einfiihren diirfen. Damit erhalten wir einen
Superraum R2+212,
An skalare Superfelder f(x®% 0% n®) kénnen wir die Antichiralititsbedingung

Dy.f=0 (3.2)
mit
Do = 0o + 1%,  Oaa = %, Oa = a%a’ Oa = a%i (3.3)
stellen. Diese Bedingung lasst sich leicht mit einer Koordinatentransformation
(@9, 0%, 9%) — (%% — 9%, 0%, 1) (3.4)
16sen. In den neuen Koordinaten lautet der Operator D, dann:
D, =0, (3.5)

und die Antichiralitdtsbedingung besagt einfach, dass das Superfeld f in den transfor-
mierten Koordinaten nicht von #¢ abhéngen darf. Im folgenden werden wir uns auf diesen
antichiralen Superraum beschrénken. Eine detailliertere Einfiihrung findet man beispiels-
weise in [LeChi|

3.2 N = l-erweitertes Sigma-Modell

Kommen wir nun zu den SSDYM-Gleichungen fiir ein Superfeld A welche wir auf die
Gleichungen des N = l-erweiterten Sigma-Modells reduzieren wollen. Die SSDYM-Glei-
chungen haben mit



Vas = 0Oas + Aas Va=0s+ As (3.6)

in 2 + 2 Dimensionen die folgende Gestalt:
[Vao'nvﬁg] + [Va57vﬁa] =0 (3.7)
[V Vgl + [V Via) =0 (3.8)

Die Reduktion von 2 + 2 auf 2 + 1 Dimensionen erfolgt durch Symmetrisieren der
bosonischen Koordinaten. Wir lassen die Punkte weg? und zerlegen:

28 = g(oB) 4 By (3.9)
Die Reduktion besteht nun aus der einfachen Forderung:
0y =0 (3.10)

Betrachten wir die Gleichungen (3.1) so bedeutet die obige Forderung einfach, dass wir
keine Abh#ngigkeit mehr von ¢’ in unseren Feldern haben.

Auch bei den fermionischen Koordinaten und den Feldern A 3 lassen wir die Punkte
weg und symmetrisieren die A 3 folgendermafien:

Ay = Ajg + €12¢
Ayi = A1g + €219

Damit lassen sich die neuen Felder durch die alten folgendermafien ausdriicken

(3.11)

1
Az = 5 (-/412 + -/421)

2 (3.12)
¢ =5 (A — Asi)
und die Gleichungen (3.7) werden zu:
O11 Az — O A1 + [A11, A2
+012 (A12 — @) — 012 (A2 + @) + [Ai2 + 9, A2 — 9] =0 (3.13)
o1 (A2 — ¢) — 012 A1 + [A11, A1z — 9] =0 (3.14)
O12A22 — Oz (A12 + ¢) + [A12 + ¢, A22] = 0 (3.15)
Aus den Gleichungen (3.8) werden:
01 A1 — O Ar + [Ar, A =0 (3.16)
01 (A2 + @) — 012 A1 + [A1, Aia + @] + 00 A1 — 011 Az + [Ag, A1) = 0 (3.17)
01 (A2 — @) — 012 A1 + [A1, A1z — 9] =0 (3.18)
02 (A12 + @) — O12As + [A2, A12 + ¢] =0 (3.19)
02 (A12 — @) — D12 A2 + [Az, A1a — @] + 01 A2 — 022 A1 + [A1, Ax] = 0 (3.20)
02 Agg — Do Ag + [Ag, Asa] =0 (3.21)

*Dass dies gerechtfertigt ist, kann man zum Beispiel in [LeChi] nachlesen.



Es gibt zwei bekannte Arten dieses Gleichungssystem zu lésen. Bei der Leznov-Methode
fihrt man ein Superfeld T ein und setzt:
A1 =0 Ay =0T
A1 =0 A+ =01 7Y (3.22)
-/412 - ¢ =0 A22 = (912T
Bei der Yang-Methode fiithrt man ein Superfeld ® ein und setzt stattdessen:
Ay = <1>_162<I>, Ao+ ¢ = <I>_1612<I>, Aoy = ‘1>_1(922(I) (3.23)

Das T und das ¢ werden unsere Solitonen sein.
Wir benutzen die Leznov-Methode, welche alle bis auf die folgenden 3 Gleichungen
16st, die unser Sigma-Modell beschreiben:

012019 — 099011 T + [811T, 812T] =0 (3.24)
0011 T — 01201 + [81T, 611T] =0 (3.25)
02012 — 09001 + [81T, 612T] =0 (3.26)

Entwickelt man T nach den fermionischen Koordinaten als
Y=o+ Tin' + Ton? + Tion'n? (3.27)

so erhilt man aus dem iibrig gebliebenem Gleichungssystem 12 Gleichungen, von denen
sich jedoch 3 als Konsistenzbedingungen der anderen 9 ergeben. Die 9 Gleichungen lauten
mit g =1,2:

(012012 — 022011) Yo + [011 Y0, 012Y0] =0

0182 — 032 Y1 4+ [Y1,018Y0] =0

81ﬁT12 + {Tl,ale} =0 (328)

032 12 + {Y1,018Y2} — [T12,018 0] =0

018 [Y1,T12) =0

Fordert man noch {Y1,Y1} = 0 so folgt {Y1,0:871} = 0 und es bietet sich an, die
Gleichungen folgendermafsen nacheinander zu losen:

(012012 — 022011) Yo + [011 0, 012T0] = 0 (3.29)
011 T2 = 01211 + [018Y0, T1] =0 (3.30)
012 2 = 02211 + [01570, T1] =0 .

012T12 = 011 T12 =0 (3.31)
022 12 = —{Y1,012Y2} + [Y12,0127 0] (3.32)

{Y1,011 Y2} — [T12,011To] =0
[01171, T12] = [01271,T12] =0
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3.3 lineares System

Kommen wir nun zu dem linearen System welches uns eine einfache Moglichkeit liefert
Solitonen zu konstruieren. Es lautet bekanntermafsen:

(COy — 8y — A)h =0 (3.34a)
(COy— 0y —B)h =0 (3.34D)
(€O —0s—C)p =0 (3.34c)

mit ¢ = ¢ (% n%, () und 2% = (x,u,v) wihrend (A, B,C) nur von 2 und n® abhéngen.

Dies ist offenbar nicht fiir beliebige A, B, C 16sbar. Dieses Gleichungssystem ist l6sbar,
wenn die Kommutatoren der Operatoren vor dem v verschwinden. Fiir die ersten beiden
Gleichungen erhalten wir folgende Kompatibilitdatsbedingung;:

€0z — 0w — A,CDy — 0y — B] =0 (3.35)

Da dies fiir alle ¢ gelten muss, konnen wir diesen Kommutator nach ¢ entwickeln und
erhalten die beiden folgenden Gleichungen:

8.B — 0, A+ [A,B] =0 (3.36)
0, B — 0,A =0 (3.37)

Die beiden anderen Kompatibilitatsbedingungen liefern:

8B — 0,C +[C,B] =0 (3.38)
0B — 0,C =0 (3.39)
Oy A — 9,C +[C, A =0 (3.40)
A — 9,0 =0 (3.41)

Diese sechs Gleichungen lassen sich wieder mit einem Superpotential T 16sen. Die Wahl

A=0,T
B=09,Y (3.42)
C =07

16st drei der Gleichungen. Die iibrigen werden zu unseren Leznov-Gleichungen (sie-
he (3.24)) mit folgender Identifikation:

11

=
2=z (3.43)
22—

Um den Yang-Fall zu erhalten 16st man die Gleichungen stattdessen mit dem Ansatz:

A=0"19,0, B=0"19,8, C=0"'0,0 (3.44)

11



4 Supersymmetrische Solitonen

Wir wollen nun das lineare System (3.34) fiir ¢ 16sen. Aufgrund von Eichfreiheit kénnen
wir an 1 die Realitdtsbedingung

Pt =1 (4.1)
stellen, mit:
¥ = (@ (2%n",))" (4.2)
Damit lasst sich das lineare System (3.34) umschreiben auf:
A=[(C0r = D)) ! =~ (COn — 0u) ¥ (4.32)
B = [(¢0y — ) ] " =~ (COy — D) ¥ (4.3b)
C=[(¢0 — )yl wh =~ (COr — Do) ! (4.3¢)

Wobei wir hier den Trick

(L) = (L)’ + Ly’ — Ly’ = L (yl) —pLyT = —pLy! (4.4)
=1
mit L = ((0, — 9y) bzw. L = (¢0y — 0;) bzw. L = ({0 — J») benutzt haben.
Entwickeln wir ¢ fiir ( — 0 oder ( — o0 so erhalten wir unsere Solitonen wie man
schnell mit dem Gleichungssystem (4.3) bestétigt als:

Y =a"140(C) fiir ¢ — 0 I
p=1-CT+0(C? fiir ( — oo (45)

Mit @1 = & ist natiirlich auch ® ein Soliton und wir werden im folgenden meist die
Entwicklung ¢ = ® + O(() fiir ( — 0 annehmen.

Um das lineare System (4.3) zu losen fordern wir, dass (4.3) analytisch beziiglich ( ist.
Wie man an der linken Seite von (4.3) erkennt héngt das lineare System nicht von ¢ ab,
wahrend 1 nicht-trivial von ¢ € C abhéngig ist. Also ist ¢ eine meromorphe Funktion
auf C mit Polen py, € C mit konstanten .

Um das System zu l6sen werden wir zuerst annehmen, dass 1 einen einfachen Pol y
hat mit Imy < 0. Machen wir den Ansatz

1/1(957%%771,77270 :1+%P (1’,’[1,,’[),7’]1,772) (46)

und setzen ihn in die Realitdtsbedingung (4.1) ein, so erhalten wir:

C-@(p—p)P—(—p(u—p P —(u—p)’ PP
(C—m)(C—R)

(4.7)

P =Pl =p? (4.8)
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P ist also ein Projektor.
Setzen wir

Li =0y — 0, Ly =COy— 0y Ly = O — s (4.9)

und werten die rechten Seiten des linearen Systems (4.3) fiir ( = p aus, so erhalten wir
firi=1...3:

H=B oy (1o B=Bp) BBy -
LR ) (1-22kp) < MR wp - P (4.10)

Damit die rechte Seite von (4.3) auch an der Stelle ( = p analytisch ist, muss folglich
gelten:
(LiP)(1-P)=0 (4.11)

Ist r der Matrix-Rang des Projektors P, so kénnen wir P ansetzen als
-1
P=T <TTT) T (4.12)

wobei T eine n x r-Matrix ist.
Mit (4.12) wird (4.11) nach einer kurzen Rechnung zu:

T <TT T) o (L,TT - <L,~TT> T <TTT>_1 TT> ~0 (4.13)

Diese Gleichung ist offenbar erfiillt, wenn
L;Th = A1t L;T =T~ (4.14)

gilt, wobei fiir ¢ = 1,2 die ~; beliebige komplexe r x r-Matrizen sind. 3 muss natiirlich
eine fermionische r x r-Matrix aus der Grafmann-Algebra sein. Mit

n=n"+w’ h=n"+pn’ (4.15)
lasst sich die Gleichung (4.14) fiir ¢ = 3 leicht losen. Als allgemeine Losung erhalten wir
T =Ty () eri® (4.16)

mit 3 = 3 (w, 7).

Da Imp < 0, also insbesondere p ¢ R, ist i — o # 0 und wir schreiben im folgenden

einfach v = ;:”M. Da 777 = 0 ist, gilt: exp (7y) = 1 4 7y. Damit erhalten wir aus der

Forderung 0;1T = T'y:

05T = 07 (To + Tony) = Toy (4.17)
Ty = (To + Toiy) v = Toy + Toiy” (4.18)

Aus der Gleichheit folgt nun 72 = 0.
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Fiir ¢ = 1,2 lasst sich die Gleichung (4.14) &hnlich 16sen und wir erhalten mit

w=x+ ju+ gt (4.19)

als allgemeine Losung o
T =Ty (w,n) e e (4.20)
mit o/ = o/ (w,n). Statische Solitonen erhalten wir fiir = —i, denn dann ist w = z und

1) unabhéangig von ¢.
Im kommutativen Fall fallen die beiden exp-Funktionen aus dem Projektor P raus, so
dass im kommutativen Fall als allgemeine Losung

T =Ty (w,n) (4.21)
bleibt.

4.1 nicht-kommutative Solitonen

Nicht-kommutative Solitonen erhalten wir, indem wir nun annehmen, dass die Koordi-
naten z,y operatorwertig sind und folgender Kommutatorrelation geniigen:

[z,y] =0 6 € Ryp (4.22)

Dies tibertragt sich auf die Koordinaten w,w von denen P abhéngt folgendermafien:
[ww]==0(p—p—p ' +a")=28>0 (4.23)

Dies legt wie in Kapitel 2.2 beschrieben die Einfithrung von Erzeugern ¢! = ﬁw und

Vernichtern ¢ = ﬁw nahe und wir erhalten eine Erzeuger-/Vernichter-Algebra

[c, cT} —1 (4.24)

zusammen mit einem Fock-Raum:

_ _ ()
cl0) =0 |n) N |0) (4.25)

Im statischen Fall wird w = z und wir schreiben wie in Kapitel 2.2 auch a statt c.

4.2 Energiedichte

Um die Energie der supersymmetrischen Solitonen zu bestimmen miissen wir die Ener-
giedichte fiir statische bosonische Solitonen

E€bos = trU(n) {azq)a 62(1)}* (426)
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verallgemeinern (siehe [LeNon|). Wir erhalten als supersymmetrische Energiedichte, wo-
bei wir hier und in Zukunft die U(n)-Spur nicht explizit angeben werden:

e = / dndii (8, + ind.) @, (9, + i70Z) D] (4.27)

Dies gilt nur fiir statische Solitonen. Fiir zeitabhéngige supersymmetrische Solitonen ist
noch keine Energiedichte bekannt.
Fiir den Fall das wir ein statisches Soliton betrachten ist

®=1-2P (4.28)

und wir konnen die Energiedichte fiir P statt ® auswerten und anschlieffend mit 4 mul-
tiplizieren. Zerlegen wir P als

P =P+ Pln+ P%j 4+ P2yj (4.29)
und beriicksichtigen in der folgenden Rechnung, dass
[ ndn (504 £+ £+ fam) = -1, (4.30)

wir also nur die Terme proportional zu 17 berticksichtigen miissen, so wird die Energie-
dichte € zu:

€= / dndn [-P' + P25 +i0, P’ — i0,P*n, — P? — P2y + i50; P° + i0: P
- / dndi {[~P',i0.P'] - {P'2,—P'2} 4 {i0.P°,i0.P"} + [~i0.P?, —P*] }

={0.P°,0:P} +i [P',0:P'] +i[P? 0.P%] —2P"* » P

_o12
—0 —el —e2 =€

(4.31)

4.2.1 Auswirkung einer Translation auf die Energiedichte

Im folgenden betrachten wir die Auswirkung eines unitéren Translationsoperators U, der
durch Konjugation den Vernichter a auf a — na verschiebt, auf die Energiedichte. Hierbei
ist a natiirlich eine Graffmannvariable. Mit der BCH-Formel lasst sich U zerlegen als:

U =exp(aja’ —ara)

:eféaf&fenacﬁ eﬁ&a

(4.32)
1
= <1 — 577770404) (1 + naa®)(1 4 Faa)
und durch Konjugieren erhalten wir:
1
Ul = (1 - 577770@) (1 —naa’)(1 — Gaa) (4.33)
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Die spéter benotigten Kommutator-Relationen sind:

[U,a] = —nal [U, of } = faU (4.34)
[a, UT] = —naU’ {aT,UT} = faU’ (4.35)

Damit gilt:
UaU' = a — na (4.36)

Fiir den bosonischen Anteil der Energie gilt beim Projektor P:
Ey[P] o« Try [a, P] [aT,P} (4.37)
Fiir den transformierten Projektor UPUT erhalten wir:
B {UPUT} Trs [a, UPUT] [aT, UPUT]
—Try [UT all, P] [UT 'l P}
(4.38)
=Try [a + na, P] {aT —na, P}
=Try [a, P] {aT,P}

Diese Transformation dndert also wie zu erwarten nichts am bosonischen Teil der Energie.
Wir benutzen die Abkiirzungen

Xt = [aT ,X} X~ = [a, X] (4.39)
mit denen fir die Energie des Solitons ® = 1 — 2P folgendes gilt:
i i
E|P :87r9/d dn'Tr [8 P—-— P+,6P+—_P_} 4.40
[ ] nanlry | oy \/%77 gl \/%77 ( )

Fiir den Integranden von E[UPUT] erhalten wir:

E[UPUY) Try |0, (UPUT) — “ (Ut + o,(UPUT + M wpy —]
UPU] T 0,UPUY) - WP 04(UPUY) + <L)
1 1
—Try [(aaT — 50@)UPU" 4 U(9,P)UT + UPUY(—7iac - a(a’ +7ia))
-, __ T in +77t in tr—=
—(—ga)yurUt - ——vupPtut - ——UPU'(ha),
70( 1na) T T U]
1 1
(5770464 + a(a —na))UPUT + U(9;P)UT + UPUT(inad — Q)

i con i ;

+ W avrut + 2uput + 2Luput(—na
Nk NG, U PU (e

—Try |ad UPUT + U8, P)UT + UPUT (—ad’) — LU PHUT,
'H|: ( n ) ( ) \/%

aaUPU' + U(8;P)UT + UPU' (—aa) + i—ﬁUP’UT
(0,7) (~aa) +—ZUP U]

(4.41)
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\/Lz_anzﬁ +aPt,0;P + \/LQ_HﬁP* + dP} (4.42)

Fiir die Energie liefert das Konjugieren mit U also eine Verschiebung:

=Try [8,7P —

n — n+iv20a i — 7 —iV20a (4.43)

Somit gilt fiir den konjugierten Projektor:

Rl

UPUT =P° + (Pl - aPO+> n+ (P2 - aPO’)

pr1 pr2
+ <P12 —aP'” +aP*" - a@PO+_) 07

/

(4.44)

~
— pr12

Wir wissen, dass fiir die Energie des Solitons folgendes gilt:

1 o+ 50— 1 /. + -
E[P| = —1670Try 4 — PO po —<P2P2 _ip'p! ) pl2pi2 4.45
P = 160 { 3o PP+ PP (1.45)

Mit
Try (AB™) = Try (—A™B) (4.46)
berechnen wir den Beitrag zur Energie von P'':
TI"}—( (P11P/17>

—Try {Plpl — —aP"TpP 4 aP1P0+_}

(4.47)
—Tryy P +2aP PO
=0 falls P nur eine Graffmannvariable enthélt
Durch Konjugieren erhalten wir:
Try, (P’QP'Q*) = Tiy Vil s +2aP?P"t T (4.48)
=0 falls P nur eine Graffmannvariable enthélt
Fiir den Beitrag von P"2P''2 zur Energie berechnen wir:
Try (P2 P"?)

—Try {P12P12 +2p1? (-aPl’ +aP? - aaPO*’> —aa [Pl’, Pﬂ }

(4.49)

1 _ I
=2y { S PP+ aP2p2t _ api2plT oG <P12P0+ + P! P2+>

=0 falls P nur eine Gramannvariable enthéalt
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Hatte das urspriingliche Soliton ® = 1 — 2P nur eine Gralkmannvariable, so veréndert
sich die Energie von ® durch konjugieren mit U also folgendermafien:

1
—16760
—9Tryy {aP1P0+’ +aP’P"" —oa <P12P0+’ n P“Pﬁ)}

(E[UPUT] - E[P]) .
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5 Rang-1-Solitonen

Wir konstruieren nun Solitonen und berechnen fiir den statischen Fall ihre jeweilige
Energie. Die Beschrinkung auf den statischen Fall ist dabei keine Einschriankung, da
dieser bei Rang-1-Solitonen durch eine Lorentztransformation immer erreicht werden
kann. Es wird sich herausstellen, dass die Supersymmetrie keinen Einfluss auf die Energie
hat.

5.1 U(1)-Solitonen

Wir betrachten zuerst den abelschen Fall (U(1)) von Rang-1-Solitonen. Den einfachsten
Fall der sich von den nicht-supersymmetrischen Solitonen unterscheidet erhalten wir fiir:

T) = |+ ) Qptf = O+ 10 (5.1)
Hierbei gilt
i p) = em¢ e o)
= (1 + nococT) o) (5.2)
= |a) + Acl )

mit der Abkiirzung A = na,. Auferdem haben wir hier verwendet, dass die Reihenent-
wicklung der exp-Funktion fiir die Grafmann-Variable 1 aufgrund von n? = 0 nach dem
zweiten Term abbricht.

e =143 (5.3)

erfiillt die definierende Gleichung der exp-Funktion

One™ =0, (1+nB) =53

5.4
pe"’ = 5 (1+n8) = B — s o4

nur wenn 3 (in unserem Fall a,) auch eine Grafmann-Variable mit 3% = 0 ist. Da 13
bosonischen Charakter hat war natiirlich vorher schon klar, dass # fermionisch sein muss.

Da
(a|a) = elol’ (5.5)

erhalten wir: ,
(T|T) = el (14 xa + X+ I\ (1 +]af?)) (5.6)

=A

Mit Hilfe der geometrischen Reihe bestimmen wir das Inverse zu A als:

% =1—(Aa+da+ M\ (14 a?)) + 2\l

=1-Xa—Aa+ A\ (-1+]a]?)
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Damit wird der Projektor P zu:

ef|a‘2

<1 + )\CT) v} (] (14 Ac)
= e {ja) (af + A (=ala) (o] + ¢' o) (o] ) + A(=ala) o] +[a) (alc)  (O)
A ((lal? = 1) o) {a] = act o) (a] = ala) (al e+ ¢ |a) (af ) }

Spezialisieren wir uns auf den Fall & = 0 so wird P zu:

P = [0){0] + A1)(0] + A0)L| + AX (= 0)(0] + [1)(1]) (5.9)
Betrachten wir den statischen Fall y = —¢, so wird das Soliton ¢ zu:
®=1-2P (5.10)

Um das Profil von ® in z,z- (bzw. z,y)-Koordinaten zu erhalten bendtigen wir die
Moyal-Weyl-Transformierten der Abbildungen |0)(0], |1)(0|,|0)(1] und |1)(1]. Wir wissen
aus |LeNon|, dass fiir den Projektor auf das Vakuum gilt:

|0){0| = Weyl-geordnet {2672(:&} (5.11)
und damit liefert die inverse Moyal-Weyl Abbildung;:
2Z 2] 2
|0){0] = Weyl-geordnet {26726(;} —2e 720 =2 @ (5.12)
Fiir die anderen Abbildungen erhalten wir damit:
z El
[1)(0] = cf [0)0] —— 527
z _ _lz? 1 z IEI
=T <—5) 2% (5.13)
4 zZ  _lx?
=4——c
V20
Konjugiert man dies, so erhalten wir:
|z| 2
10)(1] = [0)(0] ¢ — d——e" 3 (5.14)

Und schlieflich berechnet man leicht:

11)(1] = ¢t [0)(0] ¢ — <4¢LQ_06—¥> .

EREE _E? Jaf? 2
:276 o —2e @ _76 0 (5.15)
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Damit lautet unser Soliton in z, z-Koordinaten:

_lz? 2z 2z - ’2‘2 ) }
O=1—-2P=1—4e 0 1+ —A+—"A+2(— — AN 5.16
{ V20 V20 < 0 (5.16)

5.1.1 Energie

Wir wollen nun die Energie und Energiedichte bestimmen. Fiir die Energiedichte ¢ gilt
nach Gleichung (4.31)

e={0.P°0:P°} +i[P',0:P'] +i[P? 0.P?] — 2P"? x P'? (5.17)
Da wir nur eine Graffmannvariable «a, haben gilt
P'%0:P' x 0?2 =0 (5.18)
und ebenso:
P25 0.P?xa’=0 P24« P2 xa2a2 =0 (5.19)
Um die unendliche Summe beim x-Produkt zu umgehen, bleiben wir im Operator-
Formalismus und erhalten als Energiedichte (wegen p = —i ist a = ¢):
t
o= (] [
—~ 554 (@10)0] ~ 0)0]0). (a'[0)0] - o) ) (5.20)
=0 =(1 =1 =0

1
= 5g (10)(0] + [1)(1])

Damit lautet die Energiedichte in z, z-Koordinaten:

(5.21)

Dies ist auch die entsprechenden Energiedichte im nicht-supersymmetrischen Fall mit
T) = 10).
Damit erhalten wir dieselbe Energie wie im rein bosonischen Fall:

E = Epos = 4 % 210Trye = 8 (5.22)
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5.2 U(2) Solitonen

Kommen wir nun zu den nicht-abelschen U(2)-Solitonen. Wir betrachten wieder einen
einfachen Fall von U(2)-Rang-1-Solitonen bei dem wir auf

IT) = <>‘b+];j_i‘l+ >‘f> = (A i ﬁ") (5.23)
f a-+an
projizieren, mit anti-kommutierenden $ und « und |A| # 1.
Fiir 1
P=1T) (T (5.24)
(T|T)

bendtigen wir das Inverse von (T'|T"). Es ist

(T|T) = [AN*+ M+ A+ A Ay +ala+apa+alay + apar

B - (5.25)
= b+ fn+gn+ hnq
mit . i
b=1+N =G+
N =AMt (5.26)
g=—-A3+aa h=00+ax
wobei wir die Abkiirzung
1= |\? (5.27)
eingefithrt und o B B
pn=n6=—pn (5.28)

verwendet haben. Bei der Bestimmung des inversen von (7'|T") miissen wir beachten,
dass es sich bei b, f und g um Operatoren handelt, die nicht miteinander vertauschen.
Man rechnet leicht nach, dass fiir das inverse gilt:

N N 1 1.1 1 1 1.1 1 1.1 1.1 1 )
(b+ fn+ g0+ hnn) (g —gfgn— 593774' <—gh3+gggfg —gfggg> 7777> =1

(5.29)
Um die Rechnung einfach zu halten, fithren wir folgende Abkiirzungen ein:
N,=N+=x (5.30)
1 1
=-=—— 5.31
Th T+ (5:31)
1
= 5.32
T I i Ntz (5:32)
Damit gilt:
aCy = Cpy1a aN; = Nz11a (5.33)
aley = cpqal a'N, = N,_1a’ (5.34)
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Entwickeln wir nach den fermionischen Koordinaten

(T|T))"" = c+ Fn+Gij+ Knj (5.35)
so gilt:

F =-)\3c? —aa'eie (5.36)
G = \3c? + acca (5.37)

Mit
cgefe =163 — MNpaa' e + N\pacc?a + aac?e; Ny (5.38)

und
—cfege = 1B — Abaae1? + A\packeia + aac®c_ | N (5.39)

erhalten wir:
K = aac®*(Nici+ Ne_q — 1)+ 852 (2le—1) — AaBerc(c+e1)a+ AafBal cer (c+¢p) (5.40)

Damit gilt:

f
P Aca
ac)\ Nicq
IF 4 Beh  Beal + )\FaT>

<aF)\ +ac\ aFa' + acal

_l’_

(5.41)

IG— X8 MNGal — Aca) _
+ n

aG\ —acf aGa' — aca
IK — BG\+ \FB + e AKa' — BGal + \Fa + ﬁca)

aKX—aG\+ aFB +acf aKal — aGal + aFa + aca
5.2.1 Energie

Wir wollen nun die Energie und Energiedichte bestimmen. Fiir die Energiedichte ¢ gilt
nach Gleichung (4.31)

= —% {POF, PO} + ﬁ [P, P - \/% [P?, P>*] —2P'? P12 (5.42)
=e? =l =2 -
Fiir die Energiedichte & bendtigen wir also die U(2)-Spuren von
{P+, PO} [P', P'7], [P?, P?*] sowie (P'2)%. (5.43)
Aus Pf = P folgt (P*)" = —P2 und damit das
P2 [t P2 | = ([P o, PY)) (5.44)
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Bilden wir die U(2)-Spur von {[a, PO] , [aT,PO]} und sortieren nach c,-Potenzen, so
erhalten wir wie im rein bosonischen Fall:

tI‘U(Q) { [a, PO] y [aT, PO} } =
cc1 (20°Ny + 4INNy 4 2N%Ny) + ¢f (—2Ny — 21N} — IN1 N, — N} — N7 M)
+ ¢ (=21°Ny — 2IN? — IN_1N = N*) + cc_y (2I°N + 2INN_,)

+ 2y (<IN —INN_1) + cic2 (2IN1Ny + 2N{No) + 3 (=IN1No — N1 N3)
(5.45)

Dies lisst sich mithilfe von N, + 1 = ¢; ! vereinfachen zu:
) { [0, "], [aT’ PO] } =— N — Ny + 12Ny (I+ N) — ¢f (IN; N2 + NN7) (5.46)
— ¢ (I’Ny + INN_1) 4+ c2IN — ¢_1IN + ¢2N1 N,

Da die einzelnen Terme von €° bei der Summe > N—o nicht absolut konvergieren, muss
man an dieser Stelle aufpassen wenn man Terme umordnen will. Aus diesem Grund
verzichten wir darauf und berechnen mit Maple:

K 3
Lol [t po]) (I+K+1)° -1
NZO{[’P]’[ ’P]} 2+2l(l+K)(l+K+1)2(l+K+2) (5.47)

Wir erhalten also:
Trytry (o) {[a, PO} , [aT,PO} } = -2 (5.48)

Dies ist der zu erwartende normale bosonische Beitrag zu der Energie (siche [LeScal).
Sortieren wir try o) [Pl, Pl_] wieder nach ¢, Potenzen, so erhalten wir diesmal:

trp) [P, o, P']] = ap{

Ae1 (312N, + 4INNy + N?Ny) + e (=31°N — IN? —2INN_1) 4+ cc_1(—N)
+c?c1(=3NNy — 3INy) + cc® | (I’N +INN_y) + cc® 1 (—IN) + ¢*(3N)
+c?c_1(N? 4+ 4IN) 4 *(=3IN — N?) 4 cc3(—I> Ny — INN; — 3IN} — 3NN?)
+cct(4INy + 3N? + 3N Ny) + cci1(=3N1) + 3 ea (31N Ny + 3N7 No) + ¢ (Ny)
+S(=INy — 3N?) + 13 (—IN1 Na — N1N2) + c2ea(— Ny N3) + clcg(NlNz)}

(5.49)

I vereinfachen, wobei der Ausdruck in den

Dies lasst sich wiederum mit N, +1 = ¢
geschweiften Klammern zu

2(0261ZN1 + ?c_1IN + 2N — 2IN + cc%NNl — c?2N12 + C%CQNlNQ —cc1Ny)  (5.50)

wird. Auch hier konvergieren die einzelnen Summenglieder nicht absolut, so dass wir
nicht umordnen diirfen. Mit Maple finden wir

s _ A(K +1)
NZO“U@) [P o, P1]] :aﬁ)\{_(lJrKJrQ)(l+K+1)(Z+K)(Z+K+1)2}'

(5.51)
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e! und &? liefern also keinen Beitrag zur Gesamtenergie. Durch Konjugieren erhélt man:

try (o) [PQ, [QT,P2H =
dB)Q(chllNl + e 1IN + AN — 32N + cc%NNl - ci’Zle + C%CQNINQ —cc1Ny)
(5.52)
Um 1:1rU(2)P12P12 zu bestimmen zerlegen wir zuerst P'2. Da beim Quadrieren auf jedes
A ein A trifft, lassen wir zur Vereinfachung die A weg und ersetzten A durch [ = A\. Damit
erhalten wir:

pl2 _ Ic2(Nyey + Ne_q — 1) I3(Nie1 + Ne_y — 1)al —la'eice 0
~ \ac}(Nicy + Nc_y — 1) —ceia ¢2(Naca + Nic — 1)Ny — 2Njcep + ¢

122l — 1) = 2Ic® + ¢ 12(2lc — 1)a' — Ic%al 43
ac?(2lc — 1) — ac? c2(2le; — 1)Ny

—lere(c+c1)a +ccra —leye(c+ e1)Ny + cey Ny + 1c? — ¢ as
—acic(c+c1)a —acie(c+ ¢1) Ny + ac?

ateei(c+¢1) —lateey ateey(c+ cp)al o
INycei(c+ ¢1) —1c? — Nicep + ¢ INjcei(c+ cp)al — Ic2al
(5.53)

Damit gilt:

‘51“[](2)]312]312 = adﬂB{

23 (Niey + Ne—y — 1) (1% (2le — 1) — 21 + ¢)
+(=lere(e + ¢1) + ce1) Ny (PPeey (e + ¢1) — leey)
+(=lec_y(c—1 +¢) + c1¢)N(Pe_yc(c_1 + ¢) — le_1c)
+(Ic3(Nye1 + Ne—y — 1) — lee_1 )N (2 (2lc — 1) — ¢?)
+(Ic3(Nycg + Nic — 1) — lere) Ny (3 (2le; — 1) — ¢2)
+(1c3(2lc — 1) = 1c*)N(c*(Niey + Ne_y — 1) —c_q1¢)
+(1c3(2le; — 1) — 1) N1 (2 (Nocg + Nic — 1) — ccq)
—2(—=leye(c+ 1) N1 + cey Ny + I? — 0)2
+(—cc_1(c_1 4+ ¢))NN_1(Pc_1c(c_1 +¢))
+(—caci(e1 + ¢2))Na Ny ((Perca(cr + ¢2))
+2(c2(Nacy + Nic — 1)Ny — 2Njcey + ¢)(c3(2le; — 1)Ny)
+(—cac1(c1 + c2) Ny + C%)Nl(lNgclcg(Cl + o) — lc%)
+(INycer (e +¢1) — 1*)N(—cie(c + ¢1) Ny + 02)}

(5.54)

Mit Maple berechnet man, dass die Fockraumspur 0 ergibt. Wir erhalten also durch
die Supersymmetrie wieder keinen zusétzlichen Beitrag zu der Energie.
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Wir wollen die Energie nun noch mit dem in Kapitel 4.2.1 beschriebenen Weg be-
rechnen. Wir hatten dort gesehen, dass eine Verschiebung von a auf a — na nach Glei-
chung (4.50) eine Anderung der Energie gemif

1
(E[UPUT] - E[P])

—1670

(5.55)
—9Tryy {aP1P0+’ +aP’P"" —oa <P12P0+’ n P“Pﬁ)}
mit sich fiihrt.
Beginnen wir mit folgendem T

T = (A Zﬂ”> (5.56)

welches mit einer Translation auf unser urspriingliches 7' transformiert werden kann.

Das zu diesem T gehorende Soliton, enthélt nur eine Grafmannvariable und somit ist
die dazugehdrige Energie gleich der Energie im rein bosonischen Fall. Aus der obigen
Rechnung lesen wir ab, dass fiir den Projektor gilt:

T

p_ lc_ Aca

ach Njc
n AN ANa' 3
—ac’\?  —cZNi) g
—EN) A\t i
—ac®?N  ANiA 1

AN(N —1)  —2\Ncal 8800
—2AN\a  Nic3(l—Ny)) PP

(5.57)

Um die Anderung der Energie zu berechnen benétigen wir noch

o+— _ [le—ieer(l— Ny) at2l\cereo
P o < a2lc_qccq lecyea(N —1) (5.58)

1- c2c3(1? — NNy)a 22 (2NNl + NI2 + Ny1?)
Pt = 2.2 272 2.2 2\, Y B (559)
cics(Ny + No + 20)a” A cic5(N1 Ny — 17)aA
p2t _ afAc?c3 (1> — NNy) aT2A2c%c§(N1 + Ny +210) 3 (5.60)
(2NNl + N2+ Ni?)  afA33 (N Ny — 12)
wobei wir hier schon die Terme vereinfacht haben.
Damit berechnet man leicht:
TrHTrU(Q)PlPOJr* = Trp AB(ISPN + EN? —lac®a’ — 3Ny Ny ) (5.61)

:aaT
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Unter der Fockraumspur diirfen wir in den beiden letzten Termen das a' von rechts nach
links schreiben, so dass Try PPt~ verschwindet. Weiter berechnet man direkt:

Try Try o) PP P*T ™ = TrpAB(—1* N + NI — ¢ NT + ¢} N}) = 0 (5.62)
Nach kurzer Rechnung erhalt man des weiteren
Tiyg (P12P0+‘) = Tip(—2Nlc_1c%e1) 3B (5.63)

und:
ey <P1‘P2+) = Tip(SerlN + e IN, ) BB (5.64)

Mit Maple berechnen wir schnell den Grenzwert
Try (P12P0+‘) — Try <P1‘P2+) = (1421 — 22N (1))3p (5.65)
und auch eine direkte Rechnung zeigt:

Try (PHPO*’ + P“Pﬁ)

- (5.66)
=TryNlc_ 1 {(N =1+ =2(N+1)+(N+1+01)}pB=0
Hierbei haben wir wieder ausgenutzt, dass unter der Fockraumspur gilt:
ccHINy = c_13IN (5.67)

In der obigen Formel bezeichnet (! eine Polygammafunktion, die Trigammafunktion:

tefzt
1—et

00(:) = @.Fm(r(e) = [ ar (5.68)

Dies bestétigt unser urspriingliches Ergebnis das zur Energie nur der bosonische Anteil
beitréigt.
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6 Rang-2-Solitonen

Um zeitabhéngige Rang-2-Solitonen zu erzeugen benutzen wir die Dressing-Methode, mit
der man neue Solitonen rekursiv aus bekannten Solitonen geringeren Ranges erzeugen
kann. Wir schauen uns dazu zuerst an wie die Methode im bosonischen Fall funktioniert.

6.1 Streuung von nicht-kommutativen bosonischen Solitonen

Wir skizzieren hier noch einmal den Weg Solitonen mit dem Dressing-Verfahren zu kon-
struieren bei denen v Pole hoherer Ordnung hat, wie in [LeSca| beschrieben. Dazu neh-
men wir an, dass wir eine Losung ¢ des linearen Systems

(COp — Ou)tp = A (COy — 02)¢ = BY (6.1)

haben. Wir betrachten wieder den einfachsten Fall, dass ¢ = 1+ >/, %’%Pk nur
einen einfachen Pol bei ( = —i hat, so dass

2i
=1- 6.2
v C+i (6.2)
und fiir unser Soliton @ gilt:
b=1-2P (6.3)
Entwickeln wir Gleichung (4.3)

A== (COr — 0u) ¢! (6.4a)
B =~ ((0, — 0y) ¢! (6.4b)

mit (6.2) fir grofe ¢ so erhalten wir:
A= —2i0,P B = 2i0,P (6.5)

Das Dressing-Verfahren besteht nun darin eine neue Losung ¢ zu neuen A, B mit

) = —1 mMP 6.6
b= xv X +;<_Mk a (6.6)

anzusetzen. Wahlen wir also fiir ¢ die statische Losung mit nur einem Pol und setzen x
als vom gleichen Typ an, so erhalten wir

N % - 2
w=x¢=(1—<+iP)(1—C+i

P) (6.7)

und 9 hat einen Pol der Ordnung 2. Einsetzen von # in die neue Realititsbedingung

Yyl =1 (6.8)

liefert wieder: )
Pl =p=p? (6.9)
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Also ist auch P ein Projektor und lisst sich wieder als

-1 .
P=T—=T" (6.10)
TiT
mit einer n X 7-Matrix T schreiben. o
Da 1) wieder eine Losung des linearen System mit anderen A, B sein soll, erhalten wir
aus dem linearen System durch Einsetzen des Ansatz (6.7), unter Benutzung von (6.4)

und der Realititsbedingung )t = 1:
o)l

> (1_<jfi15>(Cﬁx—au)<1+<2_ii]5>(6.11)
~ () (COy — 9u) ()

2% % 2% 2i -\ (6.12)
=(1- -P|B(1+ P —(1- P | (C0y—0z) | 1+ -P
(1-57) ( 7) - (1- ) -0 (14 257
Da A und B nicht von ¢ abhingen, miissen die Pole bei ¢ = =i auf den rechten Sei-
ten in (6.11) und (6.12) behebbar, die zugehorigen Residuen also gleich 0, sein. Durch

addieren und subtrahieren der Residuen voneinander und mit (6.5) erhélt man die Glei-
chungen:

A= —(O)(C8: — 0[]

B

(1- P) {8515 + (agp)ﬁ} =0 (1- P) { 0P + (9.P)P } =0 (6.13)
Dies lasst sich mit
(1-P)P=0 (1-P)T =0 (6.14)
vereinfachen zu

(1~ P){af +[a, P| T} %TT =0 (- P){af iy [d,P| T} %TT —0 (6.15)

wobei wir die Abkiirzung v = —\/g eingefithrt haben. Dies konnen wir mit den Forde-
rungen

of +[a,P)T =T2 aT — iy [aT, P] T =T2 (6.16)

mit Funktionen Z;(t,a,a') 16sen. Im abelschen Fall wihlt man hierbei Z; = z; € C und
im nicht-abelschen Fall Z; = a und Z5 = 0.
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6.1.1 U(1)-Solitonen

In |[LeSca| wurde das Dressing-Verfahren im abelschen Fall mit folgendem Ergebnis an-

gewandt:
Fir
P = {0)(0 (6.17)
und z; = zo = 0 berechnet man:
‘T> = |0) + int|1) (6.18)
und damit: )
P= m(yoxoy + iyt [1)(0] — it J0)(1] +~2¢2 [1)(1]) (6.19)
Fiir das Soliton ® = 1 — 2(P 4 P — 2PP) erhilt man also
2 ) .
d=1- m(ﬁ? 0)(0] + a7yt [1)(0] — iyt [0)(1] -+~ [1)(1]) (6.20)

und damit fiir grofe Zeiten:
Jim @ =1- 2(]0)(0] + [1)(1]) (6.21)

Es liegt fiir grofse Zeiten eine 2-Soliton-Konfiguration vor und es findet keine Streuung
statt.
Man kann noch die Energiedichte bestimmen als:

1

£ :iatqﬂat@ +0,8'0z® + 0:070,®
2 4’)/2t2
= { e (0001 + 1411) + gy 1000 .
242 242 .
+ 22 (10l + ) - %(uxm + o)z
i 343
(f%(x/i [1(0] = V210)(1] + [2)(1] — [1)(21) }

Die Energie berechnet man als 167, welches die doppelte Energie von unseren Rang-
1-Solitonen ist.

Uberfiihrt man die Energiedichte mit der inversen Moyal-Weyl-Abbildung (2.17) in
z, z-Koordinaten an, so erhilt man mit 2 = 2Z:

16e~ /0 22 (12 212
__ e oz 2 AT ) (1A 2
o 02(1+2t2/9)2{ Frrtg (9 >< * 9>t
P

4
2y )

Untersucht man die Maxima von &, so findet man eine Ringstruktur mit zeitabhéngiger
Grofse und Form.

(6.23)
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6.1.2 U(2)-Solitonen

In [LeSca| wurde auch ein U(2)-Rang-2-Soliton konstruiert.

Fir
T— C) (6.24)

T (1) = (%) % — st +h(2) (6.25)
z 1 1+2z406

mit einer beliebigen meromorphen Funktion h(z).
Fir h = 0 erhélt man

erhalt man:

L+2r2 + 7t + 42(1 + 2r?)

=16
o (1 +2r2 4+ rd 4 442)2

[14+0(0/r%)] (6.26)

und einen Grenzwert fiir grofle Zeiten:

tlgcnoo o, — -1 (6.27)
Das bedeutet, dass fiir h = 0 auch keine Streuung stattfindet. Jedoch liegt wieder wie im
abelschen Fall eine ringartige Struktur vor.
Fiir h = 22 erhalten wir jedoch

1+ 1072 4 5r% 4+ 4¢2(1 + 2r?) — 8t(2? — ?)

=16
o (1+ 2r2 + 570 + 462 + 8t (22 — y2))2

[1+0(0/r%)] (6.28)

mit Maxima nahe der Punkte 2% 4+t = 0 (fiir diesen Fall ist 7 = T'). Fiir groke Zeiten
haben wir also die Maxima (“Energieklumpen”) bei z = 4+v/—t. Mit z = x + iy erhalten
wir also zwei Solitonen, die sich entlang der x-Achse beschleunigt aufeinander zu bewegen,
um 90° streuen und sich entlang der y-Achse langsamer werdend voneinander entfernen.
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6.2 Streuung von nicht-kommutativen supersymmetrischen Solitonen

Wir untersuchen nun die Auswirkungen der Supersymmetrie auf das Dressing-Verfahren.
1 erfiillt dabei die zusétzliche Gleichung des linearen Systems:

(€01 — D)y =C (6.29)

Fiir ¢ mit einem einfachen Pol bei ( = —i erhalten wir aus (6.29) mit Hilfe der Reali-
tatsbedingung ¢! = 1 und im Grenzfall ¢ — oo:

2i 2i 1
C=- (1 — —2P> (€01 — 09) <1 + —2P> = —2i01P+0O(=) (6.30)
¢ ¢ ¢
Wir setzen wieder ¢ als .
Y =Xy (6.31)
und auch y als
-2 f (6.32)
XTI '
an. Mit der gleichen Rechnung wie im bosonischen Fall erhalten wir wieder
Pl =p=p? (6.33)
und setzen P wieder an als )
TiT

mit einer n x 7-Matrix 7.
Da 9 noch zusétzlich zu den bosonischen Gleichungen

(CO1 — Do)h = C (6.35)

erfiillt, erhalten wir zusétzlich zu (6.11) und (6.12) noch:

C = —9(Q)(¢d — &) [P
N (1_ gi¢p> ¢ <1+ 42_i1-15> - (1— C%iiﬁ> (CO1 — Do) <1+ 42_ii13> (6.36)

Da auch C nicht von ¢ abhéngt miissen die Pole bei ¢ = =i auf der rechten Seite von (6.36)
behebbar, die zugehdrigen Residuen also gleich 0, sein. Wir erhalten als Bedingung an

P:

(1 — P)((2i01P)P + (i0; — 82) P) =0 (6.37)
——
=2idy
Benutzen wir wieder
(1-P)P=0 (1-P)T =0 (6.38)
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und

01 = Oy + Oy (6.39)

so wird die Bedingung zu

(1~ PY0yT + (0, + 8,7)P)T~)%TT —0 (6.40)

welche wir mit folgendem Ansatz 16sen:
05T + (0 + 05)P)T =TZs (6.41)

Diese Gleichung mischt n- und 77-Ableitung. Dies wird dafiir sorgen, dass wenn wir spéter
mit Objekten A = an in T starten, in T auch Objekte der Form an auftauchen werden.

Leider kennen wir keine Energiedichte fiir nicht-statische supersymmetrische Solito-
nen, so dass wir weder die Maxima der Energiedichte noch die Gesamtenergie berechnen
kénnen. Weiter konnen wir natiirlich auch nicht feststellen, ob die Supersymmetrie eine
Auswirkung auf die Gesamtenergie hat oder ob wieder nur der bosonische Anteil beitrigt.
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6.2.1 U(1)-Solitonen

Wir wenden nun das supersymmetrische Dressing-Verfahren auf das U(1)-Soliton aus
Kapitel 5.1 an. Dort hatten wir fiir

T) = Incy = 10) + A1) (6.42)
mit
A =na A =an=—-na (6.43)
den folgenden Projektor berechnet:
P = [0){0] + A1)(0] + A0)L| + AX (= 0)(0] + [1)(1]) (6.44)

Fiir das Dressing-Verfahren benétigen wir:

P~ = —[0)(1] + A (J0)(0] — [1){L]) = AVZ[0)(2] + AA <2 0)(1] — V2 |1><2|> (6.45)

P = [1)(0] -+ AV2[2)(0] + A (11)(1] = [0)(0]) + AX (=2[1)(0] + V2[2(1])  (6.46)

8, P = a[1)(0] + a (— [0)(0] + [1)(1]) (6.47)

P = —a|0)(1] — aA (= [0)0[ + [1){(1]) (6.48)
Wir miissen die Gleichungen

a ‘T> + P ‘T> - (T> 7 (6.49)

o, ‘T> — Pt ‘T> - ‘T> Zs (6.50)

0; (T> + ((9y + ) P) ‘T> - (T> Zs (6.51)

16sen, wobei wir annehmen werden, dass Z; = z; Konstanten sind, die wir wie iiblich als
2 = 20 + 2in + 220 + 2207 (6.52)

zerlegen. Hierbei ist z3 natiirlich fermionisch, folglich zé, z§ bosonisch. Weiterhin machen
wir den Ansatz

[e.e]
(T> =3 Ty n) (6.53)
n=0
und zerlegen wieder:
Ty =T + Tjn + TP + T i) (6.54)

Wir beginnen damit Gleichung (6.49) zu 16sen und zerlegen sie dafiir nach |n). Fiir die
|0)-Komponente erhalten wir:

Ty — Ty + Ny — V2NTy + 200Ty = Ty (6.55)
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Zerlegen wir dies nach den Komponenten 0,7, 7, 77 so erhalten wir fiir die 0-Komponente

0="1T32)

welches wir mit
20 =0

16sen damit 7)) nicht verschwindet. Die n-Komponente liefert:
—aTOO = Tolz? +T00z% — 2l = —a
—~—
=0
Fahren wir erstmal mit den Gleichungen fiir |1) fort, so erhalten wir
\/§T2 — )\Tl - \/iAS\TQ = lel
wobei uns die 0- und die n-Komponenten folgende Gleichungen liefern:
0: V2T =120 =0 — 719 =0
n: V2T) + aT? = T (—a) — Ty = —V2aT?
Setzen wir dies in die 7-Komponente von (6.55) ein, so erhalten wir:
—V2a Ty =Ty — 2 =0
0

Die 7-Komponente von (6.59) liefert nun:

V2T =T 22 +12 20 — T =0
=0 =0

Aus der ni-Komponente von (6.55) folgt nun:

aT02 + 2aad? + 20aT) = 002%2 + TOQ(—OZ) — 21> =0

=0

Und schlieklich liefert die nr-Komponente von (6.59):
V2TP? — oT? = T2(—a) — T2 = 2aT?
Wir erhalten also
Ty = —2aTn + V2T 0 = V2A(T? + T1)

und
z1 = —an

und damit aus (6.49) fir n >3: 7T, =0.
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Kommen wir nun zur Gleichung (6.51):
0; ‘T> + (8, + 0;)P) (T> - (T> 2 (6.68)
Wir erhalten als |0)- und |1)-Term:

|0> : 8,7T0 - OéS\T(] —aTy + aXTly =Tyzs (669)
1) 07Ty + Ty + aATy — a Ty = Ty z3 (6.70)

Entwickeln von (6.69) liefert:

0: ~T8 —aTy =T33 (6.71)
n: —T3? — aT! — aaTy = Tz — T} 28 (6.72)
7 —aady) —aT? =Tz — T3z (6.73)
ni : —aaTy — aT? + aaTy = (Tozs)|ni (6.74)
Entwickeln wir (6.70), so erhalten wir:
0: —T2 4 oI = T2 (6.75)
E —T2 + Ty + aady = TPz — T} 29 (6.76)
7: aTd + aaTy = T2 — T2 28 (6.77)
nij aTy? + aaT) — aaTE = (T123) |y (6.78)

Diese Gleichungen kénnen wir benutzen um T3, T2, T32, Tf? in Abhingigkeit von T7),
17, Tol, T! zu bestimmen und wir erhalten aus den 0- und n-Komponenten:

T¢ = —aTy — T2 (6.79)
T2 = o1 — 1023 (6.80)
To? = —aT} — (aa + 23) T8 + To 25 (6.81)
T = oT} + (aa — 23) T + T} 29 (6.82)

Man priift leicht nach, dass auch die Gleichungen der -Komponente erfiillt werden, wenn
wir berticksichtigen, dass zg fermionisch ist, also (zg )2 =0:

—aaTy — aaTy +aTy2) = aTPzy — TY 2825 (6.83)
v —~—~
=0 =0
—adT} + aaTy —aT):) = —aTP2) — TP 2928 (6.84)
0 ’ 0

Die Gleichungen der nn-Komponente liefern jeweils die Bedingung z§2 =0

—aaTy—aaTy+aTYz —aTt 23 —aaTP 2 = T2 +aT P+ 10292 —aTl 28— (aa+23)T0 29
(6.85)
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—aaT} —aT) A +aTy 25 +aaT! +aaTy 2 = TP 232 —aT )+ 102820 +aT) 28+ (aa—23) TP 28
(6.86)
Die |2)-Komponente von (6.51) liefert uns

8,7T2 == T223 (687)

Wobei die 0- und die 77-Komponente dieser Gleichung aufgrund der Form von 75 trivial
erfiillt sind. Die n-Komponente lautet

V2 aT? = -T}20 = V2aTP2) (6.88)
—~
zfaT{)zg

ist also auch erfiillt. Die 7 Komponente liefert uns 23 = 0:

0="Ty22 +T5%28 = —V2aT) 22 — V2T 2923 (6.89)
—~—
=0
Es bleibt noch die Gleichung (6.50) zu losen, welche uns die Zeitentwicklung von T
liefert. Die |0)- und |1)-Komponenten von (6.50) lauten:

|0) : 0Ty = Toza + iy(—ATp) (6.90)
1) : OTy = Tyzo + iy(To + NT1 — 2A\Tp) (6.91)

Die 0- und die n-Komponenten dieser beiden Gleichungen kénnen wir jeweils direkt
16sen:

0),0: OTY = T2 — TY = %A (6.92)
0),n: 0Ty = Tz +Tgzo — Ty = eth(Az%t +5) (6.93)
~——
:ezgtAz%
11),0: 9T =T023 + inT? — T = ¢! (iy At + C) (6.94)
11),n: 0T} =TV2 +Ti2) +inTy =T = eth(mAz%t2 +(C2 +ivB)t + 6)
(6.95)

Hierbei sind A und C' freie bosonische und  und 6 freie fermionische Parameter.
Damit liegen die restlichen Komponenten auch fest. Wir iiberpriifen noch ob die restli-
chen Gleichungen Einschrankungen an die Parameter liefern. Wir erhalten fiir die |0) , 77-
Komponente:

KTE = op(—aTY —T29) =123 + Te2 —iyaTy (6.96)
~ ’ N~
=—aTY 2 —aiyT{—T3 2828 =—aTP28—T§2929

Dies liefert uns also die Bedingung: z3 = 0. Die linke Seite der |0) , ni-Komponente lautet:

0T = 9,(—aT! — (aa + 2TV + T2
' Th i (—ady — ( 3)Ty + T 23) i (6.97)

= —aTPz —aTlsd — ainTy — (aa + 22)T029 4+ 192329 + T 2923
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Fir die r.h.s. erhalten wir
To? — Ty 25 + T2y + T 237 z"yo?Tol

6.98
= —aT}2) — (ao + z3)T0 2+ Th2929 — aTYzs — T92023 + T9 24 — inaTy (6.98)

wobei wir schon 23 = 0 verwendet haben. Die beiden Seiten sind also gleich fiir 232 = 0.
Durch einsetzen rechnet man leicht nach, dass auch die Gleichungen fiir die |1) ,7- und
ni-Komponenten erfiillt sind und auch die Gleichung der |2)-Komponente von (6.50)

0Ty = Thzy + iyV2N(Th + ATy) (6.99)

keine weiteren Einschrinkungen liefert.

7).

Wir erhalten also fiir
7)
et
{A + (Azbt+ B)n — (a(ivAt + C) + A29) 7
+ (—O?(i’yAZ%tQ + (Czg +iyB)t +0) — (aa + z3) A + (Azgt + B)24) nn} |0)
+{(i7 AL+ C) + (A + (C24 +iyB)t + )+ (@A — (i At + C)28)i
+ (a(Azyt + B) + (aa — 23) (iVAt + O) + (ivAzt® + (Czg + ivB)t + 5)z§)m7} 1)
—V2a(iyAt + C)(n + 2317 |2)

(6.100)
Da das Abspalten von Faktoren von ‘T> den Projektor P nicht #ndert konnen wir

0.B.d.A. 2§ = 0 setzen. Weiterhin diirfen wir durch A teilen und welches eine Reskalierung
der {ibrigen freien Parameter bewirkt, also setzten wir A = 1. Aufgrund der Freiheit in der
Wahl des Zeitnullpunkts tg, welche nur eine Verschiebung der Zeitskala bewirkt, kénnen

wir C' = 0 setzen. Um ‘T> auf eine einfache Form zu bringen, teilen wir noch durch den

Vorfaktor B = <0 ‘T> vor |0). Wir erhalten mit

1
— =1— (23t + B) n+ (@ivt +29) 7
B (st +B)m+ (it + 25) 0 (6.101)
+{iyzat? + (225 +iy6a) t + fz3 + ad + aa + 25} 17
fiir den reskalierten Anteil von |1)
11 ~
<1 ‘E‘ T> = iyt + 0n + (o — ay*t?) 7+ 2iyt (ad + aa) nq (6.102)
sowie fiir den reskalierten Anteil von |2):
< ‘—‘ > mtom + tzaomn) (6.103)
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Fir [T7) = % ‘T> berechnet man nun:
<T' ‘T'> =1+ 22 — it (5 +a— omQtZ) 7
— iyt (0 +a—ay’t?) n
+ (272152 (d5 + aa + 504) + 80 + aa — @a’y4t4) nn
Um (T"|T") einfach invertieren zu kénnen, bietet sich die Wahl
§=—-a—a=¢
an. Damit verdndert sich der |1)-Anteil von |T”) zu
(1|T") =it — (e + @)+ (o — ay*t*) 7

und mit
X =1+4~%2

erhalten wir:
(T'|T") = X +intXan + ivtXan + naa(X? — 2)

Dies lasst sich leicht mit der Formel

S SR | 1_i+<i>2
X+f Xx(+4) X X \X

invertieren und man erhélt:

1 1 . L _ad 4.4

=7
Damit gilt:

7) G = 5102

) 2iy3t3
+1) (z*yt —(a+a—ay*t®)n+ aij — i aomn)

X
+ |2>(—\/§aiytn)}
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SchlieRlich erhalten wir fiir den Projektor P = |T”) WITW (1'|:

XP =|0)0| Z

. _ _ T i'73t3 _
+[0)(1| § —ivt —an+ (o +a — ayt”)q + 2 ]

+|0)(2| (—V2aivty)

. B 9,9 _ 2i’y3t3 o

101 vt = (@ +a = ay"t)n + aff + ——aan
N (6.112)

me{%ﬁ+mmm+WMﬂ+a+zfﬁ+%ﬁﬂiﬁﬂ
+[1)(2] V2(ay*t*7 — iytaani)
+12)(0] V2(—aivytn)
+12)(1| V2(—ar 2y + iytaani)
+12)(2| 2v*t2aanq
Fiir das Soliton bendtigt man noch das Produkt PP. Man erhélt:

XPP =0)(0] {1 —intai 4 %7777(1 - 7%2)}

: 2iy°t?
+[1)(0) {wt ~(a+a)n+af - = adnﬁ}
+ 2)(0] V2(—avirytn) (6.113)
+10)(1] an
+[1)(1| (ivtan + aani)
+12)(1] V2aaiytni
Fiir ® = (1 — 2P)(1 —2P) = 1 — 2(P + P — 2PP) berechnet man nun:

X(P-+ft—2ﬁp)zqm«n{7%2—¢wum7+iquf—2%§nﬁ}

, 2iy3t3
+ |0)(1] {—ryt —an+an+ ;Y( aomn}

+10)(2| V2(—iytan)

, - 2yt
+ [1)(0] S iyt + an — an + ~aan
- (6.114)
. . ad
+ |[1)(1] {’yQtz + iytan — iytan — Tnﬁ(l + %% + ’y4t4)}

VA2 am + ivtaani)
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Entwickeln wir dies fiir groffe Zeiten, so erhalten wir mit X — ~2t%:

Jim @ =12 {(J0)0] + [1)(1]) ~ v2an |2)(1] + v2an [1)(2] + 2aani (12)2] — 1)) }

(6.115)
Wir erhalten wie zu erwarten, den Anteil aus dem rein bosonischen Fall plus weitere Ter-
me mit fermionischen Parametern. Eine interessante Beobachtung ist, das dies auch der
mit unserem Translationsoperator aus Gleichung (4.32) konjugierte bosonische Ausdruck
ist. Mit A = na = —an und

U =exp(Aa’ — Xa) = <1 — %AA) (1+ Xa")(1 = Xa) (6.116)

erhalt man:

U(10)0] + [1)A)UT = [0)(0] + [1)(1] = V2an [2)(1] + V247 [1)(2] + 2a@nﬁ(l2><2l - |1><1|>
(6.117)
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6.2.2 U(2)-Solitonen, Fall 1

Um U (2)-Rang-2-Solitonen zu konstruieren starten wir das Dressing-Verfahren mit einem
vereinfachten 7" aus Abschnitt 5.2. Wir wéhlen als 7™

T— (i) (6.118)

2 =v20a (6.119)

Hierbei handelt es sich bei z immer noch um einen Operator. Falls man (was wir nicht
tun werden) das Soliton oder die Energiedichte in der z-Ebene angeben will, muss man
entsprechend alle Produkte durch x-Produkte ersetzen.

Als Projektor P haben wir damit

mit:

c cz
pP= (Zc 01N1> (6.120)
wobei wir die Abkiirzungen
_ 1
Ny = zz + 20x Cr =17 N (6.121)
benutzen. Damit gilt wieder:
ZzN, = Npi12 ZN, = N, 1z (6122)
20y = Cpi12 ZCp = Cp12 (6.123)
Spéter bendtigen wir wieder:
P~ =1[z,P] =20 ( T Clc) (6.124)
—zcicz  zeic

Pt —1[z P =20 (chc zcclz) (6.125)

—cic —ciez

Mit dem Dressing-Verfahren bestimmen wir wieder Bedingungen an 7', wobei fiir T

folgendes gilt:
~ w
T= <x> (6.126)

w=w’ + w177 =+ wQﬁ + wmnﬁ z=2"+ xln + xQﬁ + lenﬁ (6.127)

Wir zerlegen wieder wie gewohnt:

Da P nicht von n und 7 abhéngt, vereinfacht sich die Gleichung

05T + (0 + 05)P)T =TZs (6.128)
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zZu
05T = Tz (6.129)

wobei wir annehmen werden, dass z3 nicht von t, z, Z abhéngt. Da wir keine Matrixmul-
tiplikation in Gleichung (6.129) haben iibertragt sich die Gleichung direkt auf w und
€T

Oqw = w23 Opr = x23 (6.130)

Zerlegen wir Gleichung (6.129) in ihre Komponenten, so erhalten wir:

0: —T? =109 (6.131)
n: —T2 =701 — 1129 (6.132)
7 0="1%3—T229 (6.133)
nij : 0="T1220+T'22 —T%2 + 79212 (6.134)

Dies liefert uns wieder 72 und T"'2 als Kombination aus 7° und 7. Gleichungen (6.133)
und (6.134) sind dabei erfiillt, wenn wir

2=22=0 (6.135)
setzen.
Wir erhalten also:
T=T+T'n+ (-T°28)7 + (T"2 — T%23)nn (6.136)
Dies lasst sich faktorisieren als:
T = (T°+T'n)(1 — 257 — z5ni) (6.137)

Da der rechte Faktor nicht zu dem Projektor beitragt, konnen wir ihn weglassen bzw.
ohne Einschrankung
L=2=0 (6.138)

setzen.
Lésen wir nun die zweite Gleichung aus dem Dressing-Verfahren die folgendermafien
lautet:
A (6.139)
V20" V20 ' '
wobei, wir die Briiche erhalten, da wir mit z = v/26a statt a rechnen.
Wie in |LeSca| setzen wir

0

und erhalten mit der Abkiirzung
=2 — 2 (6.141)
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folgende Gleichung: ~ .
T~ =-P T+TV20% (6.142)

Wir gehen im folgenden davon aus, dass Z nicht von ¢, z und z abhéngt.
Nach einer Reskalierung

21 =V 2921 (6143)

lautet die obige Gleichung in Komponenten:
[z, w] = 20ciczw — 20cica + wiy (6.144)
[z, 2] = 20zciczw — 20zcicx + 2 (6.145)

Multiplizieren wir die erste Gleichung von links mit z und ziehen die zweite Gleichung

ab, so erhalten wir:
[z, 2w — ] = (2w — )% (6.146)
=f+fin

wobei wir f + fl1 eingefiihrt haben, mit:
r=z2w—f— fly (6.147)

Zerlegen wir die obere Gleichung in ihre Komponenten so erhalten wir in der 0O-
Komponente wie im bosonischen Fall:

[z, 20" — 2°] =0 == f=f(tz) (6.148)

Die n-Komponente liefert uns
Z
[z, 2wl — xl] = [z, fl] = fzi = fl= %fz% +g(t, z)v (6.149)

mit einem fermionischen Parameter v. Die Gleichungen fiir die 7- und n7-Komponenten
werden erfillt, wenn wir
d=2%2=0 (6.150)

setzen. Damit lautet unser Ausdruck fiir z folgendermafen:

1
x:zw—f—Zf;—(lgn—gl/n (6.151)

Kommen wir nun zu der Gleichung welche uns die Zeitabhiingigkeit von 7" liefert:

~ fLr}/ T ~
Ol =—P"T+Tz 6.152
; NoT: 2 ( )
~—~—~
7

Wobei wir wieder zg = 0 gesetzt haben und wieder die Abkiirzung 2, = zg—zg verwenden.
Benutzen wir gleich die Gleichung fiir = so liefert uns die erste Komponente:

1

Ow = —2izcicw — 2izZejez(zw — f — Zf;—(lgn —gun) + w2 (6.153)



Die 0-Komponente wird zu
O’ = —2izcyw + 2izeiczf (6.154)
welche wir wie in [LeSca| mit
w’ =1+ czf f=—2i(t+ H(2)) (6.155)

16sen.
Die n-Komponente von (6.152) liefert uns
1 | o == Z% S 1 !
Ow™ = —2iZciw + 21zcclzzf% + 2iZcci1 Zgy + 25 + cZf 25 (6.156)

welche wir mit

1 1
w! = cng% + z% Vezguty  g=—2i(t +j(2)) =0 (6.157)

16sen. Mit 22 = 212 = 0 sind auch die Gleichungen der #- und n7-Komponente erfiill-
te und man iiberpriift schnell, dass auch die Gleichungen fiir  von (6.152) und auch
Gleichung (6.144) erfiillt sind.

Mit den Abkiirzungen

1

a= %z%n B =uvn (6.158)
erhalten wir:
~ 14 zeyf zZerZzfa+ zZa+ zeygB + 8
T = 6.159
<z—01f>+<—01§f04+N104—0195+25 ( )
Dies ldsst sich zerlegen als:
. 1 5
T = <z> (14+za+p)+ <_Z1> (cif +cizfa+ c1gp) (6.160)

Fiir P spielen Faktoren von T keine Rolle, so dass wir T mit (1—zZa— ) multiplizieren

diirfen, um den Faktor vor T' = (i) auf 1 zu bringen, und wir erhalten

F=T+T (f +a 5 fla+als - £)B) (6.161)
wobei wir die Abkiirzung
T = (_Zl> (6.162)
mit
Tt =0 (6.163)

eingefithrt haben. Wir sehen, dass der n-Anteil von T zeitunabhéngig ist.
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[z, f] ist bis auf einen Faktor, den wir durch eine Umskalierung in a absorbieren kénnen,
die Ableitung h von H(z). Durch die Wahl j(z) = f(2) + 5k(z2) erhalten wir insgesamt:

T =T+ T ci(f(t,2) + h(2)a + k(2)3) (6.164)

Durch eine andere Wahl von g kann man den a-Term zum verschwinden bringen, so
dass wir im folgenden o = 0 setzen. so dass wir als allgemeine Losung erhalten

—24

T=T+T+—=
+ 1+ 22+ 260

((t+ H(2)) + k(2)vn) (6.165)
Diese Losung kénnte man noch etwas verallgemeinern, indem wir k(z)v durch eine Sum-
me der Form ), k;(2)v; ersetzen. An dem dazugehorigen ® kann man leider nicht mehr
viel erkennen, aufser dass man wieder den Anteil aus dem rein bosonischen Fall erhélt plus
einige Terme mit fermionischen Parametern. Den bosonischen Anteil kann man wieder in
Abhéngigkeit von H(z) wie im rein bosonischen Fall als wechselwirkende bosonische Soli-
tonen deuten welche zusétzlich noch eine Auswirkung auf die fermionischen Koordinaten
haben. Das ® und die dazugehorige Berechnung findet man im Anhang A.1.
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6.2.3 U(2)-Solitonen, Fall 2

Wir betrachten nun noch Solitonen mit Rang 2 fiir ein allgemeineres 7', mit

(1 f o F
T_<f+gn> Tt = (1, f - g7) (6.166)

wobei f und g beliebige Funktionen von z sind und untersuchen, welche Einschrankungen
wir an f, g erhalten, wenn wir 1" auf die Form

T=T+T"h(t, 2 2,1,7) (6.167)
mit
Tl = <f :f’”) 7Tl =0 (6.168)

bringen wollen. Aus Kapitel 6.2.2 und [LeSca| wissen wir, dass dies in einigen Féllen, dar-
unter alle in [LeSca| untersuchten, moglich ist. Jedoch wissen wir auch aus Kapitel 6.2.1,
dass diese Form nicht immer méglich ist.
Fiir
T'T =1+ ff+ fgn—afn— ggnm (6.169)

bestimmen wir wie gewohnt

7 = ¢~ cfgen+cgfen+c(gg + fgegf —gfefg)eni (6.170)

=K
wobeil wie Uiblich ¢ das Inverse des bosonischen Anteils bezeichnet:
1

=TI T (6.171)

Damit erhalten wir den Projektor:

[c cf_
P _<fc fcf>

+< —cfge —cfgef ) ,
—fefge+ge —fefgef +gef

_ = (6.172)
+(cgfc cgfef —cg )77
fegfe fegfef — feg
(o ® et
fK —gegfe K- fefgeg — gegfef +geg)"
Wir machen also den Ansatz
T=T+T h(t, 2 2,1,7) (6.173)
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und zerlegen wie gewohnt h als:

h =Y + hln + h%q 4+ h2np (6.174)
Beginnen wir nun mit der dritten Gleichung des Dressing-Verfahrens:

05T + (8, + 07)P)T = Tz3 (6.175)

mit zg3 = 0 wird diese Gleichung zu:

<g>h + <f:f777> (—h2 — h%) = (P! + P2 — P2+ P12y Kf +1977> + <f:fﬁ> h]

(6.176)
Mit _ _ 0
1 f —cfg+cgh
P!+ p? R = - 6.177
e Kf) i <—1> } (—fcfg g+ fegh (6.177)
erhalten wir fiir die bosonische Komponente von Gleichung (6.176):
N0 (Y2 —cfg+cgh?
h —h*) = . 6.178
(B ()= (e 25 o7
Die zweite Komponente legt uns h? als
h% = (1 — fef)g + fegh® (6.179)

fest und einsetzen in die erste Komponente zeigt, dass auch diese damit erfillt wird.
(Hatten wir nicht zu Beginn z3 = 0 gesetzt, so héitten wir an dieser Stelle diese Bedingung
erhalten.)

Die n-Komponente von Gleichung (6.176) wird zu:

(e (3= [0 (o[ (5] o

Aus der zweiten Komponente lesen wir h'? ab als

= (fef =Vgefg+ (fef —1)gegh’ + fegh' (6.181)

welches auch die erste Komponente erfiillt. Durch Einsetzen iiberpriift man leicht, dass
auch die 77- und n7-Komponenten von Gleichung (6.176) erfiillt sind.

Losen wir nun die erste Gleichung des Dressing-Verfahrens. Wir wihlen z; = \/%—ez und
erhalten damit folgende Bedingung;:
9:T + (8:P)T =0 (6.182)

Die bosonische Komponente von obiger Gleichung lautet:
e (o (i aien) [(G)+ (5)]
h Ozh Z + h'| =0 6.183
( fozc ( f) -1 ( )
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Um dies zu 16sen betrachten wir in Analogie zu Kapitel 6.2.2 und [LeSca| die Differenz von
der von links mit f multiplizierten ersten Komponente und der zweiten Komponenten.
Wir erhalten:

FOR° + (FF+1)3:h° = 0:((1 + fHRY) =0 (6.184)

Mit )
d=1- i (6.185)

erhalten wir als Losung:
hY = du(t, z) (6.186)

Fiir die Ableitung einer inversen Funktion gilt:

XX '=1 — XX '4X0:X'=0 — X '=-X"lo.xx!
(6.187)

In unserem Fall haben wir also:
9:h° = 0-du = —df 0= fdu (6.188)

Unter Beriicksichtigung von df = fc iiberpriift man durch Einsetzen, dass die bosoni-
sche Komponente von Gleichung (6.182) damit erfiillt ist. Die n-Komponente von Glei-
chung (6.182) wird zu:

(8 f)hl ( >8 " (faacc fa(( f))> [( > T (ffl)hj
+<—f 0:(0}(;{9?9320 - f@z(;]?gji%gfg)az(c f)) K}) + <_fl> ho] =0

Betrachten wir wie mittlerweile iiblich die Differenz zwischen der mit f multiplizierten
ersten Komponente dieser Gleichung und der zweiten Komponente, so erhalten wir:

(6.189)

dz(d7'hY) = —gcds fdu (6.190)

Wenn wir annehmen, dass g # 0 und 0;f # 0 miissen wir annehmen, dass
u= fu'(t,z) (6.191)
und mit df = fc sowie Formel (6.187) sieht man, dass wir als Losung folgendes erhalten:
h' = dgecu’ + du(t, 2) (6.192)

Dies 16st auch die einzelnen Komponenten von Gleichung (6.189). Jedoch wissen wir
aus Kapitel 6.2.2 (Gleichung (6.155)), dass wir im allgemeinen aus u keinen Faktor f
abspalten konnen, so dass die Annahme (6.191) nicht fiir alle Fille gerechtfertigt ist.
Aber fahren wir erst einmal fort.

Kommen wir nun zu der verbleibenden Gleichung des Dressing-Verfahrens, welche uns
die Zeitabhangigkeit von u und v festlegt. Mit zo = 0 lautet diese:

T = 2i(d,P)T (6.193)
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Der bosonische Anteil lautet:

(o =2(ao i) ()= (] s

Betrachten wir wieder die tibliche Differenz, so erhalten wir
(ff +1)0udu = —2i0. f (6.195)

welches wir mit

u=—2i(0,ft +w(z)) (6.196)
l6sen. Die n-Komponente von Gleichung (6.193) lautet:

(D)o =2 o, re S —anretit 2 oor) () (0)*]

w2 (,05 o) ()

=0
(6.197)
Betrachten wir wieder die bekannte Differenz, so erhalten wir:
Logg,n 1 / F 7
Zd oh™ = Z&g(gcu +v) =0,fcfg+ gefo.f — 0.9 (6.198)
Um dies zu 16sen multiplizieren wir von links mit f um 9y’ f = Opu = —2i0, f benutzen
zu konnen, und wir erhalten:
O(t,z)f = 2i(=0.9f + 290, f — 0. fcg) (6.199)

Falls 0. f # 0 so ist ¢ eine Funktion von z und damit ist diese Gleichung nur lésbar, falls
entweder 0,f = 0 oder g = 0 gilt (In Kapitel 6.2.2 war f = z,g = 0).

e Fiir g = 0 lésen wir Gleichung (6.199) mit
v(t, 2) = —2iv'(2) (6.200)

und erhalten fiir 7T°:

T = (}) - <_f1> %((azft +w) + v'n) (6.201)

Wobei w eine beliebige bosonische und v’ eine beliebige fermionische Funktion von
z ist. Dies reproduziert unser Ergebnis aus Kapitel 6.2.2

e Fiir 0.f = 0sind f, f,c = d € C und wir 16sen Gleichung (6.199) mit

v(t, z) = —2i(d.gt +v'(2)) (6.202)
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und erhalten fiir 7'
[ 1 f- gn> —~2i / -
<f+977> ( -1 1+ff{w (09t +v')n+ (g + cfgw)n
+ (~Cggu + cfg(d:gt + )i}

(6.203)

Wobei wieder w eine beliebige bosonische und v’ eine beliebige fermionische Funk-
tion von z ist. In diesem Fall findet im bosonischen Anteil von 7' (und damit auch
im bosonischen Anteil von P und ®) keine Zeitentwicklung statt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben mithilfe des linearen Systems supersymmetrische Rang-1- und Rang-2-Soli-
tonen konstruiert und fiir den Rang-1 Fall die Energie bestimmt. Es hat sich herausge-
stellt, dass die Supersymmetrie in den hier betrachteten (und weiteren in dieser Arbeit
nicht genannten) Konfigurationen keine Auswirkung auf die Energie hat, obwohl sich die
Energiedichte gedndert hat. Weiterhin hat sich gezeigt, dass die Supersymmetrie keine
Auswirkung auf den bosonischen Anteil der Solitonen hat.

Es wire interessant zu untersuchen ob komplexere statische Solitonen mit mehr Grafs-
mannparametern eine Anderung der Energie bewirken, wobei dies wahrscheinlich nur
mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen wie Maple moglich ist, welches leider noch
keine Erzeuger-/Vernichter-Algebra mit anti-kommutierenden Parametern unterstiitzt.
Falls man keine Auswirkung der Supersymmetrie auf die Energie findet, wére ein Beweis
dafiir, dass es keine Auswirkung geben kann wiinschenswert.

Weiterhin ist noch die Frage offen wie die Energiedichte im zeitabhéngigen supersym-
metrischen Fall aussieht. Des weiteren kann man noch untersuchen, was im supersymme-
trischen Fall mit 1 < A < 4, bei dem wir weitere fermionische Koordinaten 77?‘ haben,
passiert und welche Auswirkung eine Deformation der Antikommutator-Relationen auf
{771, 772} = = hétte. Leider fehlte uns auch hierfir die Energiedichte.
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A Anhang
A.1 U(2)-Soliton von Kapitel 6.2.2

Wir berechnen nun das Soliton aus Kapitel 6.2.2 mit

1 . T
T = T=T+T"——— H
() + T e (t+ H(2)) +k () vn)
—f =3

Wir berechnen nun den Projektor P. Dafiir benétigen wir:

T'T =1+ N+ (f+EB)er (1 + Ny ey (f + kB3)
~——

-1
S

=14+ N+ feif + ferkB + key f B + kerkBf3
Mit B
X=0+N+fer /) !
erhalten wir:

1 - _ _
— =X — XfClkX/B — XkCLfX/B

TtT
+ X(=kcrk + ferkXkey f + key fX ferk) X 83

Hilfreich ist die Abkiirzung Y mit:

Y=(0-afXf)
Damit gilt:
1 ~ _ _
FiT fakXp 1fXB
+ X(—kY ek + feikXke )X B3

Weiterhin benétigen wir:

%(ﬁr kB)=Xf— XfakXfB+ XkY
— X farkXkY BB — XkY e1 kX £33
( + 68) == (] + k) =f X[ + VKX [B + [XFY
+YEXEY BB+ fXEY c1kX f33
Fiihren wir die Abkiirzungen
A== Be——=(f+k)a  C=a(f+k0)==(f+Fa
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(A.9)



ein so berechnen wir fiir das Soliton ® = (1 — 2P)(1 —2P) =1 — 2(P + P — 2PP):

P+ P—2PP :T%TT + {(T F T el (f + KB)AT + (F + EB)CITH)}

—9 {(T +They (f + kﬁ))ATT}
:T%TT (T + T e (f + KO)A + kB)e T
— (T + T e (f + kB))ATT

1
—T { _ A} Tt + 7T+ Lot — plptrt

TiT
1 1 | i
{TTT TTT} + TTT(f+ e

F T (f 4 b8

o4

(F + kB)er T — Ther (f + ﬁK)%TT

(A.10)
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