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SPEZIELLE RELATIVITÄTSTHEORIE

[H20] Marsreise [2 + 2 + 2 + 2 + 1 + 3 = 12 Punkte]
Ein Reisender fliegt wie im nebenstehenden Raumzeitdiagramm mit
gleichmäßiger Geschwindigkeit v von der Erde zum Mars, kehrt bei der
Ankunft augenblicklich um und reist mit ebenfalls konstanter Geschwin-

digkeit v′ zurück. Bestimmen Sie mit dem Dopplerfaktor k(v) =
√

1+v
1−v

die Beziehungen zwischen den folgenden Zeiten:
(a) Zwischen der Hinreisedauer τ , die auf der Uhr des Reisenden ver-

geht, und der Zeit t−, die dem Reisenden auf dem Mars die Uhr
eines Stubenhockers anzeigt, der auf der Erde verbleibt.

(b) Zwischen der Rückreisedauer τ ′, die auf der Uhr des Reisenden bei
der Rückreise vergeht, und der Zeit t− t−, die er dabei auf der Uhr
des Stubenhockers vergehen sieht.

(c) Zwischen der Zeit t+, zu der der Stubenhocker die Marsankunft
sieht, und der Zeit τ , die er dabei auf der Uhr des Reisenden abliest.

(d) Zwischen der Zeit t−t+, die für den Stubenhocker vergeht, während
er den Reisenden zurückkommen sieht, und der Zeit τ ′, die er dabei
auf der Uhr des Reisenden ablaufen sieht.

Folgern Sie mit Ihren Ergebnissen weiter:
(e) Wann sind diese Beziehungen paarweise gleich?
(f) Zeigen Sie mit den Dopplerbeziehungen die Relation

t =
1

2
(k + k−1)τ +

1

2
(k′ + k′−1)τ ′ > τ + τ ′ .
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[H21] Lorentz-Algebra [2 + 2 + 2 + 2 + 5 + 5 = 18 Punkte]
In [H13] hatten Sie die Generatoren δi, i = 1, 2, 3, von Drehungen um die Achsen ~ei bestimmt und
gezeigt, dass diese die Algebra [δi, δj ] = εijkδk erfüllen. Denken Sie sich im folgenden die δi als 4× 4-
Matrizen, bei denen eine nullte Zeile und nullte Spalte mit Nullen hinzugefügt wurde, also

δ1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 , δ2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , δ3 =


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 .

(a) Geben Sie Matrizen Lv~ei für Lorentz-Schübe (Geschwindigkeit v) in Richtungen ~ei an, i = 1, 2, 3.

(b) Berechnen Sie daraus die Generatoren λi =
d

dv
Lv~ei

∣∣∣∣
v=0

.

(c) Berechnen Sie die Kommutatoren [λi, λj ]. Drücken Sie diese durch die Generatoren δk und λk aus.
(d) Berechnen Sie abschließend die Kommutatoren [δi, λj ] und drücken Sie diese durch die Generato-

ren δk und λk aus.

Endliche Transformationen sind dann gegeben als Dα~ei = exp(αδi) und Lv~ei = exp(vλi). Hierbei ist
die Exponentialfunktion zu verstehen als die Reihenentwicklung

exp(t A) = 1+ t A+
1

2
t2A2 + . . .

für eine Matrix A. Außerdem gilt näherungsweise für zwei Matrizen A,B die Formel

exp(t A) exp(tB) = exp(t A+ tB +
1

2
t2 [A,B])

bis einschließlich zur Ordnung t2. Das ist die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel.

(e) Überprüfen Sie dies explizit fürA = αδ1 undB = βδ2. Hinweis: Für kleine Drehungen ergibt dies
das Produkt Dtα~e1Dtβ~e2 von zwei Drehungen um die zwei verschiedenen Achsen ~e1 und ~e2.

(f) Was erhalten Sie für den Fall A = uλ1 und B = vλ2 ?
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