[P1]

[P2]

Ubungsblatt VIII QUANTENMECHANIK [ Prof. Norbert Dragon
Prasenziibungen 22. und 23. Mai 2001

Grundzustand des Wasserstoffatoms: Ein Elektron befinde sich in einem Zustand, der
durch

_1n

(7ly) = (maf) "2
mit dem Bohrschen Radius ag = 2 = 0.529 - 107 m beschrieben wird (Grundzustand
des Wasserstoffatoms).

(1) Uberzeugen Sie sich, da8 die Wellenfunktion richtig normiert ist.

(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet sich das Elektron im Innern einer Kugel mit
Radius ag ?

(3) Berechnen Sie die Erwartungswerte des Hamiltonoperators H und des Drehimpulses
L. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Virialsatzes —(V') = 2(T).

Bindungszustinde im Zentralpotential: Bestimmen Sie die Bindungsenergien fiir ein Po-
tential der Form

Vi(r) =
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mit «, 3 > 0. Gehen Sie wie folgt vor:

(1) Bringen Sie die Schrodingergleichung auf eine Form, die analog zu der des Wasser-
stoffproblems ist. Verwenden Sie dabei die Beziehung
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s(s+1)=0(+1)+

(2) Bestimmen Sie die Energie-Eigenwerte E,,, mit Hilfe Ihrer Kenntnisse iiber das Was-
serstoffproblem aus der Vorlesung. Geben Sie auch den Entartungsgrad der Energieniveaus
an.

Hinweis zu [H1]: In Teilaufgabe (7) wird der Begriff der Paritdt verwendet. Der Pa-
ritatsoperator II ist definiert iiber (I1y))(¥) = ¢ (—Z), fiithrt also eine Punktspiegelung am
Ursprung aus. Um die Behauptung in (7) zu beweisen, gehen Sie wie folgt vor:

— Zeigen Sie, da} H' invariant unter der Paritét ist, d.h. [II, H']¢y =0V 9.

— Zeigen Sie, dafl die Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms,

Ve (Z) = (F|nfm) = (1) Yem (0, 9) = 1ty (r)e™? Py (cos 9)

Eigenzustinde von Il mit Paritiit (—1)¢ sind. Machen Sie sich ferner klar, daf auch
[[I, Ho] = [I1, (L£)?] = [I, L.] = 0 sind.

— Zeigen Sie, daf} IT unitar ist. Folgern Sie damit, daf fiir die Matrixelemente gelten muf:
(nlm|H'|n'0'm') = mppmmp ey (ndm|H'|n'¢'m’). Hierbei sind 7,4, die Paritdtseigenwerte,
d.h. ITjnfm) = mem|nlm). Welche Auswahlregel ergibt sich damit fiir £ und ¢ ?

— Zeigen Sie, daB H’ drehinvariant um die z-Achse ist, d.h. [L,, H'] = 0. Welche Aus-
wahlregel ergibt sich damit fiir m und m’?
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Zeemaneffekt, der Einfachheit halber ohne Spin: Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen
(Ladung —e, Masse m) in einem elektromagnetischen Feld, gegeben durch ein Vektorpo-
tential A und ein skalares Potential & iiber
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Ein Wasserstoffatom sei einem homogenen, zeitlich _konstanten Magnetfeld B ausgesetzt.
) Zeigen Sie, dafl ein Vektorpotential fiir dieses B gegeben ist durch A= 1B x X.

(1
(2) Zeigen Sie, daB A der Coulombeichung div A = 0 geniigt. Warum ist A- P = P - A?
(3) Zeigen Sie, dal der Hamilontoperator geschrieben werden kann als

(13)2 ¢’ et oo
H = Sy ° B L A
2m + 2me 2m02( )1
1?0 1

(4) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit liege Bin z-Richtung, d.h. B = Be,. Zeigen

Sie, dafl die Eigenfunktionen ), von Hy die (aus der Vorlesung bekannten) Eigenfunk-

tionen des freien Wasserstoffproblems sind, aber die Energien wie folgt verschoben sind:
e? 1 eB e? 1

Enem = —— h =——— +hwym.
¢ 2a0(]\f+€+1)2jL ome 2a0n2+ L

Hierbei sind ag = mﬁ—; der Bohrsche Radius und wy, die Lamorfrequenz. Diese Verschiebung
hat H.A. Lorentz 1895 klassisch hergeleitet. Aus heutiger Sicht ist es erstaunlich, daf} sein
Ergebnis stimmt.

(5) Bei starkem B wird H' relevant. Vergleichen Sie den in B linearen und quadratischen
Term von H und schétzen Sie fiir r &~ ag ab, wann beide Terme gleich groff werden.

(6) Zeigen Sie, daf gilt:

(%)

Welche ¢-Anteile enthilt H’? Driicken Sie sin?¢ durch Kugelflichenfunktionen aus.
(7) Die Energiekorrekturen in erster Ordnung Stérungstheorie bestimmt man bei Energie-
Entartung als Eigenwerte der Matrix

E\) = (a|H'|8), wobei E, = Ej ist.

Hierbei wurde |a) = [nfm) als Abkiirzung verwendet. Um den EinfluBf von H' zu beriick-
sichtigen, miiflen Sie also Matrixelemente der Storung berechnen. Zeigen Sie, dafl die Ma-
trixelemente von H' nur zwischen Zustidnden gleicher Paritiat und gleicher m-Quantenzahl
nicht verschwinden (siehe Riickseite!).

(8) Welche der Matrixelemente (ném|H'|n'¢'m’) fir n = n’ = 3 konnen verschieden von
Null sein?

(9) Berechnen Sie die niedrigste Energiekorrektur zu [100).
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