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Uberblick

In der Hamiltonschen Formulierung der Mechanik wird deutlich, daf zu jeder kontinu-
ierlichen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgrofse gehort, und daf umgekehrt jede
Erhaltungsgrofe eine Symmetrie der Wirkung erzeugt. Die Zeitentwicklung im Phasen-
raum ist flichentreu.
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1 Phasenraumformulierung

1.1 Legendre-Transformation

Hamiltonsche Mechanik beschreibt die Zeitentwicklung eines mechanischen Systems mit
Lagrangefunktion

2n+1
{ R — R (1.1)

(t.q.q) — Z(t,q,4)
und Bewegungsgleichungen

0% _doz

- — —— = =1,2... 1.2
dq¢t dt ¢ T " (12)

als Bewegung ldngs Bahnen (¢(t), p(t)) im Phasenraum. Dabei steht ¢ fiir die Koordi-
naten ¢',¢?, ..., q" wobei n die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet, mit denen die Lage
der Teilchen angegeben werden, und p fiir die kanonisch konjugierten Impulse

0L

Die Definition der kanonisch konjugierten Impulse p kann zu jeder Zeit t als Abbil-
dung des 2n-dimensionalen Raumes, der Orte und Geschwindigkeiten mit Koordinaten
(¢,q) in den 2n-dimensionalen Phasenraum & mit Koordinaten (q,p) gelesen werden.
Diese Abbildung braucht nicht invertierbar zu sein. Das Bild des Raums der Orte und
Geschwindigkeiten kann eine niedriger dimensionale Untermannigfaltigkeit des Phasen-
raumes sein, die als Losung von [ Nebenbedingungen

O.(t,q,p) =0, a=1,...,1 (1.4)

angegeben werden kann. Dies tritt bei Systemen mit Differentialgleichungen erster Ord-
nung auf, zum Beispiel bei der Dirac-Gleichung, und bei Systemen mit Eichsymmetrien.
Hamiltonsche Systeme mit Nebenbedingungen sind von Dirac [1| analysiert worden.
Wir wollen uns im folgenden auf den einfachen Fall beschrinken, dafs die Abbildung
von Orten und Geschwindigkeiten auf den Phasenraum zu jeder Zeit ¢ invertierbar ist und
die Geschwindigkeiten als Funktionen der Orte und Impulse angegeben werden kénnen,

¢ =4q'(tq,p) - (1.5)
Dann ist die Hamiltonfunktion durch

H(t,q,p) =p; ¢ (t,q,p) — Z(t,q,4(t,q,p)) (1.6)



definiert. Wenn nichts anderes gesagt ist, verwenden wir die Einsteinsche Summations-
konvention und summieren bei doppelt vorkommenden Indizes iiber ihren Laufbereich.

Die Abbildung, die der Lagrangefunktion #(t,q, ¢) die Hamiltonfunktion (¢, q, p)

zuordnet, wobei p = % ist, heifst Legendre-Konjugation.

1.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Die partiellen Ableitungen von 77 sind
o i a(jj _8(}9'%_
Opi B Opi  Op; O¢ a
o ¢ 0% 02 oF 0L

-1

(1.7)
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Die Euler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (1.2) gelten demnach genau dann, wenn
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

.0 0
' = .7: = -, 1 .

erfiillt sind. Diese Gleichungen sind ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir
die physikalischen Bahnen (¢(t), p(t)) im Phasenraum. Falls die Hamiltonfunktion nicht
explizit von der Zeit abhéngt, falls also % = 0 gilt, so schneiden sich die physikalischen
Bahnen nicht.

Die physikalischen Bahnen machen die Wirkung

Wlg, p] = /:dt (ps@@ — #(t.q,p)) (1.9)

stationér fiir alle Variationen dg und dp, die am Rand, also fiir ¢; und ¢, verschwinden.
Entwickelt man nédmlich bis zur ersten Ordnung in d¢q und dp, so erhélt man

W =Wlq+ dq,p + 6p] — Wlq, p]

0 0 )

to . . .
= [ At (0pid + pi 6§ — 6q' S — op; =
(9pi ¢’ + pi 04 ¢S TP,

t1
o, ... o d, .
o, ) = oq" (pi + o0 ) + 5 (pi 0 )

(1.10)

t2 )
t1
Hierbei haben wir p; 0¢" als < (p; 6¢") — p; 6" geschrieben. Das Integral iiber < (p; d¢’)
ergibt p; ¢'(t2) — p; 0¢*(¢t1) und verschwindet, weil die betrachteten Variationen dq* zu
diesen Zeiten verschwinden. Das Integral iiber die ersten beiden Terme verschwindet fiir
alle §¢ und dp genau dann, wenn die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.8) gelten.
Daf die Hamiltonschen Gleichungen nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig
dafiir sind, daf das Funktional W stationir ist, sicht man aus folgender Uberlegung:
wiire fiir ein 7 zu einem Zeitpunkt (¢ — %) oder (p; + %”g ) groker Null, so wére dieser




Term in einer ganzen Umgebung dieses Zeitpunktes grofser Null. Wahlt man dann ein dp;
oder dq', das aukerhalb dieser Umgebung verschwindet und innerhalb dieser Umgebung
grofer Null ist, so wire Wz + dx] > W|z] und demnach die Wirkung fiir diese Bahn
nicht stationdr.

1.3 Poisson-Klammer

Eine Phasenraumfunktion

R2n+1 - R
: 1.11
{ (t.q,p) — All.q.p) (L11)
dndert auf einer physikalischen Bahn (g(t), p(t)) mit der Zeit ihren Wert geméfs
d 0A 0A , 0A 0A 0 0A 02 0OA
4 -2 o Rl ot et 1.12

Insbesondere gilt % = aa—jf und daher dndert sich die Energie, der Wert der Hamilton-
funktion, beim Durchlaufen einer physikalischen Bahn nicht, wenn die Hamiltonfunktion
nicht explizit von t abhéangt.

Definieren wir die Poisson-Klammer zweier Phasenraumfunktionen A und B durch

(= 2408 oA oD w1

so schreibt sich die Zeitentwicklung einer Phasenraumfunktion auf einer physikalisch
durchlaufenen Bahn als
dA 0A

=AY (1.14)

Die Poisson-Klammer ist bilinear und antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden
Argumente.

{A+B,C} = {A,C}+{B,C} (1.15)
{cA, B} =c{A,B} VceR (1.16)
{A,BY = —{B, A} (1.17)

Sie erfiillt Produktregeln und die Jacobi-Identitét.

{A,BCY = {A,B}C + B{A,C} (1.18)
0={A,{B,C}} +{B,{C, A}} + {C,{A, B}} (1.19)
0{A, B} ={0A,B}+{A,0B} (1.20)

Hierbei steht die Ableitung 0 in (1.20) fiir irgendeine der Ableitungen 0, oder 0,: oder 0,,.
Die fundamentalen Poisson-Klammern

(¢, ¢} =0={pi,p;} {d'pj} =0, (1.21)



lassen sich mit der Bezeichnung

=, Bk ni1Za<om 122
und dem antisymmetrischen Tensor
I = 1% = §% ., — 8% (1.23)
kompakt als
{x% 2} = 1% (1.24)

schreiben. Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen haben mit der abkiirzenden Nota-
tion 0, = 0,« die Form
i = 1" 0yt . (1.25)

Mit dieser Notation schreibt sich die Poissonklammer als
{A,B} = I"0,A0,B (1.26)

und die Mehrfachklammer als

{A,{B,C}} = I I 0,A 8,(8.B 9,C)

_ ba cd ba cd (127>
— (1% 9, A) (I 8,C) 8,0.B + (1" 0, A) (I 8,B) 8,0.C .

Die Jacobi-Identitat (1.19) folgt nun, weil die Summe (1.19) iiber die zyklischen Ver-
tauschungen von A, B und C wegen der Antisymmetrie (1.17) total antisymmetrisch
unter jeder Paarvertauschung ist. Es ist aber der erste Term der zweiten Zeile von (1.27)
symmetrisch unter Vertauschung von A und C' und der zweite Term symmetrisch unter
Vertauschung von A und B, also verschwindet der in A, B und C' total antisymmetrische
Teil der Mehrfachklammer und die Jacobi-Identitéat ist gezeigt.

1.4 Erhaltungsgrolien

Eine Erhaltungsgrofe ist eine Phasenraumfunktion

¢>:{ RE = R (1.28)

(t,q,p) — o(t,q,p)

die ihren Wert nicht &ndert, wenn (¢, ¢(t), p(t)) die physikalische Bahn durchlaufen,

%gb = {6, )+ 06 =0. (1.29)

Wenn ¢; und ¢, Erhaltungsgrofen sind, dann sind natiirlich Vielfache und Summen
Erhaltungsgrofsen. Sie bilden also einen Vektorraum. Offensichtlich sind auch Produkte
und allgemeiner Funktionen f(¢1,...,¢;) von Erhaltungsgrofen wieder Erhaltungsgro-
fsen, allerdings sind diese neuen Erhaltungsgrofsen abhédngig und liefern keine zusétzliche



Information. Es ist aber dariiber hinaus auch die Poisonklammer {¢;, ¢} zweier Erhal-
tungsgrofen eine Erhaltungsgrofe

{0100} = {{60,00), 2} + 0ul6n, 02}
- {{92517 %}7 ¢2} + {¢17 {¢27 %}} + {at¢17 9252} + {¢17 at¢2}
= {{¢1, H} + 01, d2} + {b1, { @2, H} + Dia}

d d
= {Eqbl; Ga} + {01, &qbz} =0.

(1.30)

Fiir die zweite Zeile haben wir die Produktregeln (1.18) und (1.20) benutzt.

Die Poisson-Klammer zweier Erhaltungsgrofen ¢; und ¢, ist normalerweise keine
Funktion f(¢1, ¢2) der beiden Erhaltungsgrofen und kann eine unabhéngig, neue Erhal-
tungsgrofse sein. Ist zum Beispiel die z-Komponente L; = yp, — zp, des Drehimpulses
und die y-Komponente Ly = zp, — x p, erhalten, so ist Ls = x p, — y p, erhalten, denn
wie man durch Nachrechnen bestéatigt, gilt

{Ly, Ly} = Ls . (1.31)
Zusammenfassend schreiben sich die Poisson-Klammern der Drehimpulse als?

Diese algebraischen Relationen stimmen mit den Kommutatorrelationen des negativen
der Vektorfeldern

1 =y0,—20,, Va=20,—10,, vV3=x0y;—Y0, (1.33)

tiberein, die zu Drehungen in drei Dimensionen gehoren, also zur Gruppe O(3) der
orthogonalen 3 x 3-Matrizen. Der Kommutator zweier linearer Operatoren A und B
ist als

[A,B]=AB-BA (1.34)

definiert. Fir die Differentialoperatoren v; gilt
[—vi, —v;] = €iji (=) (1.35)

Ein Vektorraum mit einem bilinearen (1.15,1.16) Produkt [A, B], das antisymmetrisch
(1.17) ist und die Jacobi-Identitéat (1.19) erfiillt, ist eine Lie-Algebra. Die Drehimpulse
sind Basiselemente der zur Drehgruppe in drei Dimensionen, der O(3), gehorigen Lie-
Algebra mit der Poisson-Klammer als antisymmetrischem Produkt.

15ijk ist total antisymmetrisch, €193 = 1.



1.5 Noether-Theorem

In der Hamiltonschen Formulierung des Bewegungsablaufs mechanischer System sieht
man leicht, dafs zu jeder kontinuierlichen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgrofse
gehort und daf diese Erhaltungsgrofie die Symmetrie erzeugt.

Eine Symmetrie ist eine umkehrbare Abbildung 7" des Phasenraumes auf sich,

T:(t,qp)— (t,d(t,qp), Pt qDp), (1.36)

die den Integranden (pj ¢ — A(t,q, p)) der Wirkung nur um eine Zeitableitung einer

~

zur Transformation gehorigen Funktion F

d - ) . . .
EF =q 0y F +pj0y, F' + O F (1.37)
andert und die Wirkung daher bis auf Randterme invariant l&ft.
. o d -~
pi ¢’ —H(t,q,p) =p;q"”’ —e%”(t,q’,p’)JraF (1.38)

Die Transformation sei kontinuierlich und gehore zu einer einparametrigen differenzier-
baren Untergruppe von Transformationen T,,. Wir unterstellen, dafs die Parametrisierung
so gewahlt ist, dafs T3 = T, o T gilt, dann gehort T; zur identischen Abbildung und
T_, zur inversen Abbildung T, !. Die Ableitung nach dem Transformationsparameter
bei der identischen Abbildung 0,7%,,_, heift infinitesimale Transformation (dq,op).

(6¢,6p) = 0aTw|oo(q,P) = Oalus(d's D) (1.39)

Wir beschréanken uns auf Transformationen, bei denen dg und ép nur von (t, ¢, p) abhén-
gen, nicht aber von ¢ oder p.

Differenzieren wir (1.38) bei o« = 0 und bezeichnen wir die Funktion (9aﬁ|a:0 mit F
und F + p; d¢’ mit ¢, so folgt

. . , d
0= 5]9]' q'J +pj 5qﬂ — 5q] &y%ﬂ — 5]9]' ap].,%” + EF

=0p; ¢ —p;0¢ — ¢ Oy I — Op;j 0y, 7 + E(Jﬁ (1.40)
= qj (5]9]' + aqj¢) - pj (5qj - aqub) - 5qj qujf - 5]9]' 8p].%” + 8tgz$

Diese Gleichung muf identisch in (¢, ¢, p, ¢, p) gelten, wenn die Wirkung fiir alle Bahnen
bis auf Randterme invariant unter infinitesimalen Transformationen ist. Also sind die
infinitesimalen Symmetrien dg und dp Ableitungen der Funktion ¢

o = 0,0, Op;j=—04uo . (1.41)
Zudem miissen in (1.40) die Terme ohne ¢ oder p verschwinden.
0= —0p; Op, H — 0¢’ Oy H + Oy = 0y § Op, H — 0,0 0y I + O (1.42)

Also ist ¢ eine Erhaltungsgrofe.



Noether-Theorem: Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung (1.9) gehort eine
Erhaltungsgrofie ¢,

d
&Qb: {6, 0+ 090 =0, (1.43)
die die infinitesimale Symmetrie durch thre Poisson-Klammer erzeugt,
5qj = {qj> ¢} ) 5p] = {pja ¢} ) (144>

und umgekehrt erzeugt jede Erhaltungsgroffe ¢ durch ihre Poisson-Klammer eine infini-
tesimale Symmetrie.
Funktionen von Punkten transformieren kontragedient zu Punkten, das heifst, die

transformierte Funktion 7'f hat am transformierten Ort denselben Wert wie die ur-
spriingliche Funktion f am Urbild oder T'f(Tz) = f(x)

Tf(x)=foT (). (1.45)

Differenzieren wir hier nach dem Transformationsparameter bei o = 0, so erhalten wir
die infinitesimale Transformation

5f = —62°0,f . (1.46)

Auf Funktionen des Phasenraums erzeugen daher Erhaltungsgrofen die Transformatio-
nen

of ={¢. [}, (1.47)

dabei ist 6 = —d¢" ,; — 0p; O, ein Differentialoperator erster Ordnung.

Die Erhaltungsgrofen ¢, mit der Poisson-Klammer als Lie-Produkt gentigen derselben
Lie-Algebra wie die zugehorigen Differentialoperatoren 9, mit dem Kommutator als Lie-
Produkt. Dies folgt mit der Jacobi-Identitéat (1.19).

{{¢r> ¢s}a f} = {¢T7 {¢Sa f}} - {¢s> {¢ra f}}

1.48
= {QST) 58f} - {¢57 5rf} = 5T§8f - 556rf = [5ra 58]f ( )

Geniigen also die Erhaltungsgrofien einer Lie-Algebra {¢,, ¢s} = ¢,.s'¢; mit konstanten
Crs'y 80 gilt [0, 5] = ¢,4'0; mit denselben Strukturkonstanten c,".



2 Flachentreue Zeitentwicklung

Wir betrachten Flachen .# in einer Mannigfaltigkeit .#, die als Abbildung eines Para-
meterbereiches % C R? parametrisiert sind,

BCR* — M
ﬁ { ()\17 )\2) — JI()\I, )\2) (21>
Zwei-Formen )
W= Wi (2) d2™ 2" | Wi = —Wom (2.2)
sind Integranden fiir Fléichenintegrationen. [hr Integral tiber .% ist durch
ax ox"  OJx" Ox™
_ 2\ 142
/ v / A5 (G a3 ~ gt ga) (=X X)) (2:3)
definiert. Schreiben wir dies mit dem antisymmetrischen Tensor
=g =1, ije{l,2} (2.4)
kompakter als
1 i 0™ Oz
d*\ = mn (T (A 2.
/% 2" ax g (@) (2:5)

so sieht man leicht, daf solche Integrale nicht von der Parametrisierung der Fliache ab-
héangen. Sei ndmlich die Flache durch A" parametrisiert und hangt der Parameterbereich
2 durch die invertierbare Reparametrisierung A(\') mit dem Bereich %’ zusammen,
B = NAB'), so ist wegen der Kettenregel

or™  ONF Oz™

- = . 2.
ONE  ONP ONF (26)
und der Determinantenrelation
- ONF oM oA
i k’l
= v o~ = 4ei(G) 27
sowie dem Integraltransformationssatz
oA
A2\ |det AV = [ dA O 2.8
L (Gl 7o = [ s (2.8)

das Integral (2.5) bei orientierungstreuen Reparametrisierungen, det( ax) > 0, gleich
dem Integral

;1 ;0™ Ox” ,
/wd2)\ 5 S T (@A) (2.9)




Eine Fliche im Phasenraum &2, die durch (g()\), p(\)) gegeben ist, wird verschleppt,
wenn die Punkte (g, p) sich im Laufe der Zeit lings physikalischer Bahnen bewegen. Die
Zeitentwicklung im Phasenraum definiert eine Schar von Fliachen (g(\,t), p(A,t)), wobei
fiir festes (A', A\?) als Funktion von ¢ die Hamiltongleichungen

0X o _ _OX
op. T T o

atqa = (210)

erfiillt sind. Zur Anfangszeit liege die Anfangsfliche .#y mit (¢(A\,t = 0),p(A\,t = 0)) vor.
Wir schreiben die Indizes der Phasenraumkoordinaten im folgenden nicht immer aus,
um das Formelbild nicht zu iiberfrachten.
Lassen wir die Phasenraumpunkte verschieden lange Zeiten ¢(A!, A?) durchlaufen, so
kénnen wir die am Ende enstehende Flache (g(A,t(A\)), p(A,t(A))) als Fliche % in eine
Schar von Fldchen .%, einbetten, die durch

ﬁa P A (Q()‘7t()‘7O‘))vp(Aut(Aua)» (211)
mit ¢(A\,0) = 0 und t(\, 1) = ¢(\) gegeben sind.
Flachentreuer Hamiltonscher Flufi: Die Flachenintegrale

/ dpadq® — A dt (2.12)
yoz

sind unabhdngig von .

Beweis: Ausfiihrlicher, allerdings ohne Index der Phasenraumkoordinaten geschrieben,
lautet der erste Term des Integranden

Op Op Ot dq Oq Ot
o+ oean) (o + e o)

o o0 o0 o0 00y oy o1
Ot ONI Ot ONEON — ON Ot ON/

dpdg = d*\e¥ (
(2.13)

=d®\e¥ (

Die Produkte ;2% 2L tragen nicht bei, denn sie werden mit ¥ summiert. Der Ausdruck

ist aufgrund der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gleich

. ,0p Oqg 0 Ot Oq Op 0.7 Ot
— A2 ] _
g =N (G555 ~ g v ov T ox oy an) (2.14)
Der zweite Term des Integranden ist
O, Op Op Ot OA ,0q Oq O\ OH Ot O
_ — 2\ AU I i bl )+ — ). (2.1
A dt = —dAe (ap (G arow) 94 Gxtaran) o oo - 219

Hier verschwinden alle Beitrige mit einem Faktor %, da sie mit €

ij Ot

57 Summiert werden,

0K 0y 0 0y O

LR 92 9ay ot
¢ (6p ox T ag oni)an

(2.16)



Zusammen genommen heben sich im Integranden wegen ¢V = —¢/¢ die Terme, die J#
enthalten, weg und der Integrand ist einfach

. dp Oq
dpdg — ds dt = d*AeV —— == . 2.17
pdg € N BN (2.17)
Die partiellen Ableitungen differenzieren hier bei konstanter Zeit und lassen eine even-
tuelle unterschiedliche, A-abhéngige Laufzeit t(\, o) unberiicksichtigt.
Dieser Integrand ist bei zeitunabhéngiger Hamiltonfunktion trotz der Abhéngigkeit
von t(\, &) unabhéngig von «. Leiten wir ndmlich nach a ab, so erhalten wir

0 ,0p Oq ot ..., 0 Op\ Oq dp , 0 Oq
ij 9 daN 9t 9PN\ 94 g YA
“ 5o = aac (Gxar)an TavGwar) (2.18)
Wegen der Antisymmetrie von €% ist dies auch gleich
ot .., 0 ,0p Oq 0 ,0p Jq
=¥ (=) - — (== 2.1
5e< Gox Graw) ~avavar)) (2:19)
und verschwindet wegen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen,
ot .. 0 0 0q  Op OH o .. 9 0
—_ ) - - - = - Y Al = . 22
Do - a»( dqg ON N Op ) 90 anan =0 (2:20)

Damit ist gezeigt, dafs das Integral (2.12) unveréndert bleibt, wenn die Zeitentwicklung
die Anfangsfliche %, verschleppt. Der Satz wird insbesondere verwendet fiir den Fall, dafs
die Fliache .# aus Punkten gleicher Energie d.7# = 0, zum Beispiel bei der Poincaréschen
Wiederkehrabbildung, oder gleicher Zeit 88;1- = 0 und dt = 0 besteht. Solch eine Fléiche
bewahrt wiahrend ihrer Zeitentwicklung das Flachenmak w = dp, dg®.

Da das Volumen d"pd™q im Phasenraum bis auf Vorzeichen und den Faktor n! mit
w™ iibereinstimmt, folgt aus der Flachentreue auch die Volumentreue der Hamiltonschen

Zeitentwicklung.

Liouville-Theorem: Das Volumen jeder Untermenge % des Phasenraums dndert sich
nicht bei der Hamiltonschen Zeitentwicklung.

Auch wenn das Liouville-Theorem schon aus der Flachentreue folgt, lohnt es doch, das
Theorem auf eine zweite Art zu beweisen und hierbei allgemein niitzliche Kenntnisse iiber
Determinanten ins Gedéchtnis zu rufen.

Die Determinante einer Matrix M ist eine polynomiale Funktion der Matrixelemente
M';. Aus ihrer Definition

det M = €Z‘1i2...z‘nMi11Mi22 Ce Mlnn (221)
folgt durch Differenzieren
Odet M ; 3 i i
oM = 51'1,...,2‘3-_172',ij+17,,.inM“1 .. MZ]_lj_lM ]+1j+1 oM T (222)
J

Multipliziert man das Ergebnis mit M?% und summiert iiber i, so erhilt man wieder
die Determinante, wenn [ = j ist. Im anderen Fall [ # j erhélt man Null, weil in der



Summe mit dem e- Tensor schon M, steht und e total antisymmetrisch ist. Damit ist

die Ableitung aadeTtiM identifiziert.
J

Odet M
OM?;

=det M(M 1)/, (2.23)

Die Ableitung der Determinante einer zeitabhéngigen Matrix M(t) ist daher nach
Kettenregel ' .
O det M (t) = det M(M '), 0,M"; . (2.24)

Ist zur Zeit ¢t = 0 die Matrix M(0) = 1, so ist dann die Zeitableitung der Determinante
die Spur der abgeleiteten Matrix 0,M),_,

ag det M|t:0 =1- (5ij agMiﬂt:O = 8tMiZ'|t:0 =1tr 8tM|t:0 (225)

Der Hamiltonsche Zeitfluf im Phasenraum kann bei zeitunabhéngiger Hamiltonfunk-
tion als einparametrige Transformationsgruppe 7; angesehen werden, die jeden Punkt
x = 2/(0,z) des Phasenraumes im Laufe der Zeit t auf Tix = 2/(¢,x) abbildet. Die
Transformationsgruppe héngt differenzierbar von ¢ ab und ist so parametrisiert, dafs
irtlirtz = irtl-i-tz gllt

Das Volumenelement transformiert mit der Jacobi-Determinante

aTt.T
d"(Tyx) = d"x det 2.26
(Tia) = " det " (226)
Wegen T;,. = T,T. gilt fiir die Jacobi-Matrizen der partiellen Ableitungen
OTircxy 0T Jol.x OTory
und fiir die Determinanten
0Ty ewy 0Tz ol.x
det( o )—det( e )|T€I det( e ) (2.28)
Daher folgt fiir die Ableitung nach ¢
OTyry 0Ty cx B 0T,z 0T,z
0y det( o ) = 0. det( o )H = det( o ) 0 det( - )H. (2.29)

Zur Zeit t = 0 ist die Jacobi-Matrix %—g
ist daher wegen (2.25)

oo = 1 und die Zeitableitung der Determinante

aTt X
ox

0y det( )‘tzo = (D10pa’ V) oy = O (D' V) 1y - (2.30)

Wegen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen (1.25) th"fzo = ]9, und der Anti-

symmtrie I% = —J% verschwindet die Zeitableitung der Jacobi-Determinante fiir ¢ = 0
und daher wegen (2.29) zu allen Zeiten.

OpaOhz|® = 10,0050 = 0 (2.31)

[t=0



Das Liouville-Theorem wird normalerweise so gelesen, als sage es aus, daf eine anfang-
liche Unkenntnis der genauen Anfangsbedingungen sich nicht durch die Zeitentwicklung
dndere. Ist ndmlich das System nicht genau bei (g,p) sondern in einem kleinen Vo-
lumenelement d"qd"p bei (q,p), so vergrokert sich dieses Volumen und demnach die
Unkenntnis nicht im Laufe der Zeit.

Diese Deutung des Liouville-Theorems ist zu optimistisch: man mache sich klar, dafs
sich zum Beispiel Volumen von Sahne durch Riihren nicht dndert und daf auch Schlag-
sahne kein grofieres Volumen als die urspriingliche Sahne hat, wenn die vielen kleinen
Luftblasen in der Schlagsahne abzieht. Dennoch ist Schlagsahne iiber ein groferes Volu-
men verteilt als die urspriingliche Sahne.

Das mikroskopisch genaue Volumen eines Phasenraumelements ist ein unrealistisches
Mafs fiir die Unkenntnis.



3 Integrabilitat

Die Existenz von geniigend vielen Erhaltungsgrofien ist notwendig und hinreichend fiir
die Integrabilitdt der Bewegungsgleichungen. Aus dem Kolmogorov-Arnold-Moser-Theo-
rem ergibt sich, daft Bewegungsgleichungen, die ein wenig von Bewegungsgleichungen
integrabler Systeme abweichen, abhédngig von den Anfangsbedingungen zu integrablen
und auch chaotischen Bahnkurven fiithren. Ist die Storung, die Abweichung vom integ-
rablen Bewegungsgesetz, klein, so haben chaotische Bahnen ein kleines Mafs im Raum
der Anfangsbedingungen. Diese exakten Resultate kldren, daf die stérungstheoretischen
Néaherungen der Bahnkurven das Langzeitverhalten dynamischer Systeme nicht richtig
erfassen, da sich auf integrablen Bahnen durch Stérungen nicht nur, wie in der Stérungs-
theorie, Frequenzsummen sondern auch Bruchteile der beteiligten Frequenzen ergeben.

Entscheidend fiir die Herleitung dieser allgemeinen Eigenschaften ist die Tatsache, dafs
die Hamiltonsche Zeitentwicklung eine flaichentreue Selbstabbildung des Phasenraumes
ist.

Die algebraischen Strukturen der Hamiltonschen Mechanik sind Ausgangspunkt der
kanonischen Quantisierung.
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