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Verschiebungen, Ereignisse, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Kräfte, Impul-
se, Drehimpulse, Winkelgeschwindigkeiten, Drehmomente, Drehimpulse, Träg-
heitstensoren, Volumina, Warenkörbe, Preise, Steuern, Stromdichten, Impuls-
stromdichten, Lineare Abbildungen, Parallelogramme (!), Funktionen, . . .

u + v = v + u Kommutativität (Parallelogramm)

(u + v) + w = u + (v + w) Assoziativität,

u + 0 = u Nullvektor 0 ,

u + (−u) = 0 Entgegengesetzter Vektor,

λ (κ u) = (λκ)u , 1u = u Einfaches und Vielfaches von u ,

(λ + κ)u = λu + κ u Distributivgesetz,

λ (u + v) = λu + λ v Strahlensatz.

u, v,w ∈ V , λ, κ reelle oder komplexe Zahlen (aus dem Zahlenkörper)

Alltägliche Vektorräume und ihr dualer Raum
Einkaufszettel bilden einen Vektorraum

w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartoffeln + . . .

Warenpreise in e bilden einen Vektorraum

p = 0,36 pro kg Mehl +1,48 pro kg Zucker +0,85 pro Pfund Kartoffeln . . .

Zahlbetrag:

p(w) = 0,36 · 2 + 1,48 · 5 + 0,85 · 1,2 + . . .

p : V → R ist linear, p(u + w) = p(u) + p(w) , p(λw) = λp(w),

Lineare Abbildungen eines Vektorraumes V bilden den dualen Vektorraum V∗:

(p + q)(w) := p(w) + q(w) , (λp)(w) := λp(w) (p + q, λp, linear X)

anderes Beispiel: Arbeit längs einer Verschiebung bei konstanter Kraft



Basisvektoren e1, e2, . . . Komponenten w1, w2, . . . ∈ R

w = e1 w1 + e2 w2 + . . . =
∑

m emwm

u + w = (e1 u1 + e2 u2 + . . .) + (e1 w1 + e2 w2 + . . .)

= (e1 u1 + e1 w1) + (e2 u2 + e2 w2) + . . .

= e1 (u1 + w1) + e2 (u2 + w2) + . . . ,

(u + w)1 = u1 + w1 , (u + w)2 = u2 + w2 , . . .

λ u = λ (e1 u1 + e2 u2 + . . .) = e1 λu1 + e2 λu2 + . . .

(λu)1 = λu1 , (λu)2 = λu2 , . . .

(u + w)i = ui + wi , (λu)i = λui , i = 1, 2, . . .

Für jeden einzelnen Index kann jeder Wert seines Laufbereichs eingesetzt werden.

Indexschreibweise
Jeder Index kann umgetauft werden, solange er von anderen verschieden bleibt.

(u + w)j = uj + wj , (λu)j = λuj , j = 1, 2, . . .

Einsteins Summationskonvention: w = emwm

Jedes Indexpaar an einem Term bezeichnet die Summe über alle Werte seines
Laufbereichs.

Jedes Indexpaar kann umgetauft werden, solange es von anderen Indizes verschie-
den bleibt.

Jeder Index tritt entweder in jedem Term einmal auf oder als Summationsindexpaar
in einem Term.

Indexschreibweise zeigt Fehler: ui ?
= a , piw

iui
?
= vi , (p(w)u)i = pm wm uiX .

Lineare Abbildung p ist bestimmt durch p(em) = pm ∈ R , m = 1, 2, . . .

p(w) = p(emwm) = p(em)wm = pmwm



e1, e2, . . . linear unabhängig ⇔ (emλm = 0 : λm = 0)

Dimension dim V : maximale Zahl linear unabhängiger Vektoren

dim V = n : ∃e1, e2, . . . en, linear unabhängig und ∀w ∈ V

w, e1, e2, . . . en linear abhängig, d.h. wλ + emλm = 0 mit λ 6= 0

w = emwm mit wm = −λm/λ.

Basis e1, e2, . . . , (geordnet, linear unabhängig): die Komponenten jedes Vektors
sind eindeutig w = emwm = emw′ m ⇔ 0 = em(wm − w′ m) ⇔ wm = w′ m

Vektorräume gleicher Dimension sind isomorph, V ∼ Rn, d.h. bezüglich Addition
und Vervielfältigung gleich.

Dennoch sind z. B. Geschwindigkeiten und Magnetfeldstärken Vektoren in ver-
schiedenen Räumen, denn man kann sie nicht sinnvoll addieren.

Ortsvektor, Ursprung
Translationen sind kommutativ und können vervielfältigt werden

~a = ~eia
i , ~a =







a1
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




, ~e1 =
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.

Verschiebung vom Ursprung, Wechsel des Ursprungs, Differenzvektor
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Bahn ~f :

{
I ⊂ R → V , I = {t : t ≤ t ≤ t}

t 7→
−→
OX = ~x = ~f(t)

.

Geschwindigkeit: ~v(t) =
d~f

dt
(t) = lim

ǫ→0

~f(t + ǫ) − ~f(t)

ǫ

zeitunabhängige Basisvektoren: ~v =
d

dt

(

~ei f
i
)

= ~ei

dfi

dt
.

Bewegter Ursprung mit Bahn ~fO

~vGesamt(t) = lim
ǫ→0

~f(t + ǫ) + ~fO(t + ǫ) − (~f(t) + ~fO(t))

ǫ
= ~v(t) +~vO(t) .

Geschwindigkeiten sind additiv, falls bewegte Uhren wie ruhende Uhren gehen.

Dualraum V∗

Lineare Abbildungen von V (z.B. Arbeit, Verschiebung, Kraft)

p(u + w) = p(u) + p(w) , p(λu) = λp(u)

durch Wirkung auf Basis festgelegt: p(w) = p(em wm) = p(em)wm = pm wm .

Können addiert und vervielfältigt werden: dualer Vektorraum V∗,

(p + q)(w) = p(w) + q(w) , (λp)(w) = λp(w) .

(e1, e2, . . .) Basis, Dualbasis (f1, f2, . . .): fi ∈ V∗ : w 7→ fi(w) = wi, (linear X)

fi(ej) = δi
j ,

δi
j =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
, Kronecker-δ .

p ∈ V∗ : p(w) = p(emwm) = pmwm = pmfm(w) , p = pmfm , pm = p(em)



δ1
ja

j = δ1
1 a1 + δ1

2 a2 + δ1
3 a3 + . . . = 1a1 + 0a2 + 0a3 + . . . = a1 ,

δ2
ja

j = δ2
1 a1 + δ2

2 a2 + δ2
3 a3 + . . . = 0a1 + 1a2 + 0a3 + . . . = a2 , . . .

δi
j a

j = ai .

Das Kronecker-Delta kürzt sich mit der Summe.

Länge

a b

cb

a

a

b

a b

a

bc2 + 4ab/2 =
a2 + b2 + 2ab

c2 = a2 + b2

Längenquadrat in einer Orthonormalbasis:

c2 = |~c|2 = ~c 2 = (c1)2 + (c2)2 + (c3)2 + . . . = cici

✻

✲

π
2

sin xcos x

2π



cos2 α + sin2 α = 1

Winkelgrad
360◦ = 2π , 1◦ =

π

180
≈ 0,0174533 .

Skalarprodukt

~a

~a + ~b

|~b| cos α

~b |~b| sin α

(~a + ~b)2 = (|~a| + |~b| cos α)2 + (|~b| sin α)2

= |~a|2 + |~b|2 + 2|~a| |~b| cos α

(~a + ~b)2 = (ai + bi)(ai + bi) = aiai + bibi + 2aibi

= |~a|2 + |~b|2 + 2~a ·~b

~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 + . . . = |~a||~b| cos α , cos(∢(~a,~b)) =
~a ·~b

|~a||~b|
.



~a ·~b = ~b · ~a , ~a · (λ1
~b + λ2~c) = λ1 ~a ·~b + λ2 ~a ·~c .

In euklidischen Räumen definit:

~a · ~a ≥ 0 , ~a · ~a = 0 ⇔ ~a = 0 .

In der Raumzeit nur nichtentartet: a · b = a0 b0 − a1 b1 − a2 b2 − a3 b3

(a · b = 0 ∀b) ⇔ a = 0 .

Aus Längenquadraten konstruierbar:

~a ·~b =
1

4

(

(~a + ~b) · (~a + ~b) − (~a − ~b) · (~a − ~b)
)

.

Metrik

g : V × V → R , (u, v) 7→ g(u, v) = u · v , bilinear

g(u, v) = g(ei u
i, ej v

j) = g(ei, ej)ui vj = gij u
i vj

Komponenten: g(ei, ej) = ei · ej = gij = gj i , i, j ∈ {1, 2 . . .}

Zu jedem Vektor u gehört der Dualvektor ũ ∈ V∗
”Skalarprodukt mit u“

ũ : v 7→ g(u, v) = g(u, ej v
j) = g(u, ej) vj .

(ũ)j = g(u, ej) = gij u
i =: uj Kurzschrift

Herunterziehen und Heraufziehen des Indexes mit der Metrik,

uj = gj iu
i , ui = gikuk .

gik Komponenten der inversen Metrik (kommt später)



ei · ej = δij .

δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
,

δ11 = δ22 = δ33 = . . . = 1 , δ12 = δ21 = δ13 = δ31 = . . . = 0 .

Orthornormalbasis: ui = δij u
j = ui .

u = ei u
i = ei (ei · u)

Dreiecksungleichung

0 ≤ |~a + λ~b|2|~b|2 = (~a + λ~b) · (~a + λ~b) |~b|2

= λ2 |~b|4 + 2λ (~a ·~b) |~b|2 + |~a|2|~b|2

= (λ |~b|2 + ~a ·~b )2 + |~a|2|~b|2 − (~a ·~b)2 λ=...
= |~a|2|~b|2 − (~a ·~b )2

|~a ·~b|2 ≤ |~a|2|~b|2

Wegen |~a + ~b|2 = ~a2 + ~b2 + 2~a ·~b ≤ ~a2 + ~b2 + 2|~a||~b| = (|~a| + |~b|)2 folgt

|~a + ~b|2 ≤ (|~a| + |~b|)2 .

Im Dreieck ist die Verbindung über Eck länger als die gerade Strecke.

In der Raumzeit vergeht auf der geraden Weltlinie mehr Zeit als auf dem Umweg
(Zwillingsparadoxon, Teilchenzerfall).

m > m1 + m2



Invertierbare Selbstabbildungen der natürlichen Zahlen bis n, z.B.
2, 1, 5, 4, 3 = π(1), π(2), π(3), π(4), π(5)

π : {1, 2 . . . n} → {1, 2 . . . n} , i 7→ π(i) , invertierbar

bilden die Permutationsgruppe oder Symmetrische Gruppe Sn, wird von
Nachbarvertauschungen erzeugt.

Die Fehlstellung a(π) zählt in π(1), π(2), . . . , π(n) ab, wie oft von links
gelesen ein π(i) größer als ein rechts davon stehendes π(j) ist,

a(2, 1, 5, 4, 3) = 1 + 0 + 2 + 1 + 0 , und schreibt sich mit der Stufenfunktion

Θ(x) =

{
0 , falls x ≤ 0 ,

1 , falls x > 0 ,

a(π) =
∑

i<j

Θ(π(i) − π(j)) .

Fehlstellung a(π) (un)gerade ⇔ Permutation π (un)gerade

Signum einer Permutation

sign(π) = (−1)a(π) =

{
1 falls π gerade

−1 falls π ungerade

sign(π) gibt an, ob π aus einer geraden oder ungeraden Zahl von
Paarvertauschungen besteht.

sign(π′ ◦ π) = sign(π′) sign(π) .

Zykelnotation:
π = (1, π(1), π(π(1)), . . . π−1(1))(1′, π(1′), π(π(1′)), . . . π−1(1′)) . . . (. . .)

z.B. π = (1, 2)(3, 5) bildet 1, 2, 3, 4, 5 auf 2, 1, 5, 4, 3 ab.

Zykel gerader Länge sind ungerade, Zykel ungerader Länge sind gerade.

Zykel: Orbits der Punkte unter der Untergruppe {π, π2, . . . πN = e} ∼ ZN , N

kleinstes gemeinsames Vielfache der Zykellängen.



Löcher: Addition wie Flächen von Flecken, Flecken flicken Löcher

Fläche eines Funktionsgraphen:

1

Parallelogramm {x : x = e + λa + χb , 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 ≤ χ ≤ 1}

Wahl: Fläche a ∧ b positiv, falls b rechts von a, sonst Lochfläche,

a ∧ a = 0

Vervielfältig man eine Kante, vervielfältigt sich die Flächengröße, auch λ < 0

a ∧ (λb) = λ(a ∧ b) = (λa) ∧ b

(λa) ∧ (λb) = λ2(a ∧ b)

Cavalierisches Prinzip
a ∧ b = (a + λb) ∧ b = a ∧ (b + λ′a)

bb0a ay b0a
a ∧ b = a ∧ b′ mit b′ = b + λa und λ = −b2/a2 , b′ = e1(b

1 − a1 b2/a2).

a ∧ b′ = a′ ∧ b′ mit a′ = a + ηb′ = e2a
2 = ay :

a ∧ b = (e2a
2) ∧ e1

(

b1 − a1 b2

a2

)

= e2 ∧ e1

(

a2 b1 − a1 b2
)

:

a ∧ b = −b ∧ a , a ∧ b = e1 ∧ e2

(

a1 b2 − a2 b1
)



bb0a ay b0a
Parallelogrammfläche hängt nicht von der Ecke ab:

a ∧ b = (−b) ∧ a = (−a) ∧ (−b) = b ∧ (−a)

a ∧ b = e1 ∧ e2

(

a1 b2 − a2 b1
)

: Bilinearität (koplanar)

(a + c) ∧ b = a ∧ b + c ∧ b , (λa) ∧ b = a ∧ (λb) = λa ∧ b

Parallelogrammfläche geometrisch

bb0aay bxay
by ax

ay ∧ bx − by ∧ ax = ay ∧ bx + ax ∧ by = a ∧ b .

Additivität in jedem Kantenvektor impliziert Antisymmetrie

Cavalierisches Prinzip: a ∧ a = (a − a) ∧ a = 0 ∧ a = 0 : a ∧ a = 0

0 = (a+b)∧ (a+b) = a∧a+a∧b+b∧a+b∧b = 0+a∧b+b∧a+0



ba+ b 
a
 


a

b
a+ b

(a + c) ∧ b = a ∧ b + c ∧ b , (λa) ∧ b = a ∧ (λb) = λa ∧ b

Falsch für nicht-planare Parallelogramme (Giebeldach)

nur richtig für Querschnittsfläche, Grundflächen und feine Zerlegungen

Raum und Hohlraum von Spaten
Kieshaufen und Kiesgruben: Volumina entgegengesetzten Vorzeichens

Spat: Eckpunkt e, Kantenvektoren a, b und c:

{x : e = e + λa + χb + η c , 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 ≤ χ ≤ 1 , 0 ≤ η ≤ 1} .

Wahl: a ∧ b ∧ c rechtshändig: positives Volumen

Cavalierisches Prinzip ba 




a ∧ b ∧ c = a′ ∧ b′ ∧ c′ mit a′ = a + λ c und b′ = b + η c

wobei a′ und b′ in der e1-e2-Ebene λ = −a3

c3 , η = −b3

c3 und c′ = e3 c3

a′ = e1

(

a1 − a3

c3c
1
)

+ e2

(

a2 − a3

c3c
2
)

, b′ = e1

(

b1 − b3

c3c
1
)

+ e2

(

b2 − b3

c3c
2
)

a∧b∧c = e1∧e2 ∧e3 c3
(

(

a1 − a3

c3c
1
) (

b2 − b3

c3c
2
)

−
(

a2 − a3

c3c
2
) (

b1 − b3

c3c
1
)

)

e = e1 ∧ e2 ∧ e3

a ∧ b ∧ c = e
(

a1 b2 c3 + a2 b3 c1 + a3 b1 c2 − a1 b3 c2 − a2 b1 c3 − a3 b2 c1
)

a ∧ b ∧ c = e
∑

π∈S3
sign(π)aπ(1) bπ(2) cπ(3) = eǫijk ai bj ck

linear in jedem der drei Kantenvektoren, Drei fachsumme, total antisymmetrisch,

ǫijk =






1 , falls ijk eine gerade Permutation von 1, 2, 3 ist,
−1 , falls ijk eine ungerade Permutation von 1, 2, 3 ist,

0 , falls ijk keine Permutation von 1, 2, 3 ist.

Stromdichte, bilinear, antisymmetrisch
Flächenstromdichte J: Parallelogramm a ∧ b → Strom J(a, b)

J(λa + b, c) = λ J(a, c) + J(b, c) , J(a, λ b + c) = λ J(a, b) + J(a, c)

0 = J(a+b, a+b) = J(a, a)+J(a, b)+J(b, a)+J(b, b) = 0+J(a, b)+J(b, a)+0

Doppelsumme

J(a, b) = J(eia
i, ejb

j) = J(ei, ej)ai bj = Jij a
i bj , Jij = J(ei, ej) = −Jji .

J(a, b) = J12 (a1 b2 − a2 b1) + J13 (a1 b3 − a3 b1) + J23 (a2 b3 − a3 b2) + . . . .

Stromdichte: lineare Abbildung, Vektor eines n(n − 1)/2-dimensionalen
Vektorraums, dual zum Vektorraum Λ2(V) der Parallelogrammflächen.



Def: Komponenten der Stromdichte j = e1 j1 + e2 j2 + e3 j3

J12 = e j3 , J31 = e j2 , J23 = e j1 , Jij = eǫijk jk

J(a, b) = j∧a∧b = e
(

j1 (a2 b3−a3 b2)+j2 (a3 b1−a1 b3)+j3 (a1 b2−a2 b1)
)

Volumen des Spats, der von j, a und b aufgespannt wird.

In der Zeit t füllen Teilchen in einem homogenen Teilchenstrom mit
Geschwindigkeit v durch das Parallelogramm a ∧ b das Volumen tv ∧ a ∧ b.

Anzahl N(t v, a, b) = ρ t v ∧ a ∧ b) , ρ Dichte

Teilchenstrom: Anzahl pro Zeit, J(a, b) = ρ v ∧ a ∧ b :

~j = ρ~v .

gilt für eine Teilchensorte. jGesamt 6= ρMittel vMittel

Kreuzprodukt
n = 3-dimensionaler, Euklidischer Raum: c ∧ a ∧ b = c · (a × b)

a × b = e el g
−1 li ǫijk aj bk

g−1 li Komponenten der inversen Metrik: δm
i = gmlg

−1 li

c · (a × b) = cm (em · el) e g−1 liǫijk aj bk = e cm gmlg
−1 liǫijk aj bk

= e cm δm
iǫijk aj bk = eǫijk ci aj bk = c ∧ a ∧ b .

Orthonormalbasis: gml = δml , e = 1







(a × b)1

(a × b)2

(a × b)3






=







a2 b3 − a3 b2

a3 b1 − a1 b3

a1 b2 − a2 b1






.

Kreuzprodukt: bilinear, antisymmetrisch, senkrecht auf jedem seiner Faktoren,

a × b = −b × a , 0 = a ∧ a ∧ b = a · (a × b) d.h. a ⊥ (a × b)



Betrag: Produkt der Beträge von a und b mal dem Sinus des eingeschlossenen
Winkels = Betrag der Flächengröße

|a × b| = |a| |b| sin(∢(a, b)) , a, b, a × b rechtshändig .

Beispiele:

Lorentzkraft ~F = q (~E +~v × ~B)

Drehimpuls ~L = ~r × ~p

Drehmoment ~M = ~r ×~F

Drehung um Achse ~n und Winkel α

Zerlegt man einen Vektor ~u in seinen zur Drehachse ~n parallelen und
senkrechten Anteil

~u = ~u‖ + ~u⊥ , ~u‖ = ~n(~n · ~u) , ~u⊥ = ~u − ~n(~n · ~u) ,

so bleibt ~u‖ unverändert und ~u⊥ wird in der zu ~n senkrechten Ebene, die von
~u⊥ und ~n × ~u aufgespannt wird, auf ~u⊥ cos α + ~n × ~u sin α gedreht,

Dα~n : ~u 7→ ~n(~n · ~u) + (cos α)(~u − ~n(~n · ~u)) + (sin α) ~n × ~u .



ein Teilchen:

~L(t) = ~r(t) × ~p(t): ~r(t) ·~L(t) = 0

~L(t) = ~L(0): ~r(t) ·~L(0) = 0

d.h. ~r(t) aus der Ebene ⊥ ~L(0) durch den Ursprung

ǫijk ǫlmn

ǫijk ǫlmn =
∑

π∈S3

sign(π) δi π(l) δj π(m) δkπ(n) =
∑

π∈S3

sign(π) δπ(i) l δπ(j) m δπ(k)n

= δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δinδjmδkl − δimδjlδkn .

richtig für (i, j, k) = (1, 2, 3) und (l,m,n) = (1, 2, 3), beide Seiten total
antisymmetrisch in (i, j, k) und (l,m,n), z.B. (ij) X, 36 = 729 Gleichungen.

− δjlδimδkn︸ ︷︷ ︸
1

− δjmδinδkl︸ ︷︷ ︸
2

− δjnδilδkm︸ ︷︷ ︸
3

+ δjlδinδkm︸ ︷︷ ︸
4

+ δjnδimδkl︸ ︷︷ ︸
5

+ δjmδilδkn︸ ︷︷ ︸
6

= δilδjmδkn︸ ︷︷ ︸
6

+ δimδjnδkl︸ ︷︷ ︸
5

+ δinδjlδkm︸ ︷︷ ︸
4

− δilδjnδkm︸ ︷︷ ︸
3

− δinδjmδkl︸ ︷︷ ︸
2

− δimδjlδkn︸ ︷︷ ︸
1

ǫijn ǫlmn = δilδjm − δimδjl , (δnn = 3)!

ǫimnǫlmn = 2δil ,

ǫlmnǫlmn = 6 .



Länge des Kreuzproduktes, (~a × ~b)2 = ~a2~b 2 sin2 α ,

ǫnija
ibjǫnlmalbm = (δilδjm − δimδjl)a

ibjalbm = aiaibjbj − aibiajbj

(~a × ~b)2 = ~a2~b 2 − (~a ·~b)2 = |~a|2 |~b|2 sin2(∢(a, b))

Wiederholtes Kreuzprodukt, nicht assoziativ,

(~a × (~b × ~c ))i = ǫijnajǫnklb
kcl = (δikδjl − δilδjk)a

jbkcl = bi ajcj − ci ajbj

~a × (~b × ~c ) = ~b (~a ·~c) − ~c (~a ·~b)

Axialvektor
Drehung D: linear, Skalarprodukte und Volumen invariant

~c · (~a × ~b) = (D~c) · (D~a) × (D~b) , ~c · (~a × ~b) = (D~c) · D(~a × ~b) ,

∀ (D~c) : (D~c) ·
(

(D~a) × (D~b) − D(~a × ~b)
)

= 0

(D~a) × (D~b) = D(~a × ~b) .

Kreuzprodukt von gedrehten Vektoren = gedrehtes Kreuzprodukt der Vektoren

Spiegelungen P : ~a 7→ −~a von Vektoren, ändern Kreuzprodukte nicht.

(−~a) × (−~b) = ~a × ~b

polarer Vektor: Drehspiegelung D : vpolar 7→ Dvpolar

Axialvektor: Drehspiegelung D′ : vaxial 7→ det DDvaxial

Axialvektoren: Drehachse, Magnetfeld, Drehimpuls, Drehmoment, . . .

polare Vektoren: Verschiebung, elektrisches Feld, Geschwindigkeit, Lorentzkraft,



Drehungen, Streckungen, Scherungen, Lorentztransformationen,

gerade Linie 7→ gerade Linie, Dreieck 7→ Dreieck

L(a + b) = L(a) + L(b) , L(λa) = λL(a) .

auf Basis festgelegt: L(ej) = ei L
i
j , Li

j = fi(L(ej)) ,

L(a) = L(ej a
j) = L(ej)aj = ei L

i
j a

j .

Matrixnotation stammt von Gottfried Wilhelm Leibniz, (1646 -1716) ©

L =











L1
1 L1

2 · · · L1
n

L2
1 L2

2 · · · L2
n

... ... . . . ...
Ln

1 Ln
2 · · · Ln

n











.

Li
j in Zeile i und Spalte j

Spalte j: Komponenten von L(ej)

Zeile mal Spalte
Vektoren: Spaltenmatrizen der Komponenten











a′ 1

a′ 2

...
a′ n











=











L1
1 a1 + L1

2 a2 + . . . + L1
n an

L2
1 a1 + L2

2 a2 + . . . + L2
n an

...
Ln

1 a1 + Ln
2 a2 + . . . + Ln

n an











=











L1
1 L1

2 · · · L1
n

L2
1 L2

2 · · · L2
n

... ... . . . ...
Ln

1 Ln
2 · · · Ln

n





















a1

a2

...
an













Lineare Abbildungen können sinnvoll addiert und vervielfältigt werden, sie bilden
Vektorräume,

(L + M)(a) = L(a) + M(a) , (λL)(a) = λL(a) ,

(L + M)i
j = Li

j + Mi
j , (λL)i

j = λLi
j .

Matrizen: komponentenweise Addition und Vervielfältigung

Hintereinanderausführen definiert das Produkt von Matrizen

L(M(ej)) = L(ek Mk
j) = L(ek)Mk

j = ei L
i
k Mk

j = ei(L M)i
j .

(L M)i
j = Li

k Mk
j = Li

1 M1
j + Li

2 M2
j + . . . .

LMi
j in Zeile i und Spalte j: Zeile i von L mal Spalte j von M,

Matrixprodukt = Zeile mal Spalte.

(L M)i
j = Li

k Mk
j : i erster und oberer, j letzter und unterer Index,

Summationsindexpaar in der Mitte

Beispiele n = 2

Spiegelung an der x-Achse,

L(e1) = e1 , L(e2) = −e2 ,

L(e1 a1 + e2 a2) = e1 a1 + e2 (−a2) ,

a′1 = a1 , a′2 = −a2 ,
(

a′1

a′2

)

=

(

1 0

0 −1

)(

a1

a2

)

.



Spiegelung an der Diagonalen,

M(e1) = e2 , M(e2) = e1 ,

M(e1 a1 + e2 a2) = e2 a1 + e1 a2 ,

a′1 = a2 , a′2 = a1 ,
(

a′1

a′2

)

=

(

0 1

1 0

)(

a1

a2

)

.

Beispiele n = 2

Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. ML, hier die Drehung um 90◦,

ML =

(

0 1

1 0

)(

1 0

0 −1

)

=

(

0 −1

1 0

)

ist nicht L M, hier die Drehung um −90◦

L M =

(

1 0

0 −1

)(

0 1

1 0

)

=

(

0 1

−1 0

)

.

A vertauscht (kommutiert) mit B, falls AB = BA.

Definition des Kommutators: [A,B] = AB − BA



A (BC) = (AB)C ,

(A (BC))i
j = Ai

k (BC)k
j = Ai

k Bk
l C

l
j = (AB)i

l C
l
j = ((AB)C)i

j

A (B + C) = AB + AC , A (λB) = λAB .

1-Matrix, 0-Matrix
Identischen Abbildung, 1 : a 7→ a,

1(ej) = ej = ei δ
i
j

1i
j = δi

j =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
, 1 =











1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · 1











, 1A = A1 = A .

Nullabbildung, 0 : a 7→ 0, 0-Matrix

0 =











0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · 0











, 0A = A0 = 0 .



Dπ(ej) = eπ(j), π ∈ Sn, hat Matrixelemente

Dπ
i
j = δi

π(j) = δπ−1(i)
j .

DπDπ′ = Dπ◦π′ , (DπDπ′)i
j = δπ−1(i)

k δk
π′(j) = δπ−1(i)

π′(j) = δi
π(π′(j)) .

Permutationsmatrizen sind eine Darstellung der Permutationen.

Drehung D in n = 2 Dimensionen

e ′
1 = cos ϕe1 + sin ϕe2 ,

e ′
2 = − sin ϕe1 + cos ϕe2 ,

D =

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)

,

(

a′ 1

a′ 2

)

=

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)(

a1

a2

)

=

(

cos ϕa1 − sin ϕa2

sin ϕa1 + cos ϕa2

)

.

Längenquadrat invariant unter Drehungen, (c := cos ϕ , s := sin ϕ),

(c a1−s a2)2+(s a1+c a2)2 = (a1)2(c2+s2)+(a2)2(c2+s2) = (a1)2+(a2)2 .

Auch Skalarprodukte invariant: Differenzen von Längenquadraten

a · b =
1

4

(

(a + b)2 − (a − b)2
)

.

Längen und Winkel werden durch Drehungen nicht geändert.



Zu einigen linearen Abbildungen L existiert das Inverse L−1, L−1L = 1,

L−1 i
k Lk

j = δi
j ,

z. B. Drehstreckungen M um r und α

M = r

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)

, M−1 =
1

r

(

cos ϕ sin ϕ

− sin ϕ cos ϕ

)

.

Inverse Matrix existiert nicht immer
(

a b

c d

)(

0 1

0 0

)

=

(

0 a

0 c

)

6=
(

1 0

0 1

)

Basiswechsel

L(ej) = ek Lk
j = e ′

j , ek = e ′
i Ni

k , also e ′
j = ek Lk

j = e ′
i Ni

k Lk
j

Ni
k Lk

j = δi
j , N = L−1 .

Die inverse Abbildung L−1 bildet e ′
i = L(ei) auf ei ab, L L−1(e ′

i ) = e ′
i

L−1 i
k Lk

j = δi
j , Li

k L−1 k
j = δi

j .

Falls L(ei) linear abhängig, L(ei)v
i = 0 , (v1, v2, . . .) 6= 0 :

: L nicht invertierbar, L(v) = 0 , v = eiv
i 6= 0 .

Sind L und M invertierbar, dann auch L M ,

M−1L−1 = (L M)−1 ,

denn (M−1L−1)(L M) = M−1(L−1L)M = M−1 M = 1.



Die Determinante einer linearen Abbildung L ist der Faktor, um den sie das
Volumen vergrößert,

vol(L(e1), L(e2) . . . L(en)) = det L · vol(e1, e2 . . . en) ,

zum Beispiel det 1 = 1 . Der Wert der Determinante von L bestimmt, ob L

invertierbar ist. Das Inverse existiert (in Zeichen ∃L−1) genau dann, wenn die
Determinante nicht verschwindet,

∃L−1 ⇔ det L 6= 0 .

Deshalb heißt die Determinante Determinante.

Explizite Formeln

det L = ǫi1i2 ... in Li1
1 Li2

2 . . . Lin
n =

∑

π∈Sn

sign(π)Lπ(1)
1 Lπ(2)

2 . . . Lπ(n)
n

det L2×2 = L1
1L

2
2 − L2

1L
1
2

det L3×3: Flaschenregel von Sarrus:

L1
1L

2
2L

3
3 + L2

1L
3
2L

1
3 + L3

1L
1
2L

2
3 − L2

1L
1
2L

3
3 − L1

1L
3
2L

2
3 − L3

1L
2
2L

1
3 .

Determinante einer n × n-Matrix: n! Summanden.

Dreiecksmatrizen ∆ mit ∆i
j = 0 für i > j, det ∆ = ∆1

1 ∆2
2 · · · ∆n

n .



Wegen Lπ(1)
1 Lπ(2)

2 · · · Lπ(n)
n = L1

π−1(1) L
2
π−1(2) · · · Ln

π−1(n), und
∑

π =
∑

π−1 und sign(π) = sign(π−1)

det L =
∑

π∈Sn

sign(π)L1
π(1) L

2
π(2) · · · Ln

π(n) = ǫi1i2 ... in L1
i1 L2

i2 · · · Ln
in .

ǫi1i2 ... in Li1
j1 Li2

j2 · · · Lin
jn = ǫj1j2 ... jn det L

det(LM) = ǫi1i2 ... in Li1
j1 Mj1

1 Li2
j2 Mj2

2 · · · Lin
jn Mjn

n =

= ǫi1i2 ... in Li1
j1 Li2

j2 · · · Lin
jn Mj1

1 Mj2
2 · · · Mjn

n =

= (det L)ǫj1j2 ... jn Mj1
1 Mj2

2 · · · Mjn
n = (det L)(det M)

det(L−1L) = det 1 = 1 : det(L−1) = 1
det L

.

Körperfeste Transformation
Basiswechsel: e ′

l = N(el) = ej N
j
l körperfeste Achsen, ei raumfest

f′ k = N−1 k
i f

i

L′ k
l = f′ k(L(e ′

l )) = N−1 k
i f

i(L(ejN
j
l)) = N−1 k

i L
i
j N

j
l = (N−1 L N)k

l

Determinante basisunabhängig:

det(N−1 L N) = (det N)−1(det L) (det N) = det L .

Matrix N−1 L N in anderer Basis 6= L′ = N L N−1, die körperfeste
e′

l = N(el) = ej N
j
l so transformiert wie L raumfeste ei

L′(e′
l) = N L N−1N(el) = N L(el) = N(ek)L

k
l = e′

kL
k
l , L′N = NL

körperfeste Transformation L′: Multiplikation von rechts mit L

[körperfeste Transformation, raumfeste Transformation] = 0 ,
(MN)L = M(NL)



Sp L = Li
i ,

Wegen Ai
kB

k
i = Bk

iA
i
k ist die Spur zyklisch

Sp(AB) = Sp(BA) ,

: Sp(ABC) = Sp(A(BC)) = Sp((BC)A) = Sp(BCA).

Sp(N−1LN) = Sp(NN−1L) = Sp L

Matrixelemente hängen von der Basis ab, die Determinante und die Spur nicht.

Funktionen von L, basisunabhängig.

n = 3 : Sp(Drehung) = 1 + 2 cos α , Sp(Drehspiegelung) = −1 + 2 cos β

Transponieren

Rechteckmatrizen L :

{
V → W

a 7→ L(a) = L(ei a
i) = L(ei)ai = ẽr Lr

i a
i







L1
1 · · · L1

n

... ...
Lm

1 · · · Lm
n






m = dim W, n = dim V

m = 1 : u ∈ W∗: W → R, Dualvektor: Zeilenvektor u(w) = uiw
i , n = 1 ?!

Verkettung zieht Funktionen zurück:
(

V
L−→ W

u−→ R
)

=
(

V
u ◦ L−→ R

)

u ◦ L ∈ V∗ : V → R

u 7→ u ◦ L ist linear in u: definiert

LT : W∗ → V∗ , u 7→ LTu = u ◦ L , (LTu)(v) = u(L(v)) .

Transponieren wälzt L vom rechts nach links, spiegelt an der Hauptdiagonalen,

1T = 1 , (LT)i
j = Lj

i



Transponieren eines Produktes spiegelt die Reihenfolge der Faktoren,

(LM)Tu = u ◦ LM = (u ◦ L) ◦ M = MT(u ◦ L) = MT LTu ,

u(L(M(v)) = (LTu)(Mv) = (MTLTu)(v) = ((L M)Tu)(v) ,

(L M)T
j
i = (L M)i

j = Li
kM

k
j = LT

k
iMT

j
k = MT

j
kLT

k
i .

(L M)T = MT LT

1 = 1T = (L L−1)T = (L−1)TLT : (LT)−1 = (L−1)T

Die Determinante von L stimmt mit det LT überein. det L = det LT

L1
π(1) L

2
π(2) · · · Ln

π(n) = LT
π(1)

1 LT
π(2)

2 · · · LT
π(n)

n

Transponieren ändert nicht die Spur. Sp L = Sp LT

Drehspiegelung, orthogonale Gruppe
Orthonormalbasis: u · v = uT v = ui vi

Drehspiegelungen D: u · v = (Du) · (Dv) ,

ONB: uT v = uT DT Dv ⇔ DTD = 1

Spalten von D: orthonormale Vektoren,

1 = det(DT D) = det(DT) det D = (det D)2 , det D = ±1 ,

Orthogonale Gruppe: {D ∈ GL(n, R) : DT D = 1} = O(n)

spezieller: Drehgruppe: {D ∈ SO(n, R) : det D = 1} = SO(n)

(DD′)T (DD′) = D′ T DT DD′ = D′ T D′ = 1 X

D−1 T = (DT)T = D = (D−1)−1 , 1 ∈ SO(n) ⊂ O(n) X

det D(Matrixelemente) stetig : ∄ Schar Dλ: det Dλ=0 = 1 und det Dλ=1 = −1:

Drehungen hängen nicht stetig mit Spiegelungen zusammen.



Euklidischer Raum: p-Spat e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ ep mit senkrechten Kanten
g(ei, ej) = ei · ej = 0 für i 6= j,

Längenquadrate (l1)
2 = g(e1, e1), (l2)

2 = g(e2, e2) . . .

Größe des p-Spats = | vol(e1, e2 . . . ep)| = |l1 l2 · · · lp| =
√

| det ge|

ge Matrix der Skalarprodukte der Vektoren ei : ge ij = ei · ej

Schiefwinklige Kanten: | vol(u1, u2 . . . up)| =
√

| det gu|

ui = L(ei) = ekL
k
i: Bild senkrechter Vektoren ei mit Skalarproduktmatrix ge

ui · uj = (ek · el)L
k
iL

l
j = LT

i
k(ek · el)L

l
j : gu = LTgeL

√

| det gu| =

√

| det(LTgeL)| = | det L|
√

| det(ge)| = | det L|| vol(e1, . . . ep)|

= | det L vol(e1, . . . ep)| = | vol(L(e1), . . . , L(ep))| = | vol(u1, . . . up)|

Numerische Berechnung der Determinante

vol(L(e1), L(e2) . . . L(en)) = det L · vol(e1, e2 . . . en) ,

falls a = Ln
n 6= 0 (keine Summe über n = dim V)

det L = det L′ , L′(ei) = L(ei)−L(en)Ln
i/a , L′ n

i = 0 , i ∈ {1, 2, . . . n−1}

L′ =

((

L′
(n−1)×(n−1)

)

∗
0 Ln

n

)

L′′ =







(

L′
(n−1)×(n−1)

)

∗ ∗
0 L′ n−1

n−1 ∗
0 0 Ln

n







Nach n Schritten: det L = det ∆ , ∆ =











∆1
1 ∗ · · · ∗

0 ∆2
2 · · · ∗

... 0 . . . ∗
0 0 · · · ∆n

n













det L = ǫi1i2 ... in Li1
1 Li2

2 · · · Lin
n =

∑

π∈Sn

sign(π)Lπ(1)
1 Lπ(2)

2 · · · Lπ(n)
n

Polynom der Matrixelemente, als Funktion von x = Lk
l linear inhomogen

det L = ax + b

Koeffizient a hängt von k und l und anderen Matrixelementen ab,

al
k = ǫi1i2 ... il−1 k il+1... in Li1

1 Li2
2 · · · Lil−1

l−1 ︸︷︷︸
fehlt

Lil+1
l+1 · · · Lin

n .

Falls k = n und l = n: Vorfaktor a = det L̂, L̂ streiche Zeile n und Spalte n

det L =
∑

π(n)=n

(

sign(π)Lπ(1)
1 Lπ(2)

2 · · ·
)

Lπ(n)
n +

∑

π(n) 6=n

sign(π)Lπ(1)
1 · · · Lπ(n)

n

a =
∑

π∈Sn−1

sign(π)Lπ(1)
1 Lπ(2)

2 · · · Lπ(n−1)
n−1

Adjunkte und inverse Matrix
k 6= n und l 6= n: zyklische Vertauschung, ergibt (−1)(k+l) ∗ det L̂′

Minor der Zeile k und der Spalte l: Determinante der Untermatrix, in der die
Zeile k und die Spalte l gestrichen ist.

(Adjunkte)l
k = al

k = (−1)k+l Minor der Zeile k und der Spalte l

al
kL

k
j = ǫi1i2 ... il−1 k il+1... in Li1

1 Li2
2 · · · Lil−1

l−1 Lk
j︸︷︷︸

Lil+1
l+1 · · · Lin

n

Determinantenentwicklungssatz: al
kL

k
j = δl

j det L

det L 6= 0 : al
k

det L
= L−1 l

k

Matrixelemente L−1 rationale Funktionen der Matrixelemente von L

L−1 i
j det L = Adjunktei

j = ∂ det L
∂Lj

i

, Polynome

Numerische Berechnung des Inversen: analog numerische Berechnung der
Determinante in c n3 < c′ n5 Schritten



×

M =

(

a b

c d

)

, det M = ad − c b

Adjunkte =
(

d −c

−b a

)T

=

(

d −b

−c a

)

M−1 = 1
ad − c b

(

d −b

−c a

)

Zahlenbeispiel 3 × 3 Matrix

M =







2 1 7

8 6 3

0 0 2







det M = 24 + 0 + 0 − 0 − 0 − 16 = 8

Adjunkte =







12 −16 0

−2 4 0

−39 50 4







T

=







12 −2 −39

−16 4 50

0 0 4







z.B. −39 = 1 ∗ 3 − 6 ∗ 7 , −16 = −(8 ∗ 2 − 0 ∗ 3) ,

schachbrettartige Vorzeichen

M−1 = 1
8







12 −2 −39

−16 4 50

0 0 4









Matrizen z = x

(

1 0

0 1

)

+ y

(

0 −1

1 0

)

=

(

x −y

y x

)

= x + iy

zweidimensionaler reeller Vektorraum

(x + iy) + (u + i v) = (x + u) + i (y + v) .

z 6= 0 , x = r cos ϕ , y = r sin ϕ, Drehstreckung um r und Winkel ϕ

z = r cos ϕ + i r sin ϕ = r

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)

, z−1 =
x − iy

x2 + y2

Produkt: i2 = −1, (x + iy) (u + i v) = (xu − y v) + i (x v + yu) ,

komplexe Zahlen: C = {x + iy , (x, y) ∈ R2} , ”Meßwerte sind reell“?

Komplexe Konjugation, Betragsquadrat
Komplexe Konjugation: Spiegelung an der reellen Achse (x-Achse)

∗ : x + iy 7→ (x + iy)∗ = x − iy .

reell linear, (cz)∗ = c∗z∗.

Komplexe Ebene: reell zweidimensionaler Euklidischer Vektorraum,
Betragsquadrat, Orthonormalbasis e1 = 1 , e2 = i,

|z|2 = z∗ z , |(x+ iy)|2 = (x− iy) (x+ iy) = x2 +y2 , |z|2 = 0 ⇔ z = 0 .

Statt durch z zu teilen, multipliziert man mit z∗/|z|2

z = x+ iy ,
Realteil z = x = ℜ(z) = (z + z∗)/2 ,

Imaginärteil z = y = ℑ(z) = (z − z∗)/(2i)
, z = ℜ(z)+ iℑ(z) .

Reelle Zahlen sind komplexe Zahlen mit z∗ = z



(cos α + i sin α)(cos β + i sin β) = (cos α cos β − sin α sin β)

+ i(cos α sin β + sin α cos β)

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β ,

sin(α + β) = cos α sin β + sin α cos β .

Additionstheoreme: Ausmultiplizieren komplexer Zahlen cos α + i sin α .

a sin α b sin β

bβαa b cos β = a cos α

Fläche des Parallelogramms, ab sin(α + β) =

Rechteckfläche ab sin α cos β + ab sin β cos α,

cos α = sin(π/2 − α) : cos(α + β).

Fundamentalsatz der Algebra
hier: hochgestellte Zahlen Potenzen, nicht Komponenten.

zn +

n−1∑

k=0

ak zk = (z − z1) (z − z2) · · · (z − zn)

Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855): Jedes Polynom Pn(z) = zn +
∑n−1

k=0 ak zk

vom Grad n in einer komplexen Variablen z und mit komplexen
Koeffizienten a0, a1 . . . an−1 hat n komplexe Nullstellen z1, z2 . . .zn .

Nullstellen : Faktorisierung (Polynomdivision)



explizit n = 2: Quadratische Ergänzung von z2 + pz = (z + p/2)2 − p2/4

Binomialformel: Differenz von Quadraten faktorisiert a2 − b2 = (a − b) (a + b)

z2 + p z + q = (z +
p

2
)2 −

p2

4
+ q = (z +

p

2
)2 −

(

√

p2

4
− q
)2

=
(

z +
p

2
−

√

p2

4
− q

) (

z +
p

2
+

√

p2

4
− q
)

= (z − z1) (z − z2) ,

z1 = −
p

2
+

√

p2

4
− q , z2 = −

p

2
−

√

p2

4
− q .

Stichwort ”quadratische Ergänzung“ leichter als die Formel für Nullstellen

Polynomordnung n > 4: kein algebraischer Ausdruck in a0, a1 . . . für die
Nullstellen z1, z2 . . .

Nullstellen numerisch beliebig genau, wie die Wurzeln

Typen linearer Selbstabbildungen, dim V = 2

det L = 0 , nicht invertierbar: Ebene auf Null

L =

(

0 0

0 0

)

,

Gerade G auf Null, Streckung einer nichtparallelen Geraden um a 6= 0 :

L =

(

a 0

0 0

)

,

eine Gerade G auf Null, parallele Geraden auf Punkte auf G :

L =

(

0 1

0 0

)

,

det L < 0 in GL(2, R) nicht stetig mit 1 verbunden (ganz oder garnicht) :

Spiegelstreckung um Faktoren mit entgegengesetztem Vorzeichen λ1 λ2 < 0 :

L =

(

λ1 0

0 λ2

)



in GL(2, R) stetig mit 1 verbunden (hintereinander ein wenig transformieren) :

Drehstreckung: r > 0 , −π < α < π , α 6= 0

L = r

(

cos α − sin α

sin α cos α

)

,

Streckung um Faktoren λ1 λ2 > 0

L =

(

λ1 0

0 λ2

)

Streckung um gemeinsamen Faktor λ 6= 0 und Scherung in einer Richtung
(a 6= 0)

L =

(

λ a

0 λ

)

Jordan-Normalform: Bis auf Scherungen hat in höheren Dimensionen in
geeigneten 2-dimensionalen Unterräumen jedes L eine dieser Formen.

Eigenwerte und Eigenvektoren von Selbstabbildungen

Mv = λv ⇔ (M − λ1)v = 0

M gegeben, gesucht λ, Eigenwert von M, v 6= 0, Eigenvektor von M

M auf Eigenvektoren: Streckung (λ reell) oder Drehstreckung (λ 6= λ∗)

(M − λ1)v = 0 und v 6= 0 : det(M − λ1) = 0

(sonst ∃(M − λ1)−1 : 0 = (M − λ1)−1(M − λ1)v = v)

det(M − λ1) = 0 : ∃v 6= 0 : (M − λ1)v = 0

: (M − λ1)(av) = 0 ∀ a ∈ C

Eigenvektorgleichung legt nicht Normierung und Vorzeichen des Eigenvektors
fest.

Zu jedem Eigenwert λ gibt es einen Eigenvektor.



det(M − λ1) = (−1)n(λn +
∑n−1

k=0 akλ
k)

Polynom vom Grad n = dim V in λ : charakteristisches Polynom von M.

det(M − λ1) = (−1)n(λ − λ1) (λ − λ2) · · · (λ − λn) .

Für λ = 0: det M = λ1 λ2 . . . λn , Determinante = Produkt der Eigenwerte

ohne Beweis: 0 = (M − λ1) (M − λ2) · · · (M − λn)

Mv = λ v ⇔ (aM) v = (aλ) v

Eigenwerte von Vielfachen aM = Vielfache der Eigenwerte,

Eigenvektoren von M und aM stimmen überein.

Beispiel: Lorentzboost

Boost: L = 1√
1−v2

(

1 v

v 1

)

, |v| < 1

Eigenwerte und Eigenvektoren von L′ =
√

1 − v2 L =

(

1 v

v 1

)

det
(

1 − λ′ v

v 1 − λ′

)

= (1 − λ′)2 − v2 Binomi
= (1 − λ′ + v)(1 − λ′ − v)

λ′
+ = 1 + v , λ′

− = 1 − v

E. V.
(

−v v

v −v

)

e+ = 0 , e+ = 1
2

(

1

1

)

,
(

v v

v v

)

e− = 0 , e− = 1
2

(

1

−1

)

Lichtstrahlen werden gestaucht und gestreckt

λ1 = 1+v√
1−v2

=
√

1+v
1−v

, λ2 = 1−v√
1−v2

=
√

1−v
1+v

= 1

λ1

t+e+ + t−e− = 1
2

(

t+ + t−

t+ − t−

)

=

(

t

x

)

, t+ = t + x , t− = t − x

flächentreu: t+ t− = t′
+ t′

− , t+ t− = t2 − x2 , Raumzeit nicht euklidisch



Lorentzfluß

Lineare Unabhängigkeit
Eigenvektoren e1, e2 . . . ek von M zu verschiedenen Eigenwerten λ1, λ2 . . . λk:

linear unabhängig.

Richtig für k = 1 . Wären k ≥ 2 Eigenvektoren, aber nicht schon k − 1

Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhängig, so gälte

ek = e1a1 + e2a2 + . . . + ek−1ak−1

mit linear unabhängigen e1, e2 . . . ek−1 und Koeffizienten
(a1, a2, . . . , a(k−1)) 6= 0

∗(M − λk1) �

0 = e1 a1 (λ1 − λk) + e2 a2 (λ2 − λk) + . . . + ek−1 ak−1 (λk−1 − λk) �



Eigenvektoren e1, e2 . . . ek von M zu verschiedenen Eigenwerten λ1, λ2 . . . λk:
linear unabhängig.

Richtig für k = 1 . Wären k ≥ 2 Eigenvektoren, aber nicht schon k − 1

Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhängig, so gälte

ek = e1a1 + e2a2 + . . . + ek−1ak−1

mit linear unabhängigen e1, e2 . . . ek−1 und Koeffizienten
(a1, a2, . . . , a(k−1)) 6= 0

∗(M − λk1) �

0 = e1 a1 (λ1 − λk) + e2 a2 (λ2 − λk) + . . . + ek−1 ak−1 (λk−1 − λk) �

Entartung
det(M − λ1) = (−1)n Πk(λ − λk)

p(k) , λk paarweise verschieden,

Falls p(k) > 1, λk entartet, p(k)-fach

Zu entarteten Eigenwerten müssen nicht m(k) Eigenvektoren existieren.

M =

(

0 1

0 0

)

Falls keine Eigenwert entartet: ∃n Eigenvektoren v1, v2, . . . vn linear
unabhängig, : Basis, Mvi = λi vi (keine Summe über i)

M =











λ1

λ2

. . .
λn











allgemeiner Jordanblöcke Jλ =















λ 1

λ 1
. . . . . .

λ 1

λ















Diagonalisieren durch Bestimmen der Eigenwerte (und Eigenvektoren?)

Spur von M = Summe der Eigenwerte, Sp M =
∑

i λi .



λ 6= λ∗ , λ = r(cos α + i sin α):

komplexer Eigenvektor w = u + iv , bis auf komplexen Faktor eindeutig

u, v reell, linear unabhängig (sonst u = rv, w = (r + i)v reell bis auf
komplexen Faktor �)

v = e1 , u = e2 eindeutig bis auf Drehstreckung

M (e2 + ie1) = r (cos α + i sin α)(e2 + ie1) ⇔

Me1 = r(cos α) e1 + r(sin α) e2 , Me2 = −r(sin α) e1 + r(cos α) e2 ,

Matrix(M) = r

(

cos α − sin α

sin α cos α

)

Drehstreckung

Eigenräume von Drehungen
Eigenwert λ = σ + iτ 6= λ∗ der reellen Drehspiegelung D = D∗:

zugehöriger Nullvektor der komplexen Matrix D − λ1: Eigenvektor der reellen
Matrix D mit komplexen Komponenten wi = ui + i vi .

: λ∗ = σ − iτ Eigenwert, Eigenvektor w∗ i = ui − i vi .

0 = ((D − λ1)i
jw

j)∗ = (D − λ∗1)i
jw

∗ j .

Auch bei komplexen Komponenten gilt:

(Dw∗)i(Dw)i − w∗ iwi = 0 = (λ∗λ − 1)w∗ iwi = (|λ|2 − 1)(u 2 + v 2) ,

(Dw)i (Dw)i − wi wi = 0 = (λ2 − 1)wi wi = (λ2 − 1)(u 2 − v 2 + 2iu · v) ,

u 2 + v 2 6= 0 : |λ|2 = 1 , (λ2 − 1) 6= 0 : u2 = v2 , u · v = 0

λ = λ∗ : λ = ±1 , Dn = n oder Da = −a.

nicht-reeller Eigenvektor w = u + iv = |u|(e2 + i e1) 2 × 2-Drehung



V⊥ = {y ∈ V : y · w = 0} (w reeller oder komplexer Eigenvektor von D)

D(V⊥) ⊂ V⊥

y · w = 0 = (Dy) · (Dw) = λ(Dy) · w , λ 6= 0 : Dy ∈ V⊥

ONB von V⊥ mit e1 = v/|v| und e2 = u/|u| ( oder n oder a) ONB von V

D =

(

Dα

D̂

)

, oder D =

(

±1

D̂

)

,

D̂ orthogonale Transformation von U⊥ : D =















Dα

. . .
Dβ

1

−1















n = 3 : es gibt eine Drehachse oder eine Spiegelachse

Parität, Zusammenhangskomponenten
Paar von Eigenwerten −1: Drehung um 180◦

(

−1

−1

)

= Dπ =

(

cos π − sin π

sin π cos π

)

,

Jede Drehung, keine Spiegelung, ist stetig mit der Eins verbunden.

O(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten.

Paritätstransformation Π: Spiegelung einer ungeraden Anzahl von Vektoren

Π =











−1

1
. . .

1











O(n) = SO(n) ∪ Π ◦ SO(n) , Π ◦ SO(n) ist keine Gruppe, 1 /∈ Π ◦ SO(n) .

SO(3) = S3/Z2

Menge der antipodalen Punktpaare der dreidimensionalen Kugeloberfläche



Invertierbare Selbstabbildungen von Mengen wie M oder N

Gruppe bezüglich hintereinander Anwenden: Transformationsgruppe TM

(z. B. Drehungen einer Kugel)

”gleiche“ Transformation in M und N ?

Realisierung einer Gruppe G als Transformationsgruppe von M:

R : G → TM , g 7→ Mg , Mg : M → M ,

Mg2
◦ Mg1

= Mg2 g1

triviale Realisierung: Mg = Identität ∀g

Falls M Vektorraum und alle Mg linear, heißt die Realisierung Darstellung.

kartesisches Produkt M × N = {(x, y) : x ∈ M, y ∈ N}

Mg × Ng : (x, y) 7→ (Mgx,Ngy)

Adjungierte Realisierung auf Funktionen
Abbildung f : M → N , f ⊂ M × N : ∀x ∈ M ∃!y ∈ N : (x, y) ∈ f

”Graph von f“ , f schneidet in M × N jede Faser {x} × N genau einmal

(x, y) ∈ f ⇔ (x, y) = (x, f(x))

f = {(x, f(x)) : x ∈ M} = {(M−1
g x, f(M−1

g x)) : x ∈ M}

Mg × Ngf = {(Mg M−1
g x,Ng f (M−1

g x))} = {(x,Ng fM−1
g x)}

adg : f 7→ Ng ◦ f ◦ Mg
−1 , adg Realisierung von G auf Abbildungen f

Insbesondere Dualvektoren u ∈ V∗ , u : V → R , Ng = 1

adg u = u ◦ Mg
−1 = (M−1

g )Tu

kontragrediente Transformation: v ∈ V: v 7→ Lv , u ∈ V∗: u 7→ (L−1)Tu

u′(v′) = ((L−1)Tu)(Lv) = u(L−1Lv) = u(v) .



Weltlinien von kräftefreien Teilchen und von Lichtpulsen: Geraden

✻

✲

U B

E

x

t

LichtLicht

Geschwindigkeit von Licht im Vakuum, c, unabhängig von Quelle und
Beobachter

Es gibt nicht schnelleres oder langsameres Licht. Licht überholt nicht Licht!

Lichtstrahlen in gleiche Richtung in Raumzeitdiagrammen parallel

Im Vakuum läßt sich, wenn man gravitative Effekte vernachlässigt, Ruhe nicht
von gleichförmiger Bewegung unterscheiden

c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
1 Sekunde = 299 792 458 Meter , c = 299 792 458 Meter

Sekunde = 1

Entfernung und Zeit eines Ereignisses

t−

thin

t+

ther

U

Er
t

t′
−

t′
+

B

E
t′

r = (t+ − t−)/2 , t = (t+ + t−)/2

t+ = t + r , t− = t − r .



Geschwindigkeitsbestimmung

U B

E

r = 4 Jahre

v =
4
5

Lichteck

Bt+

t−

E
E′

Diagonalen im Lichteck: gleichortig und gleichzeitig

6= Newton: Schichten gleicher Zeit

6= Äther: Linien der Bestandteile

6= tachyonische Neutrinos: Neutrinokegel



tB = κ(B,U) tU für tU > 0

U B

O

tB

t′
B

tU

t′
U

νB = 1
κ(B,U)

νU

Schiedsrichter

U S B

τ
τ′

O

τ′ = τ



U B

S

τ = 3
τ

t = 5

v(B, U) = v(U, B) =
4
5

c

κ(B, U) = κ(U, B) = 3
Geschwindigkeit und Dopplerverschiebung sind

wechselseitig.

v(S, U) = v(S, B) =
1
2

c

Geschwindigkeiten sind nicht additiv.

τ =
3
5

t

Bewegte Uhren gehen wechselseitig langsamer.

Satz des Minkowski

U

t+

t−

BS

τ =
√

t+t−
τ′

t = 5

τ′

t−
=

t+

τ′

τ′ = τ

τ2 = t+t− = t2 − r2

v =
r
t

τ =
√

1 − v2 t

Das geometrische Mittel τ =
√

t+ t− ist kleiner als das arithmetische Mittel
t = (t+ + t−)/2 , bewegte Uhren gehen langsamer.



Durchlaufen zwei gleichförmig bewegte Beobachter B und U ein Ereignis O und
stellen sie dabei ihre gleichen Uhren auf Null, so ist die Zeit τ, die auf der Uhr
von U bis zum Durchlaufen eines späteren Ereignisses E vergeht, das
geometrische Mittel derjenigen Zeit t−, die die Uhr des Beobachters B anzeigt,
wenn er einen Lichtpuls zu E aussendet, und der Zeit t+, die sie anzeigt, wenn er
den Lichtpuls von E empfängt,

τ2 = t+ t− = (t + r) (t − r) = t2 − r2

τ2 = t2 − r2 = t2 − x2 − y2 − z2 = ηmn xm xn , m, n ∈ {0, 1, 2, 3} ,

ηmn =






1 m = n = 0

−1 m = n ∈ {1, 2, 3}

0 m 6= n

.

nicht positiv definit, p = 1 Pluszeichen, q = 3 Minuszeichen.

Signatur: p − q = −2

Longitudinaler Dopplerfaktor und Geschwindigkeit
τ′/t− = t+/τ′ und τ′ = τ : τ/t− = t+/τ

t+/τ = κ(U,B) = κ(B,U) = τ/t−

Dopplerverschiebung wechselseitig (Bewegung in Sichtlinie)

t+ = κ2 t−

κ2 =
t+

t−
= t + r

t − r =
1 + r/t
1 − r/t

, v = r/t

κ(v) =
√

1 + v
1 − v

= 1 + v
√

1 − v2
, v = κ2 − 1

κ2 + 1



tS

tE

tB

tU

U B

O

κ(−v) = tE
tS

= tU
tB

= 1
κ(v)

.

Geschwindigkeitsaddition
B1 B2 B3

t1

t2

t3

t2 = κ21 t1 , t3 = κ32 t2 , t3 = κ31 t1 , κ31 = κ32 κ21

1 + v31

1 − v31
= 1 + v32

1 − v32

1 + v21

1 − v21

v31 = v32 + v21

1 + v32 v21

Geschwindigkeiten addieren sich ähnlich Steigungen

tan(α + β) =
sin(α + β)
cos(α + β)

=
cos α sin β + sin α cos β
cos α cos β − sin α sin β

=
tan α + tan β

1 − tan α tan β

Schnelligkeit: σ = ln κ = 1
2
ln 1 + v

1 − v
, v = eσ − e−σ

eσ + e−σ = tanh σ

Schnelligkeiten addieren sich wie Winkel



U S B

τ′
τ
t

t+

t′

t′
+

t− t′
−

O

E′
E

τ =
√

t+t− =
√

1 − v2 t

Wechselseitige Höhenverringerung
Euklidische Geometrie

O

M0 Mα

B

E

Gleichzeitigkeit und gleiche Höhe: beobachterabhängig



Stubenhocker sieht Reisenden länger rotverschoben, kürzer blauverschoben.

τ = κ t− , t+ = κ τ , (t + t′ − t+) = κ′τ′ , τ′ = κ′ (t + t′ − t−)

R

τ′

S

H

τ

t+

t−

t

0 A

M

Et + t′

t + t′ = τ′

κ′ + τ
κ = κ′ τ′ + κ τ = 1

2

(

κ′ + 1
κ′
)

τ′ + 1
2

(

κ + 1
κ
)

τ > τ′ + τ

(0 = v′ t′ + v t)

Altern von Zwillingen

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

S

R

H

M

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

S

R

H

M

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

S

R

H

M

Reise mit v = 4
5
c vom Reisenden gesehen Sicht des Stubenhockers



A

M

R

S

E

Wer rastet, der rostet; Reisen hält jung.

Euklid: Gerade Verbindung kürzer als über Eck

Minkowski: Gerade Verbindung länger als über Eck

(Instabile Teilchen m > m1 + m2)

Lorentztransformation

B0 Bv

E

t′
−

t′
+

t−

t+
t′

+ = k−1 t+

t′
− = k t−

t′ =
t − v x

√
1 − v2

x′ =
−v t + x
√

1 − v2

y′ = y

z′ = z

t′ 2 − x′ 2 − y′ 2 − z′ 2 = t2 − x2 − y2 − z2



B0 Bv

E

t′
−

t′
+

t−

t+
t′

+ = k−1 t+

t′
− = k t−

t′ =
t − v x

√
1 − v2

x′ =
−v t + x
√

1 − v2

y′ = y

z′ = z

t′ 2 − x′ 2 − y′ 2 − z′ 2 = t2 − x2 − y2 − z2

Die Ableitung
f : R → R

Ableitung von f bei x: Steigung der dortigen linearen Näherung

✲

✻

f

x

ǫ
ǫdf

dx|x

lim
ǫ→0

f(x + ǫ) − f(x)

ǫ
=

df

dx|x

= ∂f|x , Leibniz, Newton

f(x + ǫ) = f(x) + ǫ
df

dx|x

+ O(ǫ2) , Lineare Näherung,

lim
ǫ→0

1

ǫ
O(ǫ2) = 0 , Landauscher Papierkorb.

allgemeiner: Ableitung von f : U ⊂ R → V, V normierter Vektorraum



df
dx

= limǫ→0
f(x+ǫ)−f(x)

ǫ

Newtons Notation f′ für df
dx

oder ẋ für dx
dt

wenig suggestiv

Ungewöhnlich, aber systematisch: ∂f

Änderung f(x + ǫ) − f(x) = df|x + O(ǫ2).

∂f|x : dx 7→ df|x = dx df
dx|x

.

Ableitung ∂f Funktion von x: ∂f : x 7→ df
dx|x

f Stammfunktion von ∂f

Abgeleitet wird die Funktion, nicht der Funktionswert

Bezeichnung für x 7→ xn fehlt. Hier Pn : x 7→ xn , ∂Pn = n Pn−1

f maximal bei x : ∂f(x) = 0 , Maxima bei Nullstellen der Ableitung

Stationäre Punkte
df
dx|x

= 0 ⇔ f(x) = stationär .

Partizip Perfekt: abgeleitet, nicht abgelitten.

Zeichen ∂ Schriftschnitt von d (nicht del)

Redefinition Gleichheitszeichen: O(ǫ2) = 0

P0 : x 7→ x0 = 1 , (x + ǫ)0 − (x)0 = 1 − 1 = ǫ 0 ,

d1

dx
= 0 , ∂P0 = 0 ,

P1 : x 7→ P1(x) = x , x + ǫ − x = ǫ 1 ,

dx

dx
= 1 , ∂P1 = P0 .



Ableiten ist linear

a, b ∈ R : a f(x + ǫ) + bg(x + ǫ) = a f(x) + bg(x) + ǫ(a
df

dx
+ b

dg

dx
) ,

d

dx

(

a f + bg
)

= a
df

dx
+ b

dg

dx

Linearität: ∂
(

a f + bg
)

= a∂f + b∂g

f(x + ǫ)g(x + ǫ) =
(

f(x) + ǫ
df

dx

)(

g(x) + ǫ
dg

dx

)

= f(x)g(x) + ǫ
(df

dx
g(x) + f(x)

dg

dx

)

d

dx

(

f g
)

=
df

dx
g + f

dg

dx

Produktregel: ∂
(

f g
)

= (∂f)g + f (∂g) .

Kettenregel ∂(f ◦ g)

f
(

g(x + ǫ)
)

− f
(

g(x)
)

= f
(

g(x) + ǫ
dg

dx |x︸ ︷︷ ︸
ǫ̃

)

− f
(

g(x)
)

= ǫ
dg

dx |x︸ ︷︷ ︸
ǫ̃

df

dg|g(x)

d(f ◦ g)

dx |x

=
df

dg|g(x)

dg

dx |x

Kettenregel ∂(f ◦ g) = (∂f ◦ g) (∂g) Ableitung von f am Bild g(x) von x

x

R

g

∂g

R

∂f

f

∂(f ◦ g)

R



Falls f in U(x) ⊂ R differenzierbar und ∂f(x) 6= 0 : ∃ Umkehrfunktion

F : y 7→ F(y) sodaß F(f(x)) = x ∀x ∈ U′ ⊂ U

1 =
dF

dy|y=f(x)

df

dx|x

, also
dF

dy|y=f(x)

=
1

df
dx|x

, ∂F|f(x)
= (∂f|x)

−1 ,

suggestive Schreibweise F(y) = x(y)

dx

dy|y(x)

=
1

dy
dx |x

Ableitung der Umkehrfunktion am Bildpunkt y(x) von x !

Funktionsgraph der Umkehrfunktion F:

an der Diagonalen y = x gespiegelter Funktionsgraph von f

Ableitung ganzzahliger Potenzen
x0 = 1, x1 = x , xn = x · x · · · x︸ ︷︷ ︸

n Faktoren
, Pn : x 7→ xn ,

Pm Pn = Pm+n , Pn ◦ Pm = Pnm

dx2

dx
= dx

dx
x + xdx

dx
= 1 x + x 1 = 2 x , dxn

dx
= nxn−1

∂Pn = nPn−1

denn: ∂Pn+1 = ∂(Pn P1) = (n Pn−1)P1 + Pn P0 = (n + 1)Pn ,
dxn+1

dx
= dxn

dx
x + xndx

dx
= nxn−1 x + xn 1 = (n + 1)xn

negative Potenzen: 0 = dx−n

dx
xn + x−n n xn−1 , dx−n

dx
= −n x−n−1



P 1
n

: y 7→ y
1
n Umkehrfunktion zu Pn : x 7→ xn im Bereich x > 0, n > 0,

∂P 1
n
(y) =

dy
1
n

dy |y=xn

=
1

dxn

dx |x

=
1

nxn−1
=

1

n
y

1
n−1 =

1

n
P 1

n−1
(y) .

p, q natürliche Zahlen, Pp
q

= Pp ◦ P1
q

∂Pp
q

=
(

pPp−1 ◦ P1
q

) 1

q
P1

q−1
=

p

q
Pp−1

q
P1

q−1
=

p

q
Pp

q−1

x > 0, r rational: ∂Pr = rPr−1 , dxr

dx
= r xr−1

Exponentialfunktion, Eulersche e-Funktion
Leonhard Euler (1707-1783)

exp x = ex =
∑∞

n=0
1
n! xn , e = e1 =

∑∞
n=0

1
n! = 2,71 . . .

Ableitung: d
dx

ex = ex , ∂ exp = exp

Produkt von e-Funktionen: e-Funktion der Summe exey = ex+y

exey =
∑

m,n

1

n!
1

m!
xn ym =

∑

n

n∑

m=0

1

m!
1

(n − m)!
xm yn−m

=
∑

n

1

n!
(

n∑

m=0

n!
m!(n − m)!

xm yn−m
)

=
∑

n

1

n!
(x + y)n = ex+y



vollständige Induktion: n = 0: (x + y)0 = 1 = 0!
0! 0! x0 y0 X

n + 1 aus Induktionsannahme für n:

(x + y)n+1 = (x + y)n (x + y) =

n∑

m=0

n!
m! (n − m)!

(xm yn−m) (x + y)

=

n∑

m=0

n!
m! (n − m)!

(xm+1 yn−m + xm yn−m+1)

= yn+1 +

n+1∑

m=1

xm yn+1−m
( n!
(m − 1)! (n + 1 − m)!

+
n!

m! (n − m)!
)

= yn+1 +

n+1∑

m=1

xm yn+1−m n!
(m)! (n + 1 − m)!

(m + n + 1 − m)

=

n+1∑

m=0

(n + 1)!
m!(n + 1 − m)!

xmyn+1−m

reelle Potenzen von ex

für ganzzahlige p und q 6= 0 folgt aus exey = ex+y:

(ex)p = epx, ex/q = (ex)1/q

also (ex)r = erx für alle rationalen r = p/q.

Reelle Potenzen von ex stetig ergänzt: α ∈ R:

(ex)α = eαx .



exe−x = e0 = 1 : ex > 0 ∀x ∈ R

Umkehrfunktion ln y: x = ln(ex)

zunächst nur in R+ definiert und erfüllt dort eln y = y .

f−1 ◦ f = idU : f ◦ f−1 = idf(U)

(y ∈ f(U) : y = f(x), f ◦ f−1(y) = f ◦ f−1 ◦ f(x) = f(x) = y)

(ln eu) + (ln ev) = u + v = ln(eu+v) = ln(eu ev) : ∀a > 0 und ∀b > 0

ln(ab) = ln a + ln b , ln 1 = 0 .

Ableitung der Umkehrfunktion der e-Funktion für positive Argumente:

d ln y

dy |y=exp x

=
1

ex =
1

y
, ∂ ln = P−1 .

Funktionsgraph von exp und ln

exp x

ln x



y < 0: |y| = −y

d ln |y|

dy
=

1

|y|

d|y|

dy
= −

1

|y|
=

1

y
.

d ln |x|

dx
=

1

x
, ∀ x 6= 0

x > 0 : x = eln x , xα := eα ln x

dxα

dx
=

d eα ln x

dx
= eα ln x α

1

x
= αxα−1 , ∀x > 0 , ∀α ∈ R

Matrixreihen
Exponentialfunktion der Matrix A

eA =

∞∑

n=0

1

n!
An , wobei A0 = 1 ,

exey = ex+y, falls xy = yx : eAeB = eA+B falls AB = BA

komplexe Zahlen: ezew = ez+w

Vielfache von A kommutieren: eaAebA = e(a+b)A , ∀a, b ∈ C

insbesondere eAe−A = e0 = 1 : eA invertierbar,

A Erzeugende der linearen Transformationen eaA

A zu eaA gehörige infinitesimale Transformation,

A = d
da

eaA
|a=0



Koeffizienten 1/n! der Exponentialreihe reell :

(ez)∗ = e(z∗)

: für α ∈ R: |eiα|2 = e−iαeiα = e0 = 1 , eiα = cos α + i sin α

Reihenentwicklung trennen in gerade und ungerade Potenzen: i2n = (−1)n

eiα =

∞∑

n=0

i2n

(2n)!
α2n +

∞∑

n=0

i2n+1

(2n + 1)!
α2n+1

=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
α2n + i

∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
α2n+1 ,

cos α

i sin α
eiα

eiα = cos α + i sin α .

Winkelfunktionen

cos x =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1−

x2

2
+. . . , sin x =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 = x−

x3

6
+. . .

mit den Ableitungen

d cos x

dx
= − sin x ,

d sin x

dx
= cos x , ∂ cos = − sin , ∂ sin = cos .



Der Bogen α eines Einheitskreises ist länger als die Sehne 2 sin α/2

αs
s

2 sin α/2 < α

Zerlegen in n Teile: α = n (α/n) und 2 sin(α/(2n)) < α/n:

2n sin α
2n

< α , sin ǫ = ǫ d sin x
dx |x=0

+ O(ǫ2)

2n
α

2n

(d sin x

dx

)

|x=0
+ 2n O(

α

2n
)2 < α

Bogenlänge α = Gesamtlänge der feiner und feiner zerlegenden Sehnen :

lim
x→0

sin x

x
= 1 ,

d sin x

dx |x=0

= 1

Ableitung der Winkelfunktionen
cos(0) = 1 maximal : d cos x

dx |x=0

= 0

cos(α + ǫ) = cos α cos ǫ − sin α sin ǫ = cos α − ǫ sin α + O(ǫ2) ,

sin(α + ǫ) = sin α cos ǫ + cos α sin ǫ = sin α + ǫ cos α + O(ǫ2) ,

d cos x

dx
= − sin x ,

d sin x

dx
= cos x , ∂ cos = − sin , ∂ sin = cos .

Potenzreihen: cos x =
∑

n
cn

n! xn , sin x =
∑

n
sn

n! xn

cn =
(

( d
dx

)n cos
)

|x=0

, c2n+1 = 0 , c2n = (−1)n

sn =
(

( d
dx

)n sin
)

|x=0

, s2n = 0 , s2n+1 = (−1)n

: ei α = cos α + i sin α X



arccos(cos ϕ) = ϕ für 0 ≤ ϕ ≤ π

arcsin(sin ϕ) = ϕ für − π
2

≤ ϕ ≤ π
2

Kehrwerte der Ableitungen der Winkelfunktionen am Funktionswert

im Bereich 0 ≤ ϕ ≤ π: sin ϕ =
√

(1 − cos2 ϕ)

d arccos x
dx |x=cos ϕ

= 1
− sin ϕ = −1

√

1 − x2

im Bereich −π/2 ≤ ϕ ≤ π/2: cos ϕ =

√

(1 − sin2 ϕ)

d arcsin x
dx |x=sin ϕ

= 1
cos ϕ = +1

√

1 − x2

Tangens und Arcustangens
Ableitung des Tangens tan = sin / cos: Produkt- und der Kettenregel

d tan x

dx
=

cos x

cos x
−

sin x

cos2 x
(− sin x) =

1

cos2 x
.

im Bereich −π/2 < ϕ < π/2: arctan(tan ϕ) = ϕ

d arctan x

dx |x=tan ϕ

= cos2 ϕ =
cos2 ϕ

cos2 ϕ + sin2 ϕ
=

1

1 + tan2 ϕ
=

1

1 + x2
.



cos x =
1

2
(eix + e−ix) , sin x =

1

2i
(eix − e−ix) .

analog: Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus

cosh x =
1

2
(ex + e−x) , sinh x =

1

2
(ex − e−x) .

cosh2(x) − sinh2(x) = 1, cosh x =
√

1 + (sinh x)2,

Additionstheoreme:

cosh(x + y) = (cosh x)(cosh y) + (sinh x)(sinh y) ,

sinh(x + y) = (cosh x)(sinh y) + (sinh x)(cosh y) ,

Ableitungen

d cosh x

dx
= sinh x ,

d sinh x

dx
= cosh x , ∂ cosh = sinh , ∂ sinh = cosh .

Komplexer Logarithmus
z 6= 0 : z = r eiα = eln |z|+iα

α keine in C\{0} stetige Funktion von z

Ebene aufschneiden: α ≤ α < α + 2π

ln z = ln |z| + iα(z) ,

in der aufgeschnittenen Ebene, nicht aber in C\{0} stetig und differenzierbar

Vorsicht: ln(ab) 6= ln a + ln b (nur für positive a und b)



~k = ~k‖ + ~k⊥ , ~k‖ = ~n (~n ·~k) , ~k⊥ = ~k − ~n (~n ·~k) ,

Dα ~n
~k = ~k‖ + (cos α)~k⊥ + (sin α) ~n × ~k⊥ ,

Dα ~n = eα δ , wobei δ : ~k → ~n × ~k .

δ~k‖ = 0 : eα δ~k‖ = (αδ)0~k‖ = 1~k‖ = Dα ~n
~k‖ X

δ~k⊥ = ~n × ~k⊥ , δ2~k⊥ = ~n × (~n × ~k⊥) = −~k⊥ , δ2n~k⊥ = (−1)n~k⊥ .

gerade und ungerade Potenzen trennen, δ2n+1 = δδ2n

eαδ~k⊥ =

∞∑

n=0

1

(2n)!
(−1)nα2n~k⊥ +

∞∑

n=0

1

(2n + 1)!
(−1)nα2n+1

~n × ~k⊥

= (cos α)~k⊥ + (sin α) ~n × ~k⊥ = Dα ~n
~k⊥ X

α Transformationsparameter, infinitesimale Transformation: δ = d
dα

eαδ
|α=0

Gradient
Beispiel: Fläche gegeben durch Höhe h : U ⊂ R2 → R , (x, y) 7→ z = h(x, y)

Gradient oder Ableitung der Funktion h bei (x, y): die lineare Abbildung ∂h|(x,y)
,

die bei (x, y) Höhendifferenzen als lineare Funktion der Änderung (ǫ, µ) nähert,

h(x + ǫ, y + µ) = h(x, y) + ǫ∂1h|(x,y)
+ µ∂2h|(x,y)

+ O(ǫ2, µ2, ǫµ) .

∂h|(x,y)
: (ǫ, µ) 7→ ǫ∂1h|(x,y)

+ µ∂2h|(x,y)
, ∂h|(x,y)

∈ (R2)∗

µ = 0 : h(x + ǫ, y) = h(x, y) + ǫ∂1h|(x,y)
+ O(ǫ2) ,

ǫ = 0 : h(x, y + µ) = h(x, y) + µ∂2h|(x,y)
+ O(µ2) .

Partielle Ableitung ∂1|(x,y)
nach dem ersten Argument, x:

Ableitung der Funktion my : s 7→ h(s, y) nach s an der Stelle s = x

Partielle Ableitung ∂2|(x,y)
nach dem zweiten Argument, y:

Ableitung der Funktion nx : s 7→ h(x, s) nach s an der Stelle s = y



Beispiel: h(x, y) = (ax2 + 2bxy + cy2)/2

∂1h|(x,y)
= ax + by , ∂2h|(x,y)

= bx + cy , ∂2∂1h|(x,y)
= b = ∂1∂2h|(x,y)

Beispiel: ∂1

(

x2 + y2 + z2
)−1

2 = −1
2

(

x2 + y2 + z2
)−3

2 2 x , r2 = x2 +y2 + z2 > 0

−∂i
1
r = xi

r3

Koordinatenfunktionen: x1 : (x, y) 7→ x , x2 : (x, y) 7→ y (Komponentenindex)

∂1x
1 = 1 , ∂1x

2 = 0 , ∂2x
1 = 0 , ∂2x

2 = 1 ,

∂i x
j = δi

j dual

Partielle Ableitung sind linear und genügen der Produktregel

∂i (hk) = (∂ih)k + h (∂i k)

Ausführlichere Schreibweise: ∂ih = ∂h
∂xi

Partielle Ableitungen vertauschen

ǫ

ǫ

µ µ

h(x, y) h(x + ǫ, y)

h(x, y + µ) h(x + ǫ, y + µ)

h(x + ǫ, y + µ) =

= h(x, y + µ) + ǫ∂1h(x, y + µ) + O(ǫ2)

= h(x, y) + µ∂2h(x, y) + ǫ∂1h(x, y) + µǫ∂2∂1h(x, y) + O(ǫ2, µ2)

= h(x + ǫ, y) + µ∂2h(x + ǫ, y) + O(µ2)

= h(x, y) + ǫ∂1h(x, y) + µ∂2h(x, y) + µǫ∂1∂2h(x, y) + O(ǫ2, µ2) .

Falls ∂1∂2h, ∂1h und ∂2h in U(x, y) stetig : ∂2∂1h = ∂1∂2h

∂i∂j = ∂j∂i



Kurve f : I ⊂ R → Rn , t 7→ (x, y, . . .) = f(t) = (f1(t), f2(t), . . .)

Weghöhe: h ◦ f : I → R , t 7→ h
(

f1(t), f2(t), . . .
)

I ⊂ R ❳❳❳③

f

Rn

❳❳❳③

h R

h(f(t + ǫ)) = h
(

f1(t) + ǫ
df1

dt︸ ︷︷ ︸
ǫ1

, f2(t) + ǫ
df2

dt︸ ︷︷ ︸
ǫ2

, . . .
)

= h(f(t)) + ǫ
(df1

dt
∂1h +

df2

dt
∂2h . . .

)

d
(

h ◦ f
)

dt |t

=
df1

dt |t

∂1h|f(t)
+

df2

dt |t

∂2h|f(t)
+ . . . = ∂mh|f(t)︸ ︷︷ ︸

Dualvektor

dfm

dt |t︸ ︷︷ ︸
Vektor

Beispiel
Talkessel h(x, y) = 1

2
(ax2 + by2)

Wanderweg f : t 7→ r
(

cos(ωt), sin(ωt)
)

(über Kreis in der Ebene)

(h◦ f)(t) = r2

2

(

a cos2(ωt)+b sin2(ωt)
)

= r2

4

(

(a+b)+(a−b) cos(2ω t)
)

d(h ◦ f)
dt

(t) = −ωr2

2
(a − b) sin(2ω t)

∂mh|f(t)

dfm

dt |t

= ax|f(t)
(−r)ω sin(ωt) + by|f(t)

rω cos(ωt)

= ωr2
(

−a cos(ωt) sin(ωt) + b cos(ωt) sin(ωt)
)

= −
ωr2

2
(a − b) sin(2ω t)



∂mh|f(t)
und df

dt |t
Komponenten zueinander dualer Vektoren

Bezeichne Fp Menge der in U(p) differenzierbaren, reellen Funktionen h

Tangentialvektor v = vm∂m|p am Punkt p:

Äquivalenzklasse der Kurven f durch p = f(t) mit vm = dfm

dt |t

v = vm ∂m|p: Fp → R, h 7→ v(h) = vm∂mh|p z.B. v(xn) = vn

linear + Produktregel: v(hk) = v(h)k + hv(k)

Tangentialvektorraum Tp: Basis ∂1|p, ∂2|p, . . .

Gradient dh|p: Äquivalenzklasse von Funktionen, (in p gleiche Ableitungen)

dual zu Tangentialvektoren dh|p(v) = v(h) = vm∂mh|p Dualraum T∗
p

Dualbasis: dx1,dx2, . . . : dxj(∂i) = ∂i x
j = δj

i

dh = dxm ∂mh|p dh(v) = ∂mh|pdxm (v) = ∂mh|pv(x
m) = ∂mh|p vm

Gradient
Euklidischer Raum, Basisskalarprodukte ei · ej = gij : ∂ih

dfi

ds
= ∇h · ḟ

Tangentialvektor: ḟ = ei
dfi

ds
, Gradient von h: ∇h = ∂kh (g−1)kj ej

∇h · ḟ = ∂khg−1 kj (ej · ei)
dfi

ds
= ∂khg−1 kj gji

dfi

ds
= ∂khδk

i

dfi

ds
= ∂ih

dfi

ds

Vermeidbare Komplikation, erlaubt aber Aussagen:

Der Gradient steht senkrecht auf Linien gleicher Höhe (auf Äquipotentialflächen)

∇h · ḟ = 0 = ∂1h
df1

ds
+ ∂2h

df2

ds
+ . . .

normierte Tangentialvektoren: Höhenänderung in Richtung ∇h maximal:

∇h Größe und Richtung der Steigung



Feld φ : M → N, (z.B. M ⊂ R3)

Vektorfeld v : M → TM , x 7→ v(x) = vi(x)∂i|x ∈ Tx

Dualvektorfeld F : M → T∗
M , x 7→ w(x) = dxj wj(x) ∈ T∗

x

zum Beispiel F = −dV = −dxj ∂jV

Nicht jedes Dualvektorfeld F = dxi Fi ist der Gradient −dV eines Potentials V

Notwendige Bedingung für F = −dV : Fi = −∂iV : ∂iFj − ∂jFi = 0

n = 3 Definition Rotation (falls ONB: e = 1)

e (rot~F)1 = ∂2F3−∂3F2 , e (rot~F)2 = ∂3F1−∂1F3 , e (rot~F)3 = ∂1F2−∂2F1 ,

e (rot~F)i = ǫijk∂jFk , ”rot~F = ∂ ×~F“
F = −dV nur falls rot~F = 0

Poincaré, sternförmiges Gebiet: rot~F = 0 : ∃ V : F = −dV

Beispiel Coulomb-Kraft, Coulomb-Potential
Euklidischer Raum, ONBasis, ǫ0 = 1

Coulomb-Kraft ~F(~r) =
qq′

4π
~r
r3 , r =

(

x2 + y2 + z2
)1

2 > 0 ,

(rot F)1 = (∂2 F3 − ∂3 F2) = −
qq′

4π
3 · 2
2

1
r5 (y z − z y) = 0 : rot F = 0

~F = − grad V , V(~r) =
qq′

4π
1
r

F1 = −∂1
qq′

4π
1
r =

qq′

4π
1
2

2x
r3 , Fi = −∂i

qq′

4π
1
r =

qq′

4π
xi

r3



Euklidischer Raum, ONBasis, ǫ0 = 1

Coulomb-Kraft ~F(~r) =
qq′

4π
~r
r3 , r =

(

x2 + y2 + z2
)1

2 > 0 ,

(rot F)1 = (∂2 F3 − ∂3 F2) = −
qq′

4π
3 · 2
2

1
r5 (y z − z y) = 0 : rot F = 0

~F = − grad V , V(~r) =
qq′

4π
1
r

F1 = −∂1
qq′

4π
1
r =

qq′

4π
1
2

2x
r3 , Fi = −∂i

qq′

4π
1
r =

qq′

4π
xi

r3

(W⊥)⊥ = W

Jeder k-dimensionale Unterraum W von V∗ ist in angemessener Basis f1, f2, . . .

W = {w : w = w1 f1 + w2 f2 + . . . wk fk}

definiert W⊥ ⊂ V : W⊥ = {v ∈ V : w(v) = 0 ∀w ∈ W}

W⊥ = {v : v = ek+1v
k+1 + ek+2v

k+2 + . . . en vn} ,

(W⊥)⊥ = {w ∈ V∗ : w(v) = 0 ∀v ∈ W⊥} :

w = w1 f1 + w2 f2 + . . . wk fk ∈ W : (W⊥)⊥ = W



Funktion h : M ⊂ Rn → R in x (kein Randpunkt) minimal :

h ◦ f für alle Kurven f : I ⊂ R → Rn durch f(0) = x bei t = 0 minimal,

∀f : 0 =
d(h ◦ f)

dt |t=0

= ∂mh|x

dfm

dt |t=0

⇔ ∂mh|x = 0

Nebenbedingung φ = 0: φ : M ⊂ Rn → R (z.B. φ = x2 + y2 + z2 − const2)

(Lösen von φ = 0 in U(x) möglich, falls φ(x) = 0 und ∂mφ|x 6= 0, oft nicht
explizit)

Minimum unter der Nebenbedingung φ = 0:
d(h ◦ f)

dt |t=0

= 0 nur für Kurven mit φ ◦ f = 0

∂mh|x
dfm

dt |t=0

= 0 , ∀f : ∂mφ|x
dfm

dt |t=0

= 0 ⇔

∂mh|x + λi ∂mφi
|x

= 0 und φi = 0 (i = 1, 2 . . . k Nebenbedingungen)

Lagrangesche Multiplikatoren
H(x, λ) = h(x) + λi φ

i(x) extremal als Funktion von (x, λ) ∈ Rn+k

0 = ∂xmH = ∂xmh + λi ∂xmφi , φi = 0

Die Variablen λi heißen Lagrangesche Multiplikatoren

Beispiel: niedrigster Punkt einer Einheitskugel um den Ursprung

H(x, y, z, λ) = z + λ (x2 + y2 + z2 − 1) extremal bei

2 λ x = 0 , 2 λ y = 0 , 1 + 2 λ z = 0 , (x2 + y2 + z2 − 1) = 0 .

1 + 2λ z = 0 : λ 6= 0 : x = y = 0 : z = ±1 und λ = ∓1/2.

Bei z = 1 ist h(x, y, z) = z unter der Nebenbedingung x2 + y2 + z2 = 1

maximal, bei z = −1 minimal.

anderes Beispiel: Quader mit größter Oberfläche in einer Kugel

H = xy + xz + yz + λ (x2 + y2 + z2 − 1)



Mannigfaltigkeit M = ∪αUα, Umgebungen Uα mit Koordinaten (Karte)

φα : Uα → Vα = φα(Uα) ⊂ Rn invertierbar in Vα

Beispiel: kartesische Koordinaten (x1, x2, x3) = (x, y, z) von M = R3

Kugelkoordinaten (x′ 1, x′ 2, x′ 3) = (r, θ,ϕ), 0 ≤ r, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π

✲

✻

✓
✓

✓
✓

✓
✓✴

✑
✑

✑
✑

✑
✑

✑
✑✑✸

y

x

θ

ϕ

~xz 





x

y

z






= r







sin θ cos ϕ

sin θ sin ϕ

cos θ






,

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = arctan(
√

x2 + y2/z)

ϕ = arctan(y/x)

Verschiedene Koordinaten umrechenbar im gemeinsamen Gültigkeitsbereich

Koordinatenwechsel in Uαβ = Uα ∩ Uβ: φαβ = φα φ−1
β : V ′

β → V ′
α

Funktionen f : M → R gibt man in Koordinaten an:

fα = f ◦ φ−1
α : Vα → R , fβ = f ◦ φ−1

β = fα ◦ φαβ

andere Notation
x′-Koordinaten differenzierbare Funktionen x′ i(x) der x-Koordinaten

x-Koordinaten differenzierbare Umkehrfunktionen xi(x′) der x′-Koordinaten

x′ i(x(y′)) = y′ i , xi(x′(y)) = yi .

Kugelkoordinaten außerhalb der z-Achse (ϕ: R3 aufschneiden)

f : (x1, x2 . . . xn) 7→ f(x1, x2 . . . xn) in x′-Koordinaten

f′ : (x′ 1, x′ 2 . . . x′ n) 7→ f′(x′ 1, x′ 2 . . . x′ n)

f′(x′(x)) = f(x) (statt fβ = fα ◦ φαβ)

f(x, y, z) = y/x und f′(r, θ,ϕ) = tan ϕ ”dieselbe“ Funktion f(x) = f′ ◦ x′(x).



df = dxi ∂if|x zum Beispiel

df = dx ∂xf + dy∂yf + dz ∂zf

Änderung von x′-Koordinaten bei x: dx′ j = dxi ∂ix
′ j

|x ,

z. B. dr = dx ∂xr + dy∂yr + dz ∂zr = xdx+y dy+zdz√
x2+y2+z2

.

Änderung der x′-Koordinaten ändert f′ bei x′(x) um

df′ = dx′ j ∂′
jf

′
|x′(x)

df′ = dr ∂rf
′ + dθ∂θf

′ + dϕ∂ϕf′ .

Änderung der verketteten Funktion

dxi∂if|x = dxi ∂ix
′j
|x ∂′

jf
′
|x′(x)

, , ∂if|x = ∂ix
′j
|x ∂′

jf
′
|x′(x)

,

∂f′(x′(x))

∂xi |x =
∂x′ j

∂xi |x

∂f′(x′)

∂x′ j |x′(x)
.

Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation x′(x)

Jj
i(x) = ∂ix

′ j
|x











∂r
∂x

∂r
∂y

∂r
∂z

∂θ
∂x

∂θ
∂y

∂θ
∂z

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z











=











x√
x2+y2+z2

y√
x2+y2+z2

z√
x2+y2+z2

z x

(x2+y2+z2)
√

x2+y2

z y

(x2+y2+z2)
√

x2+y2
−

√
x2+y2

x2+y2+z2

− y

x2+y2
x

x2+y2 0











.

j-te Zeile der Jacobi-Matrix: Gradient von x′j

dx′ = J(x)dx

dr =
xdx + ydy + zdz
√

x2 + y2 + z2

dθ =
z xdx + z ydy − (x2 + y2)dz

(x2 + y2 + z2)
√

x2 + y2

dϕ =
−ydx + xdy

x2 + y2



Jacobimatrix J invertierbar: xj(x′(y)) = yj : Differenzieren ∂yiyj = δi
j und

Kettenregel

∂ix
′ k

|x ∂′
kx

j
|x′(x)

= δi
j .

Jacobimatrix N(x′(x)) der Umkehrfunktionen mit Matrixelementen

Nj
k(x

′) = ∂′
kx

j
|x′

invers zur Jacobimatrix J(x) Jk
iN

j
k = Nj

kJ
k
i = δj

i .

N =









∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ









=







sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sin ϕ

sin θ sin ϕ r cos θ sin ϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0






.

Kettenregel, Basiswechsel
df|p = dxi ∂if|p = dx′ j ∂′

jf|p

gilt auch für die Koordinatenfunktionen

dxi = dx′ j ∂′
jx

i : df = dx′ j ∂′
jx

i ∂if

∂′
j = ∂xi

∂x′ j ∂i :

∂i = ∂x′ k

∂xi ∂′
k

(

∂x′

∂x

)−1

= ∂x
∂x′

Vektorfeld v = vi ∂i = vi ∂ix
′ j ∂′

j , v′ j = ∂ix
′ j vi

Dualvektorfeld w = dxk wk = dx′ l ∂′
lx

k wk , w′
l = (∂′

lx
k)wk

kontragrediente Änderung v′ = J v , w′ = J−1 T w



Teilchenbahn im Ortsraum (zeitunabhängige Basis ~e1,~e2, . . .)

~f : t 7→ ~f(t) = ~ei f
i(t) ,

Geschwindigkeit ~v : t 7→ d~f
dt|t

= ~ei
dfi

dt |t
= ~ei ḟ

i(t)

Beschleunigung ~b : t 7→ d~v
dt |t

= d2~f

dt2 |t
= ~ei

d2fi

dt2 |t
= ~ei f̈

i(t)

Teilchen sind träge ⇔ Impulserhaltung , Impuls ~p(~v) = m~v√
1−v2

≈ m~v

d~p
dt

= ~F , Kraft ~F: pro Zeit übertragener Impuls

Verlängerung f̂, Jetraum Jk

f̂ : I ⊂ R → Jk = R1+3k , t 7→
(

t, f(t), df
dt

(t),
(

d
dt

)2
f(t), . . .

(

d
dt

)k
f(t)

)

Punkt in Jk: (t, x, v, b, . . . x(k))

Bewegungsgleichung keine Definition der Kraft: Funktionen Gi : J2 → R3

Gi ◦ f̂physikalisch = 0

Bewegungsfunktion eines massiven Teilchens

~G = d
dt

( m~v√
1−v2

) −~F(t, x, v) = m~b√
1−v2

+
m~v(~v ·~b)√

1−v2
3 −~F(t, x, v) ≈ m~b −~F

Newtonsche Bewegungsgleichung: Kraft ”ist“ Masse mal Beschleunigung

m ~̈x ≈ ~F

keine Definition der Kraft: gleicher Impulsübertrag ~F dt gleicher Rückstoß

Massen sind nicht negativ



Inertialsystem: Weltlinien freier Teilchen (~F = 0) sind Geraden der Raumzeit

✲

✻

t Freies Teilchen:

x

~x(t) = ~x(0) +~v(0) t .

Galileitransformation
Transformationen L : R4 → R4 von Ineratialsystemen: linear

(Geraden auf Geraden)

Galilei-T.:
(

t′

~x ′

)

=

(

t + t0

D~x +~v0t + ~x0

)

=

(

1 0

~v0 D

)(

t

~x

)

+

(

t0

~x0

)

Drehung D, Geschwindigkeit ~v0, Ort ~x0, Zeit t0, 3 + 3 + 3 + 1 = 10 Parameter

Galilei-T. Newtonsche Inertialsysteme mit Weltzeit und Euklidischer Metrik

Geschwindigkeit und Beschleunigung transformieren gemäß

~v ′ = D~v +~v0 , ~b ′ = D~b ,










t′

~x ′

~v′

~b′











=











t + t0

D~x +~v0t + ~x0

D~v +~v0

D~b











=











1

~v0 D

D

D





















t

~x

~v
~b











+











t0

~x0

~v0

0













B B ′

E

t′
−

t′
+

t−

t+

κ(v) =

√

1 + v

1 − v
=

1 + v
√

1 − v2

t′
+ = κ−1 t+ , t′

− = κ t− .

t′ =
t − v x

√
1 − v2

, x′ =
−v t + x
√

1 − v2
oder

(

t′

x′

)

=
1

√
1 − v2

(

1 −v

−v 1

)(

t

x

)

Umkehrtransformation: v → −v

Lorentztransformation in vier Dimensionen
Lorentztransformation L linear: L(u + v) = L(u) + L(v)

y′
|y=z=0

= 0 , z′
|y=z=0

= 0

(

y′

z′

)

=

(

a b

c d

)(

y

z

)

.

t′ = (t − vx)/
√

1 − v2 + ey + fz , x′ = (−v t + x)/
√

1 − v2 + gy + hz

Längenquadrat und Skalarprodukt der Raumzeit invariant

u · v = u0v0 − u1v1 − u2v2 − u3v3

(
√

1 − v2, 0, 0, 0) , (0,
√

1 − v2, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1) orthogonal

werden abgebildet auf (1,−v, 0, 0) , (−v, 1, 0, 0) , (e, g, a, c) , (f, h, b, d)

: e = f = g = h = 0



(ay+bz)2+(cy+dz)2 = (a2+c2)y2+2(ab+cd)yz+(b2+d2)z2 = y2+z2 .

(

y′

z′

)

=

(

cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)(

y

z

)

.

ϕ = 0 : drehungsfreie Lorentztransformation

Schub, Boost in x-Richtung

t′ =
t − v x

√
1 − v2

, x′ =
−v t + x
√

1 − v2
, y′ = y , z′ = z

passiv:











ct′

x′

y′

z′











=













1
√

1−v2

c2

(

1 −v
c

−v
c

1

)

1

1























ct

x

y

z











aktiv (c = 1):











t′

x′

y′

z′











=











1√
1−v2

(

1 v

v 1

)

1

1





















t

x

y

z











Poincaré-Transformation: x′ = Λx + a , 10 Parameter



Newton, kräftefrei: d~p
dt

= 0 , d~f
dt

= 1
m~p :

Jetfunktionen φ: ~p = m~v und E = E0 + 1
2
mv2 erhalten, d.h.

d
dt

(

φ ◦ f̂physikalisch

)

= 0

additive Erhaltungsgrößen

transformieren linear (φ(1) + φ(2))
′ = φ′

(1) + φ′
(2) , (cφ)′ = cφ′ ,

φ′ = MΛ,aφ

x′′ = Λ2◦1x + a2◦1 , Λ2◦1 = Λ2Λ1 , a2◦1 = a2 + Λ2a1 .

φ′′ = MΛ2◦1, a2◦1
φ = MΛ2, a2

MΛ1, a1
φ

Darstellung: MΛ2◦1, a2◦1
= MΛ2, a2

MΛ1, a1

Viererimpuls
Vier Erhaltungsgrößen p = (p0, p1, p2, p3): p′ = Λp

Λ = 1 , x′ = x + a : p′ = p unabhängig von x = (t, x, y, z): p(~v)

~v = 0 drehinvariant : p(~v = 0) drehinvariant :

pRuhe = (m, 0, 0, 0)

p(~v) = Λ(~v)pRuhe ,
(

p0

p1

)

= 1
√

1 − v2

(

1 v

v 1

)(

m

0

)

=







m
√

1 − v2

mv
√

1 − v2






,

Energie: E = p0 = m
√

1 − v2
≈ m + 1

2
m~v 2 , ~p = m~v

√

1 −~v 2
≈ m~v : Impuls

Massenschale: E2 − ~p2 = m2 , ERuhe = mc2 , m ≥ 0

Photon masselos: E = |~p| , dennoch träge (trägt Impuls)

Geschwindigkeit: ~v = ~p/p0 = ~p/
√

m2 + ~p2



M =
√

m1
2 + ~p 2 +

√

m2
2 + ~p 2 > m1 + m2 .

~p 2 = 1

4M2(M
4 + m1

4 + m2
4 − 2M2m1

2 − 2M2m2
2 − 2m1

2m2
2)

E1 = 1
2M

(M2 − m2
2 + m1

2) .

Comptonstreuung
Photon auf ruhendes Elektron: p(1) + p(2) = p′

(1) + p′
(2)











E

E

0

0











+











m

0

0

0











=











E′

E′ cos θ

E′ sin θ

0











+











m + E − E′

E − E′ cos θ

−E′ sin θ

0











p ′
(2)

2 = m2 : (m + E − E′)2 − (E − E′ cos θ)2 − (E′ sin θ)2 = m2

mc2

E′ = mc2

E
+ 1 − cos θ .



homogenes Gravitationsfeld: ~F = −mg (0, 0, 1) ,

mẍ(t) = 0 , m ÿ(t) = 0 , m z̈(t) = −mg ,

x(t) = x0 + ux t , y(t) = y0 + uy t , z(t) = z0 + uz t −
1

2
g t2 .

allgemeine Lösung einer linear inhomogenen Gleichung, Lz = a:

Falls ∃ Lzspeziell = a : z = zspeziell + zhomogen

Ekin+Epot = E =
1

2
m~v 2+mgz erhalten , E◦f̂physikalisch(t) = E◦f̂physikalisch(0)

dE

dt
= m~b~v + mgvz = ~v ~G , ~G =

(

m~b + mg~ez

)

, ~G ◦ f̂physikalisch = 0 .

Zwangsbedingungen
Beispiel: Teilchen im homogenen Schwerefeld auf einer Ebene φ(x) = 0

φ(x1, x2, x3) = −x2 sin ϕ + x3 cos ϕ

Zwangskraft ~FZwang erzwingt Bahnen f: φ ◦ f = 0

❄

~FGewicht

❏
❏

❏❏❪

~FZwang

✑
✑✑✰

~Fgesamt

zeitunabhängig : ~FZwang ∝ grad φ ( 6= Förderband, Mühlrad)
dfi

dt
∂iφ|f

= 0 , dfi

dt
Fi Zwang = 0 , Fi Zwang(x, v) = λ(x, v)∂iφ(x)



0 = m
d2fi

dt2
∂iφ + m

dfi

dt

dfj

dt
∂i∂jφ = (λ∂iφ + Fi)∂iφ + m

dfi

dt

dfj

dt
∂i∂jφ .

λ = −
1

∂kφ∂kφ

(

mvi vj ∂i∂jφ + Fi ∂iφ
)

.

schiefe Ebene: ~FZwang = λ (0,− sin ϕ, cos ϕ) , λ = mg cos ϕ

kompensiert Gewicht in Normalenrichtung ~n = (0,− sin ϕ, cos ϕ)

0 = ~n · (~FZwang +~FGewicht) = λ − cos ϕmg

~Fgesamt = ~FZwang +~FGewicht = −mg sin ϕ







0

cos ϕ

sin ϕ







Lösungskurve
m~̈f = ~Fgesamt und −f2 sin ϕ + f3 cos ϕ = 0

f1(t) = f1(0) + ḟ1(0)t ,

f2(t) = f2(0) + ḟ2(0)t −
1

2
g sin ϕ cos ϕt2 ,

f3(t) = tan ϕf2(t)

E = 1
2
~v 2 + mgz auf Lösungskurven zeitunabhängig, E ◦ f̂(t) = E ◦ f̂(0)



Hooksche Kraft: F = −κx treibt zur Ruhelage bei x = 0 zurück

m
d2f

dt2
= −κ f , f̈ + ω2 f = 0 , ω2 =

κ

m

Ansatz: f : t 7→ ℜA ei ωt = a cos(ωt + ϕ) , A = a ei ϕ

Probe: ḟ = ℜA iω ei ωt, f̈ = ℜA (iω)2eiω t = −ω2 f X

A = a ei ϕ komplex: Amplitude a ≥ 0 , Phase ϕ

Auslenkung maximal zur Zeit t0 = −ϕ/ω

periodische Schwingung: Schwingungsdauer T = 2π/ω, f(t + T) = f(t)

Kreisfrequenz ω = 2πν , Frequenz ν = 1/T Schwingungen pro Zeiteinheit

Anfangswerte
Anfangslage f(0) = a cos ϕ , Anfangsgeschwindigkeit ḟ(0) = −aω sin ϕ ,

a =

√

f2(0) +
ḟ2(0)

ω2
, tan ϕ = −ḟ(0)/(ωf(0))

Hooksche Kraft: negativer Gradient des Potentials Vharmonisch(x) = 1
2
κ x2

Energie des harmonischen Oszillators zeitunabhängig

E = 1
2
mv2 + 1

2
κ x2 , E ◦ f̂(t) = E ◦ f̂(0)

f(t) = a cos(ωt + ϕ) , ḟ(t) = −aω sin(ωt + ϕ)

E ◦ f̂ = a2/2
(

mω2 sin2 +κ cos2
)

= κ a2/2

zeitliche Mittelwerte Ekinetisch und Epotentiell gleich



n Freiheitsgrade: Ort x = (x1, x2 . . . xn)

Jetraum J2 = R1+3n = {(t, x, v, b)}

Geschwindigkeit v = (v1, v2 . . . vn) , Beschleunigung b = (b1, b2, . . . bn)

Bewegungsfunktion: G : J2 → Rn , Bewegungsgleichung: G ◦ f̂physikalisch = 0

Beispiel: Teilchen mit Masse m im Potential V : Gi(t, x, v, b) = mbi + ∂iV

zeit- und geschwindigkeitsabhängige Gi: z.B. Schaukel, Magnetfeld,

Jetfunktion Q : J1 → R : (t, x, v) 7→ Q(t, x, v)

Auf einer Bahn f(t) ändert sich Q ◦ f̂ : t 7→ Q(t, f(t), ḟ(t)) mit der Zeit t

dtQ =
∂Q

∂t
+ vi ∂Q

∂xi
+ bi ∂Q

∂vi
, dt Funktion von J1 → Funktion von J2

d

dt

(

Q ◦ f̂
)

= (dtQ) ◦ f̂ =
∂Q

∂t
◦ f̂ +

dfi

dt

∂Q

∂xi
◦ f̂ +

d2fi

dt2

∂Q

∂vi
◦ f̂

Erhaltungsgröße
Q : Jr → R Erhaltungsgröße ⇔ dtQ = δxi Gi

δx Jetfunktion, heißt infinitesimale Symmetrie der Wirkung

dt = ∂
∂t

+ vi ∂

∂xi + bi ∂

∂vi + . . . = ∂
∂t

+
∑

k xi
(k+1)

∂

∂xi
(k)

(dtQ) ◦ f̂physikalisch = d
dt

(

Q ◦ f̂physikalisch
)

= (δxi Gi) ◦ f̂physikalisch = 0

Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehört eine Erhaltungsgröße

Zu jeder Erhaltungsgröße gehört eine Symmetrie der Wirkung

(Geometrie) ↔ (Physik)



Kontinuierliche Transformationen Tλ : Bahnen → Bahnen, f 7→ Tλf = fλ

Schar von Bahnen: fλ : t 7→ f(t, λ) , f0 = f

Änderung von Jetfunktionen: ∂λ(Q ◦ f̂λ)|λ=0

=
∂

∂λ
Q(t, f(t, λ), ∂tf(t, λ), . . . , (∂t)

rf(t, λ))

=
∂fi

∂λ

∂Q

∂xi
+ ∂λ∂tf

i(t, λ)
∂Q

∂vi
+ . . . + ∂λ(∂t)

rfi(t, λ)
∂Q

∂xi
(r)

Falls Änderung von f eine Jetfunktion: ∂fi

∂λ |λ=0
= δxi ◦ f̂

∂λ(∂t)
rfi(t, λ) = (∂t)

r∂λf
i(t, λ) =|λ=0

(dt)
rδxi ◦ f̂

δ = δxi ∂

∂xi + (dtδxi) ∂

∂vi + ((dt)
2δxi) ∂

∂bi + . . .

δQ ◦ f̂ = ∂λ(Q ◦ f̂λ)|λ=0

Beispiele von Transformationen von Kurven

Zeittranslation um −λ: fλ : t 7→ f(t + λ)

Galilei-Schub mit ~v0 = λ ~u: ~fλ : t 7→ ~f(t) + λ ~u t

Räumliche Verschiebung um λ~c: fi
λ : t 7→ fi(t) + λ ci

Streckung: fi
λ : t 7→ eλ fi(t)

Drehung: ~f(λ) = ~f‖ + (cos λ) ~f⊥ + (sin λ) ~n × ~f



T0 = id , infinitesimale Transformation δx: ∂λ(Tλf)|λ=0
= δx ◦ f̂

δx: Tangentialvektor an Orbit fλ bei f0 ,

”lokal“, falls δx Jetfunktion, δx(t, x, v, . . .)

infinitesimale Zeittranslation: δxi(t, x, v) = vi

infinitesimaler Schub: δxi(t, x, v) = ui t

infinitesimale Verschiebung: δxi(t, x, v) = ci

infinitesimale Streckung: δxi = xi

infinitesimale Drehung: δ~x = ~n × ~x , δxi = ǫijk nj xk

Zeitverschiebungsinvarianz, Energieerhaltung
Potential V zeitunabhängig, ∂V/∂t = 0 :

Zeittranslation δxi = vi Symmetrie der Wirkung

Erhaltungsgröße Energie: E = 1
2
m~v 2 + V(~x)

dtE = bi mvi + vi ∂V

∂xi = vi (mbi + ∂iV) = vi Gi

n-Teilchensystem: E = 1
2

∑
a ma~v 2

a + V(~x1,~x2 . . .~xn)

Energie auch bei zeitunabhängigen Zwangsbedingungen vi ∂iφb = 0 erhalten

Fi Zwang =
∑

b λb ∂iφb , vi Fi Zwang = 0



Potential verschiebungsinvariant: ci ∂iV = 0 :

Erhaltungsgröße: Impuls in Richtung c: ci pi = ci mvi

dtc
i mvi = ci(mbi + ∂iV) = ci Gi

verschiebungsinvariantes Zweiteilchenpotential V(~x1,~x2) = f(~x1 − ~x2)

δxi
1 = δxi

2 = ci Symmetrie der Wirkung , Erhaltungsgröße: Gesamtimpuls

Bewegungsfunktionen Gi 1 = m1b
i
1 + ∂xi

1
V , Gi 2 = m2b

i
2 + ∂xi

2
V ,

Actio = −Reactio, ~F1 = −~F2

∂xi
2
f(~x1 − ~x2) = −∂zif(z)|z=x1− x2

= −∂xi
1
f(~x1 − ~x2) .

n-Teilchen: V(~x1 + λ~c, . . .~xn + λ~c) = V(~x1, . . .~xn) :

∂λ|λ=0
: ~c ·

∑
a
~Fa = 0 , Gesamtimpuls ~p =

∑
a ~pa =

∑
a ma~va erhalten

ci
∑

a Gi a = ci
∑

a mab
i
a = cidpi

dt

Drehinvarianz, Drehimpulserhaltung
Drehung: ~xλ = ~x‖ + (cos λ)~x⊥ + (sin λ)~x × ~f

infinitesimale Drehung δ~x = ~n × ~x , δxi = ǫijk nj xk

Potential drehinvariant V(Dλ~nx) = V(x) , ∂λ|λ=0
:

0 = δxi ∂iV = ǫijkn
j xk ∂iV = ~n ·

(

~x ×
−−→
gradV

)

= −~n · (~x ×~F)

rotationsinvariantes Potential: Drehmoment verschwindet :

Drehimpuls ~L = ~x × ~p erhalten

dt
~L = ~v × ~p︸ ︷︷ ︸

=0

+~x × (~G +~F) = ~x × ~G

~L ◦ f̂physikalisch(t) = ~L ◦ f̂physikalisch(0)

: Planetenbahn eben



n-Teilchen-Potential unter gemeinsamer Drehung invariant,
V(Tλ~x1, Tλ~x2 . . . Tλ~xn) = V(~x1,~x2 . . .~xn)

~n · ~M = 0 , mit ~M =
∑

a
~Ma =

∑
a~xa ×~Fa

Gesamtdrehimpuls ~L =
∑

a
~La =

∑
a~xa × ~pa erhalten

Auch bei Zwangskräften drehinvarianter Zwangbedingungen

Fi a Zwang =
∑

b λb ∂xi
a
φb

Gesamtdrehmoment verschwindet ǫijkn
j xk

a∂xi
a
φb = 0

Schub und Gewichteter Startort
infinitesimale Galileitransformation δ~xa = ~u t: t ui

∑
a ∂xi

a
V = 0 :

∑
a δxi

aGi a = ui t
∑

a(ma bi
a) = dt

(

ui
∑

a ma (t vi
a − xi

a)
)

Erhaltungsgröße Qi(t, x, v) =
∑

a ma (~xa − t~va) ,

Qi ◦ f̂physikalisch zeitunabhängig

Gesamtmasse m =
∑

a ma , Schwerpunkt ~R = 1
m

∑
a ma~xa

Schwerpunktgeschwindigkeit: ~V = 1
m

∑
a ma~va

Schwerpunktsatz: ~R(t) = ~R(0) + t ~V(0)



Symmetrie Erhaltungsgröße
zeitliche Verschiebung Energie
räumliche Verschiebung Impuls
Drehung Drehimpuls
Galilei-Schub gewichteter Startort

Energie nur asymptotisch Summe der Einzelenergien

Virialsatz
infinitesimale Streckung δxi = xi keine Symmetrie der Wirkung

xiGi = xi (mbi + ∂iV) = dt(mxi vi) − mvi vi + xi ∂iV

−mvi vi + xi ∂iV 6= dtφ = ∂tφ + vi∂xiφ

homogenes Potential: V(eλx) = (eλ)N V(x) , xi ∂iV = N V ,

Mittelwerte bei beschränkter Bewegung 〈dt(mxi vi) ◦ f̂physikalisch〉 = 0

Virialsatz: 〈
1

2
m~v 2〉 =

N

2
〈V〉

harmonischer Oszillator N = 2: 〈1
2
m~v 2〉 = 〈V〉

Keplerpotential V = −mMG/r, N = −1: 〈1
2
m~v 2〉 = −1

2
〈V〉



E(t, x, v) =
1

2
mv2 + V(x)

v = ±
√

2

m
(E − V(x))

Differentialgleichung 1. Ordnung v ◦ f̂ = df
dt

, E ◦ f̂physikalisch zeitunabhängig

V(f(t)) unbekannt

Ableitung der Umkehrfunktion t(x): f(t(x)) = x reziprok: (für wachsendes x)

dt

dx
=

1
√

2
m

(E − V(x))

Die Umkehrfunktion t ist die Stammfunktion von h : x 7→ 1√
2
m (E−V(x))

Beispiel harmonischer Oszillator

dt

dx
=

1
√

2
m

(E − 1
2
κx2)

=
1
√

2E
m

1
√

1 − κ
2E

x2

reskalierte Variable u =
√

κ/(2E) x und φ(u) =
√

κ/mt(x(u))

dφ

du
=

1
√

1 − u2

Lösung φ(u) = α + arcsin u , also sin(φ(u) − α) = u

x(t) = a cos(ωt + ϕ)

Kreisfrequenz ω = (κ/m)1/2, Amplitude a = (2E/κ)1/2, also E = 1/2 κ a2 ,
Phase ϕ = −(π/2 + α) .



✲

✻ V

E

x

t(x) = t(x̂) +

∫ x

x̂

dy
√

2
m

(E − V(y))
.

Zwei Umkehrpunkte: Bewegung periodisch, f(t + T) = f(t)

Schwingungsdauer: T = 2

∫ x

x

dy
√

2
m

(E − V(y))

kleine Schwingungen um ein Potentialminimum bei y

V(x) = V(y)+
1

2
κ (x−y)2+O((x−y)3) , κ =

d2V

dx2
|y

, ω2 =

d2V

dx2 |y

m
, T = 2π/ω

Keplerbewegung
Sonne und Erde: Massepunkte m1, m2, 6 Freiheitsgrade ~x1, ~x2

m1 ẍi
1 = −

∂V

∂xi
1

, m2 ẍi
2 = −

∂V

∂xi
2

, mit V(~x1,~x2) = −
α

|~x1 − ~x2|
.

α = m1 m2 G , Newtonsche Gravitationskonstante G = 6,67 · 10−11m3kg−1s−2

Potential translationsinvariant: δ~x1 = δ~x2 = ~c :

Schwerpunktsbewegung: gradlinig gleichförmig

~R =
m1~x1 + m2~x2

M
, M = m1 + m2 , ~R(t) = ~R(0) + ~V(0) t .

~x1 = ~R +
m2

M
~x , ~x2 = ~R −

m1

M
~x , ~x = ~x1 − ~x2

MR̈i = 0 , m ẍi = ∂i

α

|~x|
= −α

xi

|~x|3
, m = m1m2/M



Kugelkoordinaten:







x

y

z






= r







sin θ cos ϕ

sin θ sin ϕ

cos θ







dxi

dt
= dx′ j

dt
∂xi

∂x′ j , d~x
dt

= ṙ~er + θ̇ r~eθ + ϕ̇ r sin θ~eϕ

~er =







sin θ cos ϕ

sin θ sin ϕ

cos θ






, ~eθ =







cos θ cos ϕ

cos θ sin ϕ

− sin θ






, ~eϕ =







− sin ϕ

cos ϕ

0







~er,~eθ,~eϕ Orthonormalbasis

Ekin =
1

2
m (

d~x

dt
)2 =

1

2
m (ṙ2 + r2 θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2)

Einschränkung durch Erhaltungssätze
Drehimpuls erhalten : Bahn eben in z-Ebene θ = π

2

~L = mr~er × (ṙ~er + r ϕ̇~eϕ) = mr2ϕ̇~ez .

V zeitunabhängig : Energie erhalten,

L = mr2 ϕ̇ , E =
1

2
m (ṙ2 + r2ϕ̇2) −

α

r
.

E =
1

2
m ṙ2 +

L2

2mr2
−

α

r
,

Energieerhaltungssatz für die eindimensionale Bewegung im effektiven Potential

Veff(r) =
L2

2mr2
−

α

r



L2

2m r2

−α
r

✲

✻

Bahnkurve der Relativbewegung
Veff quadratisches Polynom in u ∼ 1/r

dr

dt
= ϕ̇

dr

dϕ
=

L

m

1

r2

dr

dϕ
= −

L

m

d

dϕ

(1

r

)

E =
L2

2m

( d

dϕ

1

r

)2
+

L2

2mr2
−

α

r
=

L2

2m

( d

dϕ

1

r

)2
+

L2

2m

(1

r
−

αm

L2

)2
−

α2 m

2L2

∗(2 L2)/α2 m

e2 =
(du

dϕ

)2
+ u2 , e =

√

1 +
2 EL2

α2 m
, u =

p

r
− 1 , p =

L2

αm
.

Energieerhaltungssatz harmonischer Oszillator, ω = 1, Amplitude e

p
r = 1 + e cos ϕ



0 < e < 1 , Emin < E < 0: Ellipse, Exzentrizität e, Halbachsen a und b

a =
p

1 − e2
=

α

2|E|
, b =

p
√

1 − e2
=

L
√

αm

√
a .

e =

√

1 + 2 EL2

α2 m
, p = L2

αm

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ:
√

x2 + y2 = p − ex, quadrieren :

(x + ea)2/a2 + y2/b2 = 1

Brennpunkte (x, y) = (0, 0) und (x, y) = (−2ea, 0):

r +
√

(x + 2ea)2 + y2 = 2a wegen e cos ϕ + 1 = p/r :

(x + 2ea)2 + y2 = (2a − r)2

Keplersche Gesetze
Planetenbahnen im Gravitationspotential −α/r:

1. Keplersches Gesetz: Ellipsen mit Sonne (Schwerpunkt) im Brennpunkt

Fläche A, die der Differenzvektor ~r(t) überstreicht, Kreissegmentgröße 1
2
r2dϕ

dA

dt
=

dϕ

dt

dA

dϕ
= ϕ̇

1

2
r2 =

L

2m

Drehimpuls/(2m) = Flächengeschwindigkeit konstant

2. Keplersche Gesetz: In gleichen Zeiten überstreicht der Fahrstrahl zum
Schwerpunkt gleich große Flächen.

Umlaufzeit T : Fläche der Ellipse LT/(2m) = πab

T =
2π

√
Gm2

m1 + m2

m2

a′ 3
2 ≈

2π
√

Gm2

a
3
2 ,

3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten
sich wie die Kuben der großen Halbachsen a der Planetenbahnen



Messung der gravitativ wirkende Masse der Sonne

GmSonne =
(2π)2a3

T 2 ,

rSchwarzschild = 2GM
c2

Scherzfrage
Falldauer der Erde zur Sonne, falls der Drehimpuls verschwände

Fallkurve: eine zur Strecke entartete Ellipse mit halb so großer Halbachse

Falldauer = halbe Umlaufdauer = 1/2 (1/2)3/2 Jahr ≈ 65 Tage



E > 0, e > 1: Hyperbel, Teilchen im Schwerpunktsystem um den Winkel
δ = 2 arccos(−1/e) − π = 2 arcsin(1/e) gestreut

v ≈ c , rmin: δNewton ≈ 2GM/(rmin v2) , δLicht, gemessen = 2 δNewton

Senkrechter Fall, L = 0 , rmaximal = R

1

2
m (

dr

dt
)2 −

α

r
= −

α

R
.

∗R/α , u = r/R

mR3

2α
(
du

dt
)2 −

1

u
= −1

Wenn r mit t zunimmt: Umkehrfunktion t(u)

2α

mR3

(dt

du

)2
=

u

1 − u

Reparametrisierung: u(ϕ) = 1
2
(1 − cos ϕ)

(
du

dϕ
)2 =

sin2 ϕ

4
=

1

4
(1 − cos2 ϕ) =

1

4
(1 − (1 − 2u)2) = u(1 − u)



2α
mR3

( dt

dϕ

)2
= u2 ,

√

2α

mR3

dt

dϕ
= u =

1

2
(1 − cos ϕ)

√

2α
mR

t(ϕ) = t̃(ϕ) = R
2

(

ϕ − sin ϕ
)

, r(ϕ) = R
2

(

1 − cos ϕ
)

(

t̃(ϕ)

r(ϕ)

)

= R
2

(

ϕ − sin ϕ

1 − cos ϕ

)

= R
2

(

ϕ

1

)

+ R
2

(

cos ϕ sin ϕ

− sin ϕ cos ϕ

)(

0

−1

)

✲

r

✻

t

Senkrechter Fall L = 0 , E = 0

mR3

2α
(
du

dt
)2 −

1

u
= 0

√

2α

mR3

dt

du
=

√
u ,

√

2α

m
t(r) =

2

3
r

3
2



E = α
R

> 0 : 2α
mR3(

dt
du

)2 = u
1 + u

Reparametrisierung: u = 1
2
(cosh ϕ − 1)

(du
dϕ

)2
=
(1
2

sinh ϕ
)2

= 1
4
(cosh2 ϕ − 1) = u(1 + u)

2α
mR3

( dt
dϕ

)2
= u2 ,

√

2α
mR3

dt
dϕ

= u = 1
2
(cosh ϕ − 1)

√

2α
mR

t(ϕ) = R
2
(sinh ϕ − 1) , r(ϕ) = R

2
(cosh ϕ − 1)

r(t): Galaxienabstand im expandierenden Universum

Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage
Bewegung von n Freiheitsgraden im Potential:

Ruhe im Potentialminimum bei x = (x1, x2, . . . xn) = 0:

V(x) = V(0) + ci x
i + 1

2
κij x

i xj + O(x3) , V(0) unerheblich

ohne Beschränkung der Allgemeinheit κij = κj i

Ableitungen von V : ∂iV = ci + κij x
j + O(x2) , ∂i∂jV = κij + O(x) ,

Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung = Ableitungen am Entwicklungspunkt

ci = (∂iV)|x=0
, κij = (∂i∂jV)|x=0

.

x = 0 Ruhelage : ci = 0 , Näherung kleine Auslenkungen:

V(x) =
1

2
κij x

i xj , positiv definit, falls Ruhelage stabil



unterschiedliche Massen mi (keine Summationskonvention)

Bewegungsgleichungen: mi ẍ
i +

∑
j κij x

j = 0

∗1/
√

mi , yj =
√

mj x
j , Ω2

ij = 1√
mi

κij
1√
mj

, Ω2
ij = Ω2

j i

ÿ i + Ω2
ij y

j = 0 , (mit Summationskonvention)

Diagonalisierung einer reellen, quadratischen Form
Jede reelle, symmetrische Matrix Ω2 hat n aufeinander senkrecht stehende,

reelle, normierte Eigenvektoren.

Charakteristische Polynom det(Ω2 − λ1) = (−1)n(λ − λ1)(λ − λ2) · · · (λ − λn)

hat komplexe Nullstellen λ1, λ2 . . . λn . Zu jedem Eigenwert λ gibt es einen
Eigenvektor mit Komponenten (ui + i vi) ,

Ω2
ij (u

j + i vj) = λ (ui + i vi)

λ∗ (ui − i vi) = Ω2
ij (u

j − i vj) = Ω2
j i (u

j − i vj) = (uj − i vj)Ω2
j i

λ (uj − i vj) (uj + i vj) = (uj − i vj)Ω2
j i (u

i + i vi) = λ∗ (ui − i vi) (ui + i vi)

(ui − i vi) (ui + i vi) = ui ui + vi vi 6= 0 :

λ = λ∗ ∈ R ⊂ C Eigenwerte reell

e Eigenvektor von Ω2 und V⊥ = {v : e · v = 0}: Ω2V⊥ ⊂ V⊥

: Ω2 hat n aufeinander senkrecht stehende, normierte, reelle Eigenvektoren



Ω2 e1 = ω2
1 e1 , . . . Ω2 en = ω2

n en .

ω2
1 ≥ 0 , ω2

2 ≥ 0 , . . . ea · eb = δab

kinetische Energie und das Potential sind quadratische Formen

Ekin =
1

2
ẏiẏi , Epot =

1

2
Ω2

ij y
i yj .

Die Eigenvektoren e1, e2 . . . bilden eine Orthonormalbasis yi(t) =
∑

a ei
a za(t)

ẏi ẏi = ei
a ża ei

b żb = żb żb , ei
a za Ω2

ij e
j
b zb =

∑

b

ω2
b (zb)2 .

Jede reelle quadratische Form W(y) = Ω2
ij y

i yj läßt sich durch eine Drehung
unter Wahrung der reellen quadratischen Form δijy

iyj diagonalisieren.

Überlagerung von Eigenschwingungen
yi(t) =

∑
b ei

b zb(t) in Bewegungsgleichung einsetzen

0 =
∑

b ei
b

(

z̈b + ω2
b zb
)

.

z̈b + ω2
b zb = 0 , keine Summe über b .

2n-parametrige Lösung zb(t) = ℜAb eiωb t = ab cos(ωb t + ϕb) :

yi(t) = ℜ
∑

b

ei
b Ab eiωb t =

∑

b

ei
b ab cos(ωb t + ϕb) .



anfängliche Lage yi(0), anfängliche Geschwindigkeit ẏi(0): 2n Parameter

yi(0) =
∑

b

ei
b ab cos ϕb , ẏi(0) = −

∑

b

ei
b ωb ab sin ϕb ,

y(0) · ec = zc = ac cos ϕc , ẏ(0) · ec = żc = −ωc ac sin ϕc ,

ac =

√

(zc)2 + (żc/ωc)2 , ϕc =

{
arccos(zc/ac) żc ≤ 0

π + arccos(−zc/ac) żc > 0

Normalmoden
Superposition oder Überlagerung verschiedener Eigenschwingungen,

(Normalmoden, Normalschwingungen)

yi
b(t) = ei

b ab cos(ωb t + ϕb) ,

Schwingung in Richtung eb (Kraft in Gegenrichtung der Auslenkung)
Kreisfrequenz ωb

Die Energie jeder Eigenschwingung ist getrennt erhalten,

Eb =
1

2
(żb)2 +

1

2
(ωb zb)2 , keine Summe über b .

Zugehörige Symmetrie: Zeitverschiebung für diese Eigenschwingung eb

δby
i = ei

b (eb · ẏ) keine Summe über b .



Standardbeispiel lösbarer, beschränkter Bewegung:

ub = eb · ẏ/
√

ωb und vb =
√

ωb eb · y durchlaufen Kreis S1

u2
b + v2

b = 2 Eb/ωb

Winkelgeschwindigkeit konstant

zusammengesetzte Bewegung von n-Freiheitsgraden windet sich um

n-Torus Tn = (S1)× n

periodisch bei rationalen Frequenzverhältnissen

Integration
Fläche zwischen x = a und x = b, der x-Achse und der Funktion f : x 7→ f(x)

✲

✻

f

a b

Zerlegung von M = [a, b] = {x : a ≤ x ≤ b} in nichtüberlappende Teilintervalle

a = x0 < x1 < x2 . . . < xn = b , [a, b] = ∪i [xi−1, xi] ,

Z feiner, wenn Z die Teilintervalle [xi−1, xi] zerlegt

Zu jeder Zerlegung und jeder Wahl von Zwischenstellen ξi ∈ [xi−1, xi] gehört
die Summe von Rechtecksflächen (xi − xi−1) f(ξi), die Riemannsumme



|F(M, f) −

n∑

i=1

(xi − xi−1) f(ξi)| < ǫ

F(M, f) =

∫b

a

dx f(x)

Integral über eine Konstante
∫b

a
dx c = c (b − a)

∫

M
f hängt vom Integrationsbereich M = [a, b] und f ab,

nicht von der Bezeichnung der Integrationsvariablen
∫

M

f =

∫b

a

dx f(x) =

∫b

a

dy f(y) =

∫b

a

f(x)dx

ui v
i = uj v

j . Summationsindexpaar verschieden von jedem anderen Index,
Integrationsvariable verschieden von der Bezeichnung der Grenzen

Linearität, Additivität
Integral: linear im Integranden

∫b

a

dx
(

c f(x) + d g(x)
)

= c
(

∫b

a

dx f(x)
)

+ d
(

∫b

a

dxg(x)
)

.

additiv in Teilbereichen
∫b

a

dx f(x) =

∫ c

a

dx f(x) +

∫b

c

dx f(x) .

Definition
∫c

a
dx f(x) = −

∫a

c
dx f(x), und

∫a

a
dxf(x) = 0 ,

orientierte Flächengröße beider Vorzeichen



Stetiger Integrand: Zwischenwertsatz
∫b

a
dxg(x) = (b − a)g(ξ)

Integral über einen stetigen Integranden g als Funktion der oberen Grenze:
Stammfunktion von g

∫ x+ǫ

c

dyg(y) −

∫ x

c

dyg(y) =

∫ x+ǫ

x

dyg(y) = ǫg(x) ,

d

dx

∫x

a

dyg(y) = g(x) .

Hauptsatz der Integralrechnung

f(b) − f(a) =

n∑

i=1

(

f(xi) − f(xi−1)
)

=

(f(b)− f(xn−1))+(f(xn−1)− f(xn−2))+ . . .+(f(x2)− f(x1))+(f(x1)− f(a))

Satz von Rolle:

✲

✻ f

u vξ

df
dx|ξ

=
f(v) − f(u)

v − u

f(b) − f(a) =

n∑

i=1

(

f(xi) − f(xi−1)
)

=

n∑

i=1

(xi − xi−1)
df

dx|ξi

∫b

a

dx
df

dx
= f(b) − f(a) = f

∣

∣

b

a



Integrale elementarer Funktionen nicht notwendig elementar,
∫x

x
dx e−x2

kein Algorithmus, aber einige Regeln

f Stammfunktion von g: f : x 7→ f(c) +
∫x

c
dyg(y)

Integralsätze:
∫

M
dω =

∫

∂M
ω

Beispiele
∫x

0
dyyn = 1

n+1
yn+1

∣

∣

x

0
= 1

n+1
xn+1 .

Ableitung einer Potenzreihe f(x) =
∑∞

n=0 1/n! fn xn

im Konvergenzradius: f′(x) =
∑∞

n=0 1/n! fn+1 xn

Stammfuktion F(x) =
∑∞

n=1 1/n! fn−1 xn mit F(0) = 0

∫ x

0

dy
(

∞∑

n=0

1

n!
fn yn

)

=

∞∑

n=0

1

n!
fn−1 xn , f−1 = 0 .



Komplexe Funktion f(x) = u(x) + i v(x) einer rellen Variablen x

∫b

a

dx
(

u(x) + i v(x)
)

=
(

∫b

a

dxu(x)
)

+ i
(

∫b

a

dx v(x)
)

.

Hauptsatz der Integralrechnung auch für komplexe Funktionen

z.B. für k 6= 0 folgt d
dx

ei k x

ik
= ei k x

∫b

a

dx ei k x =
1

ik
ei k x

∣

∣

b

a
=

1

ik
(eik b − eik a) .

Polynome von Sinus und Cosinus: Linearkombination von komplexen
e-Funktionen z.B.

∫a

0

dx cos2 x =

∫a

0

dx
1

4

(

e2 i x + 2 + e−2 i x
)

=
1

4

( 1

2 i
e2 i x + 2 x +

1

−2 i
e−2 i x

)∣

∣

a

0
=

1

4
sin 2a +

1

2
a .

Partielle Integration
Ableitung abwälzen, (transponieren), partiell Integrieren,

∫b

a

dxu
dv

dx
=

∫b

a

dx
( d

dx
(uv) −

du

dx
v
)

= (uv)
∣

∣

b

a
−

∫b

a

dx
du

dx
v .

Partiell integrieren: beispielsweise Polynome von x mal ei x = d
dx

ei x

i

∫y

0

dx x ei x =

∫y

0

dx
( d

dx
(
x ei x

i
) −

1

i
ei x
)

= (−i x ei x+ ei x)
∣

∣

y

0
= −iy ei y+ ei y−1 .

Gamma-Funktion

Γ(s) =

∫∞

0

dt ts−1 e−t

interpoliert die Fakultät: Γ(n + 1) = n!, Γ(1) = 1 und für s > 0

Γ(s + 1) =

∫∞

0

dt ts d

dt
(−e−t) =

∫∞

0

dt
( d

dt
(−ts e−t) + s ts−1 e−t

)

= s Γ(s) .



f(x) =

n∑

k=0

1

k!
f(k)

|0
xk + Rn(x) , Rn(x) =

1

n!

∫ x

0

dy f(n+1)
|y (x − y)n .

n = 0 Hauptsatz der Integralrechnung: f(x) = f(0) + R0 mit R0 =
∫x

0
dy df

dy

Vollständige Induktion:

(n + 1)! Rn =

∫x

0

dy f(n+1)
|y (n + 1) (x − y)n

=

∫x

0

dy
(

−
d

dy
(f(n+1)

|y (x − y)n+1) + f(n+2)
|y (x − y)n+1

)

= −(f(n+1)
|y (x − y)n+1)

∣

∣

y=x

y=0
+ (n + 1)! Rn+1

= f(n+1)
|0
xn+1 + (n + 1)! Rn+1 .

Restterm
Abschätzung und Zwischenwertsatz

h ≥ 0 , a ≤ b : gmin

∫b

a

dyh(y) ≤
∫b

a

dyg(y)h(y) ≤ gmax

∫b

a

dyh(y) .

h ≥ 0 : g(ξ)

∫b

a

dyh(y) =

∫b

a

dyg(y)h(y) :

Rn(x) =
1

n!
f(n+1)

|ξ

∫x

0

dy (x − y)n =
1

(n + 1)!
f(n+1)

|ξ
xn+1 ,



um beliebigen Entwicklungspunkt y = (y1, y2, . . . yd):

g(λ) = f(z(λ)) , z(λ) = y + λ(x − y)) , z(0) = y , z(1) = x , f(x) = g(1)

g(λ) =

n∑

k=0

1

k!
g(k)

|0
λk + Rn(λ) , g(1) =

n∑

k=0

1

k!
g(k)

|0
+ Rn(1)

g(1) =
dg

dλ
=

dzi

dλ
∂if|z(λ)

, mit
dzi

dλ
= xi − yi , i ∈ {1, 2 . . . d} .

g(k)
|0

=
dkg

dλk
|λ=0

= (xi1 − yi1) (xi2 − yi2) · · · (xik − yik)∂i1∂i2 . . . ∂ikf|y .

Taylorreihe in d Variablen x = (x1, x2, . . . xd)

f(x) =

n∑

k=0

1

k!
(xi1 − yi1) (xi2 − yi2) · · · (xik − yik)∂i1∂i2 . . . ∂ikf|y + Rn

= f(y) + (xi − yi)∂if|y +
1

2
(xi − yi) (xj − yj)∂i∂jf|y + . . . + Rn

Restterm Rn von der Form des nächsten Terms an einer Zwischenstelle z

Rn =
1

(n + 1)!
(xi1 − yi1) · · · (xin+1 − yin+1)∂i1 . . . ∂in+1

f|z .



f(x) =

n∑

k=0

1

k!
(x − y)k dkf

dxk
|y

+
1

(n + 1)!
(x − y)n+1 dn+1f

dxn+1
|z

=f(y) + (x − y)
df

dx|y

+
1

2
(x − y)2 d2f

dx2
|y

+ . . . +
1

(n + 1)!
(x − y)n+1 dn+1f

dxn+1
|z

.

Als Näherung der Funktion f wird oft das Restglied Rn vernachlässigt.

Falsch bei nicht-analytischen Funktionen, z.B. f(x) = exp(−1/x2) um y = 0,

selbst wenn
∑∞

k=0
1
k! (x − y)k dkf

dxk |y
konvergiert

Substitution der Integrationsvariablen
Der Kettenregel der Differentation entspricht der Integralsubstitutionssatz

Sei y : x 7→ y(x) in M = {x : a ≤ x ≤ b} streng monoton wachsend,

f : y(M) → R , y 7→ f(y)

Z = {x0 < x1 < . . . xn} Zerlegung von M,

y(Z) = {y(x0) < y(x1) < . . . y(xn)} Zerlegung von y(M)

Zwischenstellen ξi definieren Zwischenstellen y(ξi) = ηi von y(M)

Satz von Rolle (xi − xi−1)
dy

dx |ξi

= y(xi) − y(xi−1) = yi − yi−1

∑

i

(xi − xi−1)
dy

dx |ξi

f(y(ξi)) =
∑

i

(yi − yi−1) f(ηi)

∫b

a

dx
dy

dx
f(y(x)) =

∫y(b)

y(a)

dy f(y) .



y(x) monoton fallend, y(a) > y(b),
∫

M

dx
∣

∣

dy

dx

∣

∣ f(y(x)) =

∫

y(M)

dy f(y) .

Formelbild: dx kürzt sich, Integrationsbereiche M und y(M)

Verkettung: Funktion f des Bereiches y(M), Funktion f ◦ y des Urbildes M,

Integral über f über y(M) = Integral über f ◦ y über das Urbild M

Beispiel: y : ϕ → r sin ϕ monoton zwischen 0 bis π/2 , y(0) = 0, y(π/2) = r

dy/dϕ = r cos ϕ

Kreisfläche

4

∫ r

0

dy
√

r2 − y2 = 4

∫ π
2

0

dϕ
d (r sin ϕ)

dϕ

√

r2 − r2 sin2 ϕ = 4r2

∫ π
2

0

dϕ cos2 ϕ = π r2

Plancksche Strahlungsformel
Strahlungsenergie pro Volumen im Frequenzintervall

u(ν,dν) = const
ν3 dν

e
ν
T − 1

, c = h = k = 1

ν =
1

λ
, |dν| =

|dλ|

λ2

u(ν(λ),dν(λ)) = û(λ,dλ)

û(λ,dλ) = const
λ−5 dλ

e
1

λ T − 1

Energiedichte und Intervall gehören zusammen

νmax 6= ν(λmax)



Kurve f : [a, b] → Rd , λ 7→ f(λ) = (f1(λ), f2(λ) . . . fd(λ))

f

fi−1 fi

fi+1

fk
i − fk

i−1 = (λi − λi−1)
dfk

dλ |ξk

n∑

i=1

(λi − λi−1)

√

∑

k

(
dfk

dλ |ξi

)2

Weglänge: l[f] =

∫b

a

dλ

√

dfk

dλ

dfk

dλ

Integrand: Jetfunktion L =
√

v2, ausgewertet auf Prolongation f̂, L ◦ f̂

lokales Funktional

Weglänge nicht linear. Hin- und Zurück = Zweifache Länge

Beispiele
Länge des Kreisbogens f : λ 7→ r (cos λ, sin λ), 0 ≤ λ ≤ ϕ ,

∫ϕ

0

dλ

√

(
dx

dλ
)2 + (

dy

dλ
)2 =

∫ϕ

0

dλ
√

r2 sin2 λ + r2 cos2 λ =

∫ϕ

0

dλ r = r λ
∣

∣

ϕ

0
= rϕ

Länge der Zykloide eines Rades mit Einheitsdurchmesser

v =
1

2

(

1 − cos ϕ

− sin ϕ

)

, v 2 =
1

4
(1−2 cos ϕ+cos2 ϕ+sin2 ϕ) =

1

2
(1−cos ϕ) = sin2 ϕ

2

Länge der halben Umdrehung zwischen ϕ = 0 und ϕ = π

l =

∫π

0

dϕ sin
ϕ

2
= −2 cos

ϕ

2

∣

∣

ϕ=π

ϕ=0
= 2

während die Achse die Weglänge π r = π/2 durchläuft



Die Weglänge ist unabhängig von der Parametrisierung.

Sei λ monotone Reparametrisierung, y = f ◦ λ , dyk

ds
= dλ

ds
dfk

dλ

∫ s

s

ds

√

dyk

ds

dyk

ds
=

∫ s

s

ds
∣

∣

dλ

ds

∣

∣

√

dfk

dλ

dfk

dλ
=

∫λ

λ

dλ

√

dfk

dλ

dfk

dλ

Wegintegral
Kraft F verändert nach Newtonscher Bewegungsgleichung längs der Bahn

f : t 7→ (f1(t), f2(t) . . .) die kinetische Energie,

dt

1

2
mvkvk = mvk bk =|fphysikalisch

vk Fk ◦ f̂physikalisch

Ekin(t) − Ekin(t) =

∫ t

t

dt
dfk

dt
Fk(f(t)) : Arbeit längs f

Arbeit parametrisierungsunabhängig: y = f ◦ t

∫λ

λ

dλ
dyk

dλ
Fk(y(λ))) =

∫λ

λ

dλ
dt

dλ

dfk

dt
Fk(f(t(λ))) =

∫ t

t

dt
dfk

dt
Fk(f(t))

Wegintegral über den Weg f

∫

f

dxk Fk(x) :=

∫λ

λ

dλ
dfk

dλ
Fk(f(λ))



Der Integrand ω = dxkFk heißt auch Differentialform oder 1-Form.

auf dem Rückweg wird die negative Arbeit des Hinweges verrichtet

Potentialkraft
Potentialkraft: Fi = −∂iV : Arbeit wegunabhängig

Potentialdifferenz von Anfangspunkt x = f(λ) und Endpunkt x = f(λ)

Arbeit verschwindet längs geschlossener Wege, x = x,
∫λ

λ

dλ
dfi

dλ
∂iV(f(λ)) =

∫λ

λ

dλ
d (V ◦ f)

dλ
= V(f(λ))

∣

∣

λ

λ
= V(x) − V(x)

∫

f

dxi∂iV =

∫

f

dV = V(f)
∣

∣

λ

λ



z.B. Volumen eines Gebirges über Bereich M der Ebene
Höhe h : M ⊂ R2 → R , M ⊂ [x, x] × [y, y]

Zerlegung Z: x = x0 < x1 < x2 . . . < xn = x ,
y = y0 < y1 < y2 . . . < ym = y

Rechtecke: Mij = {(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi , yj−1 ≤ y ≤ yj}

Falls V(M,h) ∈ R existiert: ∀ǫ > 0 ∃Z′ : ∀Z feiner Z′ ∀ξi j ∈ Mij:

|V(M,h) −
∑

i,j

(xi − xi−1) (yj − yj−1)h(ξi j)| < ǫ :

V(M,h) =

∫

M

h =

∫

x−y−Bereich
d2(x, y)h(x, y)

Mehrfachintegration
Zwischenstellen ξij = (ai, bj)

∑

i,j

(xi − xi−1) (yj − yj−1)h(ai, bj) =
∑

i

(xi − xi−1)
(∑

j

(yj − yj−1)h(ai, bj)
)

≈
∑

i

(xi − xi−1)

∫y(ai)

y(ai)

dyh(ai, y) ≈
∫ x

x

dx

∫y(x)

y(x)

dyh(x, y)

∑

i,j

(xi − xi−1) (yj − yj−1)h(ai, bj) =
∑

j

(yj − yj−1)
(∑

i

(xi − xi−1)h(ai, bj)
)

≈
∑

j

(yj − yj−1)

∫ x(bj)

x(bj)

dxh(x, bj) ≈
∫y

y

dy

∫ x(y)

x(y)

dxh(x, y)

Satz von Fubini
∫

M

d2z h(z) =

∫ x

x

dx

∫y(x)

y(x)

dyh(x, y) =

∫y

y

dy

∫ x(y)

x(y)

dxh(x, y)



2

∫

Kreis
d2(x, y)

√

r2 − x2 − y2 = 8

∫ r

0

dx

∫
√

r2−x2

0

dy
√

r2 − x2 − y2

= 8

∫ r

0

dx
π

4
(r2 − x2) = 2π (r2 x −

1

3
x3)
∣

∣

∣

x=r

x=0
= 2π r3 (1 −

1

3
) =

4

3
π r3

Dichte

Masse in einem Volumen: MV =

∫

V

d3x ρ(x)

B̂ = {(x1, x2, x3) : x1 ≤ x1 ≤ x1 , x2 ≤ x2 ≤ x2 , x3 ≤ x3 ≤ x3}

Bijk = {(x1, x2, x3) : x1
i−1 ≤ x1 ≤ x1

i , x2
j−1 ≤ x2 ≤ x2

j , x3
k−1 ≤ x3 ≤ x3

k}

xa = xa
0 < xa

1 < . . . < xa
n(a) = xa

∫

V

d3x ρ(x) = lim
∑

ijk

(x1
i − x1

i−1) (x2
j − x2

j−1) (x3
k − x3

k−1)ρ(ξijk)

Mittelwertsatz: ρmin

∫

V

d3x ≤
∫

V

d3x ρ(x) ≤ ρmax

∫

V

d3x

∫

V

d3x ρ(x) = ρ(x̂)

∫

V

d3x

ρ(x) = lim
ǫ→0

Masse(Ux ,ǫ)

Volumen(Ux ,ǫ)
, Ux ,ǫ = {y : |(x − y)| < ǫ}



n-Spat s: Eckpunkt e , Kantenvektoren u1, u2, . . . un:
s = {x : x = e +

∑n
i=1 ui λ

i , 0 ≤ λi ≤ 1}

n-Simplex σ: Eckpunkt e , Kantenvektoren u1, u2, . . . un:
σ = {x : x = e +

∑n
i=1 ui λ

i , 0 ≤ λi ,
∑

i λ
i ≤ 1}

Volumen(σ) = Volumen(s)/n!

invertierbare Transformation y : M → y(M)

Simpliziale Zerlegung von M geht in simpliziale Zerlegung von y(M) über

min
∣

∣

∣

∂y
∂x

∣

∣

∣
vol(σ) ≤ vol(y(σ)) ≤ max

∣

∣

∣

∂y
∂x

∣

∣

∣
vol(σ)

vol(y(σ)) =
∣

∣

∣

∂y
∂x

∣

∣

∣

|Zwischenstelle
vol(σ)

∫

M

dnx
∣

∣det
∂y

∂x

∣

∣

|x
f(y(x)) =

∫

y(M)

dny f(y)

Minimale Notation des Integralsubstitutionssatzes

∫

M

φ∗(ω) =

∫

φ(M)

ω

n-Form ω(y) = dny f(y)

invertierbare Transformation φ : x 7→ y = φ(x)

Verkettung (Pullback) φ∗(ω)(x) = dnx
∣

∣det
∂φ

∂x

∣

∣

|x
(f ◦ φ)(x)



(x, y) = r(cos ϕ, sin ϕ)

∂(x, y)

∂(r,ϕ)
=

(

∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

)

=

(

cos ϕ −r sin ϕ

sin ϕ r cos ϕ

)

, det
∂(x, y)

∂(r,ϕ)
= r

∫

(x,y)−Bereich
dxdy f(x, y) =

∫

(r,ϕ)−Bereich
drdϕr f(r cos ϕ, r sin ϕ)

dx = dr cos ϕ − dϕr sin ϕ , dy = dr sin ϕ + dϕr cos ϕ ,

dx ∧ dy = dr ∧ dϕr (cos2 ϕ + sin2 ϕ) = rdr ∧ dϕ

Beispiel: Integral über die Gaußfunktion

I =

∫∞

−∞

dx e−x2

I2 =

∫∞

−∞

dx e−x2

∫∞

−∞

dy e−y2
=

∫

R2

d2(x, y) e−(x2+y2)

=

∫

(r,ϕ)−Bereich
drdϕr e−r2 =

∫∞

0

dr r e−r2
∫ 2π

0

dϕ = −
1

2
e−r2

∣

∣

r=∞

r=0
2π = π

∫∞

−∞

dx e−x2
=

√
π



⊂ →
f(x) = eif

i(x) , x-unabhängige Basis : komponentenweise Integration
∫

M
f = ei

∫

M
fi

Beispiel: Schwerpunkt von n Teilchen an Orten ~r1,~r2 . . .~rn

~R =
1

M

∑

α

mα~rα , M =
∑

α

mα

~R =
1

M

∫

d3x ρ(x)~x , M =

∫

d3x ρ(x) .

Beispiel: Gesamtdrehmoment einer Kraftdichte ~f(x)

~M =

∫

d3x~x × ~f(x)

Beispiel: Schwerpunkt eines Kreissektors

α

M =

∫

Sektor
d2(x, y)ρ = ρ

∫R

0

dr r

∫ α/2

−α/2

dϕ = ρα
R2

2
=

α

2π
ρπR2

M~R =

∫

Segment
d2(x, y)ρ

(

x

y

)

= ρ

∫

(r,ϕ)−Bereich
drdϕ r

(

r cos ϕ

r sin ϕ

)

= ρ

∫R

0

dr r2

(∫ α/2

−α/2
dϕ cos ϕ

∫ α/2

−α/2
dϕ sin ϕ

)

= ρ
R3

3

(

2 sin(α/2)

0

)

= M
4

3
R

(

sin(α/2)

α

0

)

α → 0: ~R = 2/3R

(

1

0

)



Ableitungen kartesische Koordinaten (x, y, z) nach Kugelkoordinaten (r, θ,ϕ)









∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ









=







sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sin ϕ

sin θ sin ϕ r cos θ sin ϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0







d3x = drdθdϕ
∣

∣det
∂(x, y, z)

∂(r, θ,ϕ)

∣

∣ = drdθdϕr2 sin θ = dr r2 d cos θdϕ

Kugelvolumen:
∫

Kugel
d3x =

∫R

0

dr r2

∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ =
R3

3
2 2π =

4π

3
R3

Gravitationspotential einer kugelsymmetrischen
Massenverteilung

φ(~x) = −G

∫

d3y
ρ(~y)

|~x − ~y|

|~x − ~y| =
√

~x2 − 2~x ·~y + ~y2 =
√

r2 + r′ 2 − 2 r r′ cos θ

φ(~x) = −G

∫∞

0

dr′ r′ 2 ρ(r′)

∫+1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ
1

√
r2 + r′ 2 − 2 r r′ cos θ

= −2πG

∫∞

0

dr′ r′ 2 ρ(r′)

∫+1

−1

du
1

√
r2 + r′ 2 − 2 r r′u

= −2πG

∫∞

0

dr′ r′ 2 ρ(r′)
−1

r r′

√

r2 + r′ 2 − 2 r r′u
∣

∣

u=+1

u=−1

= 2πG

∫∞

0

dr′ r
′

r
ρ(r′)

(

|r′ − r| − |r′ + r|
)

, Achtung
√

x2 = |x|



|r′ − r| − |r′ + r| =

{
r − r′ − r′ − r = −2 r′ falls r ≥ r′

r′ − r − r′ − r = −2 r falls r ≤ r′
.

φ(~x) = 2πG
[

∫ r

0

dr′ ρ(r′)
r′

r
(−2r′) +

∫∞

r

dr′ r
′

r
ρ(r′) (−2r)

]

= −4πG
[ 1

r

∫ r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) +

∫∞

r

dr′ r′ ρ(r′)
]

= f(r)

Kraft F auf ein Probeteilchen der Masse m am Ort ~x: −mxi

r ∂r f

df

dr
=

G

r2
4π

∫ r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) −
G

r
4π
(

r′ 2 ρ(r′)
)

|r′=r
+ G4π

(

r′ ρ(r′)
)

|r′=r

=
G

r2
M(r) , mit M(r) = 4π

∫ r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) =

∫

|~y|<r

d3yρ(~y)

Kraft zwischen kugelsymmetrischen Massen
Kraft im Inneren ~F(~x) = −GmM(r) ~x

r3
hängt nur von der Masse M(r) ab

Eine kugelsymmetrische Massenschale übt in ihrem Inneren keine Kraft aus

Außenfeld wie eines Massepunktes im Ursprung

φ(~x) = −
GM

r
, ~F(~x) = −m grad φ = −

GmM

r2
~er ,

Probekörper ausgedehnt: (nichtüberlappend) potentielle Energie additiv aus den
potentiellen Energien der Massen d3yρ′(~y) in kleinen Volumenelementen im

Außenfeld der Zentralmasse

V(~x) = −GM

∫

d3y
ρ′(~y)

|~x − ~y|
.

Ist ρ′ auch kugelsymmetrisch, so hat dieses Integral den Wert
V(~x) = −GmM/r , m =

∫
d3yρ′(~y) ,



Erst Abweichungen von der Kugelsymmetrie führen bei gravitativer
Wechselwirkung zweier Massen, die nicht überlappen, zu Abweichungen von den

Bahnen zweier Punktteilchen.

homogen Kugel mit Radius R , Massendichte ρ0 = M/(4πR3/3) innen und
verschwindender Massendichte außen, ρ(r′) = 0 für r′ > R

φ(~x) = −4πGρ0

[ 1

r

∫ r

0

dr′ r′ 2 +

∫R

r

dr′ r′ ]

= −4πGρ0

[1

r

r3

3
+

R2

2
−

r2

2

]

= GM
( r2

2R3
−

3

2R

)

.

Integrale: Lineare Abbildungen
Arbeit, Strom, Ladung:

Wege, Flächen, Gebiete bilden Kraft, Stromdichte, Ladungsdichte linear ab

f : I ⊂ R → RN , s 7→ f(s) , A[f] =

∫

I

ds ti(s)Ai(f(s)) , ti =
dfi

ds
,

f : S ⊂ R2 → RN , (s1, s2) 7→ f(s1, s2) ,

J[f] =

∫

S

d2s (ti
1(s) t

j
2(s) − t

j
1(s) ti

2(s))
1

2
Jij(f(s)) , ti

1 =
∂fi

∂s1
, ti

2 =
∂fi

∂s2
,

f : G ⊂ R3 → RN , (s1, s2, s3) 7→ f(s1, s2, s3) ,

Q[f] =

∫

G

d3s (ti
a(s) t

j
b(s) tk

c(s))ǫabc

1

6
ρijk(f(s)) , ti

a =
∂fi

∂sa
,



Raum: ITP, 267, 268, 269

Zeit: 12 – 14 Uhr

Di 31. Januar

Do 2. Februar

Di 7. Februar

Metrische Größe von Kurven, Flächen und Volumina im
Euklidischen Raum RN

Tangentialvektoren ta = ∂f
∂sa, a = 1, 2, . . . p , gab = ta · tb ,

metrische Größe des p-Spats √
gdps (p-Simplex: /p!)

Weglänge L[f] =

∫

s−Bereich

ds
√

t · t

Flächengröße: F[f] =

∫

S

d2s
√

(t1 · t1) (t2 · t2) − (t1 · t2) (t2 · t1)

Parametrisierungsunabhängig, s : T → S = s(T) , f(S) = f ◦ s(T)

t′ i
a =

∂(f ◦ s)i

∂ta
=

∂sc

∂ta

∂fi

∂sc
, g′

ab = t′
a · t′

b =
∂sc

∂ta

∂sd

∂tb
tc · td =

∂sc

∂ta

∂sd

∂tb
gcd

g′
.. = JTg..J , det g′

.. = (det J)2 det g..

Größe: F[f] =

∫

T

d2t
√

det g′
.. =

∫

T

d2t | det
∂s

∂t
|
√

det g.. =

∫

S

d2s
√

det g..



f : (θ,ϕ) 7→ r







sin θ cos ϕ

sin θ sin ϕ

cos θ







Tangentialvektoren und ihre Skalarprodukte

~t1 =
∂~x

∂θ
= r~eθ = r







cos θ cos ϕ

cos θ sin ϕ

− sin θ






, ~t2 =

∂~x

∂ϕ
= r sin θ~eϕ = r sin θ







− sin ϕ

cos ϕ

0







~t1 ·~t1 = r2 , ~t1 ·~t2 = ~t2 ·~t1 = 0 , ~t2 ·~t2 = r2 sin2 θ ,
√

det g.. = r2 sin θ

∫π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕr2 sin θ = 2π r2 (− cos θ)
∣

∣

θ=π

θ=0
= 4π r2

Kugelfläche in n Dimensionen, vol(Sn−1)

∫

dnx e−
∑

i(x
i)2 =

∫

dx1 e−(x1)2
∫

dx2 e−(x2)2 . . .

∫

dxn e−(xn)2 =
(√

π
)n

∫

dnx e−
∑

i(x
i)2 = vol(Sn−1)

∫∞

0

dr rn−1 e−r2

Substitution t(r) = r2 , dt = 2rdr , Γ -Funktion

(√
π
)n

= vol(Sn−1)
1

2

∫∞

0

dt t
n
2
−1 e−t , vol(Sn−1) =

2
(√

π
)n

Γ(n
2
)

vol(S1) = 2π , vol(S2) = 4π :

4π =
2
(√

π
)3

Γ(3
2
)

=
2
(√

π
)3

1
2
Γ(1

2
)

, Γ(
1

2
) =

√
π

vol(S2n+1) =
2πn+1

n!
, vol(S2n) =

2n+1πn

1 · 3 · 5 · · · (2n − 1)


