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Verschiebungen, Ereignisse, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen, Kréfte, Impul-
se, Drehimpulse, Winkelgeschwindigkeiten, Drehmomente, Drehimpulse, Trdg-
heitstensoren, Volumina, Warenkorbe, Preise, Steuern, Stromdichten, Impuls-
stromdichten, Lineare Abbildungen, Parallelogramme ('), Funktionen, ...

ut+v=v+4u Kommutativitdt (Parallelogramm)
(Wu+v)+w=u+(v+w) Assoziativitat,
ut+0=u Nullvektor O,
u+(—u)=20 Entgegengesetzter Vektor,
Aku)=(Ak)u, Tu=u  Einfaches und Vielfaches von u,
A+xK)u=Au+ku Distributivgesetz,
Alu+v)=Au+Av Strahlensatz.

u,v,w [V, A, k reelle oder komplexe Zahlen (aus dem Zahlenkorper)

Alltdagliche Vektorraume und ihr dualer Raum
Einkaufszettel bilden einen Vektorraum
w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartolelh + ...
Warenpreise in € bilden einen Vektorraum
p = 0,36 pro kg Mehl 41,48 pro kg Zucker + 0,85 pro Pfund Karto Lelh ...
Zahlbetrag:
pw)=036-2+148.5+0,85-12+...
p:V - Ristlinear, p(u+w) =p(u) +pw), p(Aw) = Ap(w),
Lineare Abbildungen eines Vektorraumes V bilden den dualen Vektorraum V"
(p+a)(w) :=p(w) +qlw), (Ap)(w) :=Ap(w) (p + q, Ap, linear L)1
anderes Beispiel: Arbeit langs einer Verschiebung bei konstanter Kraft



Basisvektoren eq, ey, ... Komponenten w',w*, ... [R
w=ew +ew+...=3 eyw™
u+w=(egu'+eu’+...)+(eyw +ean?*+...)
= (eru' +eyw!) + (e’ + e w?) + ...
—e (W +wWh+e (W2 +w)+...
(u+w)'=u"+w', (u+w)P=u>+n?,
AMu=Aleiu +eu’+ . )= Au' e A+ ...

Aw)'=Aau', Auw?=Au?,

(W+wli=u+w, Aui=Au, i=12,...

Fiir jeden einzelnen Index kann jeder Wert seines Laufbereichs eingesetzt werden.

Indexschreibweise
Jeder Index kann umgetauft werden, solange er von anderen verschieden bleibt.
(u+w)y=uw+w, Au=rxu, j=12,...
Einsteins Summationskonvention: w = e,,w™

Jedes Indexpaar an einem Term bezeichnet die Summe tiber alle Werte seines
Laufbereichs.

Jedes Indexpaar kann umgetauft werden, solange es von anderen Indizes verschie-
den bleibt.

Jeder Index tritt entweder in jedem Term einmal auf oder als Summationsindexpaar
in einem Term.

Indexschreibweise zeigt Fehler: ut = a , ppwiw = vt , (p(w) W)t = ppw™ut L1
Lineare Abbildung p ist bestimmt durch p(ey) =pm (R, m=1,2,...

p(w) =plemw™) = plen)Ww™ = ppw™



e, ez, ... linear unabhangig < (e, A™ =0 2 A™ =0)
Dimension dim 'V : maximale Zahl linear unabhdngiger Vektoren
dmV =n - [ef ey, ...ey,, linear unabhdngig und [

w, e, ey,...ey linear abhdngig, d.n. wA + e A™=0mit A E0
w=e W mtwm=-—-A"/A

Basis e, ey, ..., (geordnet, linear unabhdngig): die Komponenten jedes Vektors
sind eindeutig w = e, W™ = e W = 0 = e (W™ — W) & WM™ = Wit

Vektorrdume gleicher Dimension sind isomorph, V ~ R™, d.h. beztiglich Addition
und Vervielfdltigung gleich.

Dennoch sind z. B. Geschwindigkeiten und Magnetfeldstdarken Vektoren in ver-
schiedenen Rdaumen, denn man kann sie nicht sinnvoll addieren.

Ortsvektor, Ursprung

Translationen sind kommutativ und kdnnen vervielfdltigt werden

a’ 1 0 0
cTzeZal,cT: Cl_2 ,51: 0 ,522 1 ,532 0
a’ 0 0 1

Verschiebung vom Ursprung, Wechsel des Ursprungs, Di[erenzvektor

OB = OA + AB < AB = OB — OA
OA =00 + 0A
OB —OA =00 +0B— (00 +0A) = OB — OA



Geschwindigkeit: ¥(t) = -(t) = lim flt + 62 —f(t)
L dft

zeitunabhangige Basisvektoren: v = a(ei ') = &— .

Bewegter Ursprung mit Bahn fo

— —

Voesam(t) = mf(t +e) +folt +§) — (f{t) + fo(t))

=V(t) +Vo(t) .

Geschwindigkeiten sind additiv, falls bewegte Uhren wie ruhende Uhren gehen.

Dualraum V-
Lineare Abbildungen von V (z.B. Arbeit, Verschiebung, Kraft)

plu+w)=p(u) +pw), p(Au) = Ap(u)

durch Wirkung auf Basis festgelegt: p(w) = p(emW™) = p(em) W™ = prw™.

Konnen addiert und vervielfaltigt werden: dualer Vektorraum V]
(p+a)w) =plw)+qlw), (Ap)(w)=Ap(w).
(e, ez,...) Basis, Dualbasis (f',f2,...): f V- w B fi(w) =w!, (linear O
fi(e;) = 0,

- 1 falls i=j
1- e -
8Y = { falls 125 Kronecker-5 .

p V- p(w) = plemw™) = prW™ = prf™W) , p =pmf™, pm =Pplem)



61]'(1":6]1a1—|—612a2—|—613a3—|—...:1a]—I—OaZ—I—Oag—l—...—

62jaj:621 a +85a’+8%5a+...=0d +1d%2+0a+...
ohad =at.

Das Kronecker-Delta kiirzt sich mit der Summe.

Lange
a
b c2+4ab/2: b
a?+ b% + 2ab
2_ q24p2
b C a C a‘l— a
a b a b

Langenquadrat in einer Orthonormalbasis:

=== (" + () + ()P +...=clc

COS x sinx
| |

7_5\></27r
2




Winkelgrad -
360° =2 1°= - =0,0174533 .
T 180
Skalarprodukt
Ctb—"" || sina
a b cosa
(@+b)? = (|a@l + bl cos &) + (|b]sin «)?
= |dl> + |b]* + 2|@| |b| cos o
(@+b)? = (a' + bY)(a' + b}) = ala’ + bib! + 2a'b
—|a’+ bl +2a b
d-b=dab +ab?+a®b>+...=|d|blcosx, cos([(@lb))=

cos? o + sinf o = 1

|dlib]

sl
o n]




b-@, @Mb+ME=Mab+rac.

ey
o]
I

In euklidischen Raumen definit:

aad=0, dd=0ed=0.

In der Raumzeit nur nichtentartet: a-b = a°b° — a' b! — a?b? —

(a-b=01[b] = a=0.

Aus Langenquadraten konstruierbar:

aﬁzgaa+a%a+ﬁywa—awa—a).

Metrik
g:VxV 5o R, (uv)B3 g(u,v)=u-v, bilinear

g(u,v) = gle;ul, e;v') = gley, g5) UV = gy u'v/

a3 b3

Komponenten: g(ei, ej) =ei-e; =¢gij = g5i, 1,j) CHL2...}

Zu jedem Vektor u gehort der Dualvektor i [CVI-)Skalarprodukt mit u‘

u:vB3 gluv) =gu, ejvj) = g(u, ej)vj )

(L~L)J = g(u, e]-) = Jij ui =y Kurzschrift

Herunterziehen und Heraufziehen des Indexes mit der Metrik,

i i ik
w=40ggiu ,uw =g Uk .

g* Komponenten der inversen Metrik (kommt spiter)



ei-ej :5@ .

1 falls i=j
0 falls i85 °

011 =0 =033=...=1, 01=0,1=013=033=...=0.

Orthornormalbasis: 1; = &5 = u' .

u = eiui: €5 (ei-u)

Dreiecksungleichung
0<|a@+AbPb>=(G+Ab) - (@+ADb)
— AN o[*+ 27 (a@-b) b +|af
= (B +a-6)%+ @b — (a-b) "= |aPbl — (d@-b)>?

b

2
b2

a@- b* < |ab?
Wegen |@ + b? = @2+ b2 +2a-b < @ + b2 + 2|d|[b| = (| + [b])? folgt
@+ b2 < (|a@ + b))% .
Im Dreieck ist die Verbindung tiber Eck ldnger als die gerade Strecke.

In der Raumzeit vergeht auf der geraden Weltlinie mehr Zeit als auf dem Umweg
(Zwillingsparadoxon, Teilchenzerfall).

m > m; +my



Invertierbare Selbstabbildungen der naturlichen Zahlen bis n, z.B.
2) ])5)4>3 - Tt(] ))Tt(Z))Tt(S))Tt(4))Tt(5)

w:{1,2...n} - {1,2...n},i B m(i) , invertierbar
bilden die Permutationsgruppe oder Symmetrische Gruppe S,,, wird von
Nachbarvertauschungen erzeugt.

Die Fehlstellung a(7t) zahlt in 7t(1),7t(2),...,7(n) ab, wie oft von links
gelesen ein 7t(i) groRer als ein rechts davon stehendes 7t(j) ist,
a(2,1,5,4,3) =14+0+2+ 140, und schreibt sich mit der Stufenfunktion

0, falls x=<0,
@(X)_{L falls x >0,

a(m) =) O(n(i) —n(j)) .
i<j
Fehlstellung a(7t) (un)gerade < Permutation 7t (un)gerade

Signum einer Permutation

1 falls 7t gerade
—1 falls 7t ungerade

sign(7t) = (—1)4™ = {

sign(7t) gibt an, ob 7t aus einer geraden oder ungeraden Zahl von
Paarvertauschungen besteht.

sign(7te 7t) = sign(7t sign(m) .

Zykelnotation:
= (1,7(1),n(n(1)),... 7 (1))AT7(1Y, n(x(1Y),... (19 ... (...)

z.B. t=1(1,2)(3,5) bildet 1,2,3,4,5 auf 2,1,5,4, 3 ab.
Zykel gerader Lange sind ungerade, Zykel ungerader Ldnge sind gerade.

Zykel: Orbits der Punkte unter der Untergruppe {mt, 7%, ...\ = e} ~ Zn, N
kleinstes gemeinsames Vielfache der Zykelldngen.



Locher: Addition wie Flachen von Flecken, Flecken flicken Locher

Lo

Parallelogramm {x : x=e+Aa+xb, 0=sA<1,0=sx=<1}

Flache eines Funktionsgraphen:

Wahl: Flache a A b positiv, falls b rechts von a, sonst Lochfldche,
aNa=0

Vervielfdltig man eine Kante, vervielfdltigt sich die Fldchengrolie, auch A < 0

a/NAb)=Ala/Ab)=(Aa)ADb

(Aa) A(Ab) =A% (aADb)

Cavalierisches Prinzip
aAb=(a+Ab)Ab=aA (b+A4)

aAb=aAb'mit b"=b+Aaund A = —b?/a?, b"=e;(b' — a' b%/a?).

a Ab"= a"Ab"mit a"= a +nb"=ea’ = ay :

a/\b = (62(12) /\61 (b] — all;)z) = 62/\61 (azb] — (11 bz) -

aAb=—-bAa, a/\b:e1/\ez(a1b2—a2b1)




Parallelogrammflache hdngt nicht von der Ecke ab:
aAb=(-b)Aa=(—a)A(—=b) =bA(—a)
aAb=e Aey(a'b?—a’b') : Bilinearitat (koplanar)
(a+c)Ab=aAb+cAb,Aa)Ab=aA(Ab)=AaADb

............

by

ay Abx—byANay=a, Aby+a,Aby=aAb.
Additivitdt in jedem Kantenvektor impliziert Antisymmetrie
Cavalierisches Prinzip: aAa=(a—a)ANa=0ANAa=0:-aAa=0

0= (a+b)A\(a+b)=aNa+aAb+bAa+bAb=0+aAb+bAa+0



(a+c)Ab=aAb+cAb,(Aa)Ab=aA(Ab)=AaADb

Falsch fiir nicht-planare Parallelogramme (Giebeldach)

nur richtig fuir Querschnittsflache, Grundfldchen und feine Zerlegungen

Raum und Hohlraum von Spaten
Kieshaufen und Kiesgruben: Volumina entgegengesetzten Vorzeichens
Spat: Eckpunkt e, Kantenvektoren a, b und c:
{x: e=e4+Aa+xb+nc, 0<sA<1,0=sx<1,0=sn<1}.
Wahl: a A b /\ ¢ rechtshandig: positives Volumen

Cavalierisches Prinzip




aAbAc=aAb"Acmta-=a+Acundb-=b+mnc
wobei a”und bYin der e;-e;-Ebene A = —‘01—3 M= —C—3 > und ¢P= e 3
a= ¢ (a' —‘Cl—c ) + ez (a? ——3c ), bP=¢e (b —E—jc]) + e (bZ—E—;cz)
aAbAc=¢e;Ae;Aesc? ((cﬂ c') (b2 b3 c?) —(az—g—jcz) (b]—tc’—id))

e=ejN\Ney/\e3

a/AbAc= e(cﬂ b2+ a2+ b e2—a'bict— d?b! c3—a3bzc])

aAbAc=e ) rgsign(rm)a™! ™ ™) = e ey atbl ek

linear in jedem der drei Kantenvektoren, Dreifachsumme, total antisymmetrisch,

1, falls ijk eine gerade Permutation von 1,2, 3 ist,
eijk = ¢ —1, falls ijkeine ungerade Permutation von 1,2, 3 ist,
0, fallsijk  keine Permutation von 1,2, 3 ist.

Stromdichte, bilinear, antisymmetrisch

Flachenstromdichte J: Parallelogramm a A b — Strom J(a, b)
JAAa+b,c) =A]J(a,c)+]J(b,c), J(a,Ab+c)=AJ(a,b)+]J(a,c)
0 =J(a+b,a+b) =J(a,a)+J(a,b)+J(b,a)+J(b,b) = 0+]J(a,b)+]J(b, a)+0
Doppelsumme
J(a,b) =J(eid', b)) = J(er, ¢5) @'V =Jya'b’, iy =J(es, €5) = —Jji -
J(a,b) =12 (a'b*—a’b') + Ji3(a' b>—a’b') + Jo3 (a*b® — a’b?) +

Stromdichte: lineare Abbildung, Vektor eines n(n — 1)/2-dimensionalen
Vektorraums, dual zum Vektorraum A%(V) der Parallelogrammflzchen.




Def: Komponenten der Stromdichte j =e;j' +e2j° + e3j°

Ju=c¢i’, Jsi=¢j*, Jz=¢j', Jij = eei”
J(a,b) =jAaAb = e(j' (a*b’—a’b?)+j* (a’b'—a' b*)+5° (a' b*—a’ b))
Volumen des Spats, der von j, a und b aufgespannt wird.

In der Zeit t fiillen Teilchen in einem homogenen Teilchenstrom mit
Geschwindigkeit v durch das Parallelogramm a /A b das Volumen tv A a A b.

Anzahl N(tv,a,b) =ptvAaAb), p Dichte
Teilchenstrom: Anzahl pro Zeit, J(a,b) = pv/AaAb :
f: pv .

gilt flir eine Teilchensorte. jgesamt £ Pwmittel VMittel

Kreuzprodukt

n = 3-dimensionaler, Euklidischer Raum: c Aa/Ab =c-(a %X b)
axXb= eelg_meﬁkaibk

g~ " Komponenten der inversen Metrik: §,,' = gmug™'"

c-(axb)=c™(en-e)e 9_1 heijk a bk =ec™ gmlg_] heijk a bk

= ecmémleijka)bk:eei]-kclcﬂbk:c/\a/\b .

Orthonormalbasis: gy = 01, ¢ = 1

(a xb)! a’b® — a3 b?
(axb)?| = b —a'b?
(axb) a'b?—a’b’

Kreuzprodukt: bilinear, antisymmetrisch, senkrecht auf jedem seiner Faktoren,

axXxb=-bxa,0=aANAaAb=a-(axb)dh a [{dxDb)



betrag. Froaukt der oetrage von a und o mal dem oInus des eingescniossenen
Winkels = Betrag der Fldchengrolie

la X b| = |al|b| sin( [Lal b)) , a, b, a x b rechtshandig .

Beispiele:

—

Lorentzkraft F = q (E + v x

S]]

Drehimpuls L = ¥ < §
X

Drehmoment l\7l F

Drehung um Achse 1 und Winkel «

Zerlegt man einen Vektor 1t in seinen zur Drehachse 1t parallelen und
senkrechten Anteil

— (= —»)
)

U=Ut+UpUrF A -u), desu— .
so bleibt i —ynverandert und U —wird in der zu . senkrechten Ebene, die von

U —und 1 < U aufgespannt wird, auf 1 —€s « + 1 < 1 sin & gedreht,

—

Dy :u B f(n-u) 4+ (cosa)(th —m(-1)) 4+ (Sine) i X .



ein Tellchen:
L(t) =7(t) xp(t): F(t)-L(t) =0
L(t) =L(0): #(t)-L(0) =0
d.h. ¥(t) aus der Ebene [L10) durch den Ursprung

€ijk €Elmn

€ijk €lmn = Z SIgN(7t) B (1) O e(m) Ok () Z sign(7t m On(k)n
nlS3)

= di1dmOkn + dimOindit + dindj10km — 5116)'n6km — 0indjmdr1 — 0imd510xn -

richtig fir (i,j,k) = (1,2,3) und (1, m n) (1,2,3), beide Seiten total

antisymmetrisch in (i,j,k) und (1,m,n), z.B. (ij) L3t = 729 Gleichungen.
— 0j10imdin — OjmOinOky — djndutdkm, + d10indkm, + Ojndimdiy + djmOitdin
M 7 3 D4 5 24

= du1djmOkn, + dimdindxy + dind1dkm — di1djndkmy — dindjmOxy — dimd1dkn
NV NV ' 'd Y

5 5 ) 3 7

€ijn €lmn = Oitdjm — dimdjr , (Onn = 3)!
Eimn€imn = 2611 y

€Elmn€lmn = 6.



Lénge des Kreuzproduktes, (a < b)- = a“b“sin” «,
eniiab enimad™ = (8118im — dimdi)a’d’a’db™ = a'a'b’b’ — a'b'a’b’
(@xb)* =a’?—(a-b)* =|a’ b sin’( al b))
Wiederholtes Kreuzprodukt, nicht assoziativ,
(@ (bx¢)) = ejndenqb e’ = (515 — dudj)a'b e! = bt alc) — ¢t alb)

dx(bx¢c)=0b(a-¢)—<c(a-n)

Axialvektor

Drehung D: linear, Skalarprodukte und Volumen invariant

—

¢-(@xb) = (D¢) (D@) x (Db) , ¢ (@xb) =(D&) - D(@xb),

[1D¢) : (D&)- ((D&) < (Db) — D(d x b)) =0
(D&) % (Db) =D(@x b) .
Kreuzprodukt von gedrehten Vektoren = gedrehtes Kreuzprodukt der Vektoren

Spiegelungen P : @ B —a von Vektoren, @ndern Kreuzprodukte nicht.
(@) (~b) =dxb
polarer Vektor: Drehspiegelung D : vpglar B D vVipglar
Axialvektor: Drehspiegelung D": vaia B det D D vayia

Axialvektoren: Drehachse, Magnetfeld, Drehimpuls, Drehmoment, . ..

polare Vektoren: Verschiebung, elektrisches Feld, Geschwindigkeit, Lorentzkraft,



Drehungen, Streckungen, Scherungen, Lorentztransformationen,

gerade Linie [3 gerade Linie, Dreieck 3 Dreieck
L(a+b)=L(a)+L(b),L(Aa)=AL(a).

auf Basis festgelegt: L(e;) = eiLYy, LY =f(L(e)),
L((l) = L(ej Clj) = L(e]‘) aj = €i Lij Clj .
Matrixnotation stammt von Gottfried Wilhelm Leibniz, (1646 -1716) ©

Uy Uy - Uy
R ST RN C
Yy LYy - Ly,

LY in Zeile i und Spalte j

Spalte j: Komponenten von L(e;)

Zeile mal Spalte

Vektoren: Spaltenmatrizen der Komponenten

b Lhad +1Lha?2+...+1, an | AP LD AL al
2 L5a +15a?+... + e | |5 1 0 Ly a?

= [Ya'+LMa?+. .+ LY a Ly L% - L™, a™



Lineare Abbildungen konnen sinnvoll addiert und vervielféaltigt werden, sie bilden
Vektorrdume,

(L+M)(a) =L(a) +M(a), (AL)(a) =AL(a),
(L+ M)y =LY +MY, ALY =ALY.
Matrizen: komponentenweise Addition und Vervielfdltigung

Hintereinanderausfiinren definiert das Produkt von Matrizen
L(M(ej)) = L(ex M) = L(ex) MY = e; L' M¥ = ei(LM)Y .
(LM)5 =LY MY =1H M+ 1 ME 4. .

LMY in Zeile i und Spalte j: Zeile i von L mal Spalte j von M,
Matrixprodukt = Zeile mal Spalte.

(LM)Y = L% M¥ : 1 erster und oberer, j letzter und unterer Index,
Summationsindexpaar in der Mitte

Beispiele n =2
Spiegelung an der x-Achse,

L(e1) =er, L(e) =—ez,

Lleja'+e;a?) =eja' + e (—a?),

a’=da'", ad?=-a?,

()=o) ()



Spiegelung an der Diagonalen,

M(ej) =ex, M(ey) =e,

1 2 1 2
M(eia' +ea”) =eya' +eja”,

a’=a’, d?=d,

()= (o) (&)

Beispiele n =2

Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. M L, hier die Drehung um 907,
01\ /1 O 0 —1
=3 o) (o 1)=( o)
ist nicht L M, hier die Drehung um —90°
1 0\ /0 1 01
= (o ) (3 0)= (7o)

A vertauscht (kommutiert) mit B, falls AB = BA.
Definition des Kommutators: [A,B] = AB —BA



A(BC)=(AB)C,
(A(BC))Y =A% (BC) =AY B CY = (AB)4CY = ((AB)C)}

A(B+C)=AB+AC, A(AB)=AAB.

1-Matrix, 0-Matrix
Identischen Abbildung, 1:a B3 a,

1(€j) =€ = €i5ij

10 -0
11_6]_{0 dlls igj 0 . .| ATAIEA
00 -+ 1

Nullabbildung, 0 : a B 0, 0-Matrix
00 - 0
0= ?O (_) , OA=A0=0.



Dr(ej) = en), m LS}, hat Matrixelemente
Dy = 8ty = 87 V) .
. i [P S [P .
DTEDT[D: DTE°7TD> (DnDﬂdlj =d" mk 6kﬁ%') =5 mn@j) = 5171(7@]’)) .

Permutationsmatrizen sind eine Darstellung der Permutationen.

Drehung D in n = 2 Dimensionen

el = cos@er+singe;, D_ (Cos® —sing
ey, =—sin@e;+cosge;, sine  cosp /)’

(aD) B (COS(p —sin (p) <a‘) B (COS(p a' —sing az)
a?) " \singe cose/) \a?/ \sinpa'+cos@a’)
Langenquadrat invariant unter Drehungen, (c :=cos ¢ , s := sin @),
(ca'—sa®)*+(sa'+ca?)? = (a")(c*+5%) +(a?)*(c*+s?) = (a')*+(a?)*.
Auch Skalarprodukte invariant: DiLerknzen von Ldangenquadraten

a-b:%((a—I—b)z—(a—b)z) .

Langen und Winkel werden durch Drehungen nicht gedndert.



Zu einigen linearen Abbildungen L existiert das Inverse L™, L™'L =1,
L—] ik Lk] _ 51] )
z. B. Drehstreckungen M um r und «
o ] :
M — 1 (cpscp Sln(p> oMot ( C0S Sln(p> |
sing  CO0S @ r \—sSin@ Ccos@

Inverse Matrix existiert nicht immer

(ca)(oo)=(ce)=l)

Basiswechsel

L(e;) =ex Lk]- = e]-D, ex = eiDNik , also ejD: ex ij = eiDNik ij
Ny L =685, N=L".
Die inverse Abbildung L~ bildet e,"= L(e;) auf e; ab, LL™'(eJ = e,"
L5 =8Y, Ll % =23 .
Falls L(e;) linear abhangig, L(ej)vi =0, (v',v2,...) BO:
- L nicht invertierbar, L(v) =0, v=¢ep' B 0.

Sind L und M invertierbar, dann auch L M,
ML T=1M) T,

denn (ML H(IM) =M (L 'TD)M=M"M=1.



Die Determinante einer linearen Abbildung L ist der Faktor, um den sie das
Volumen vergroRert,

vol(L(e1),L(ez)...L(ey)) =detL- vol(es,er...en) ,

zum Beispiel det1 = 1. Der Wert der Determinante von L bestimmt, ob L
invertierbar ist. Das Inverse existiert (in Zeichen I3') genau dann, wenn die
Determinante nicht verschwindet,

[I1' = detL B0 .

Deshalb heilt die Determinante Determinante.

Explizite Formeln

detl = eqq,. 4, L L2 ... L= ) sign(e) L, L3, L 7Y
7t [Sd

det Ly = L' 1% — L4 LY,
det L3x3: Flaschenregel von Sarrus:
L1]L22L33 + L21L32L13 + L31L12L23 — L21L12L33 — L1]L32L23 — L31L22L13 .
Determinante einer n < n-Matrix; n! Summanden.

Dreiecksmatrizen A mit Al =0 fur i > j, detA = Ay A%, - AT,



Wegen I_T[ 1 LT[ e I_T[(njn — L]T[ 1(1) LZ 71(2) e LTl —1 Und

' (n)?
Z = > i und sign(7t) = sign(rc 1)

detL = ) sign(m0) L'niiy L2r) Ly = €10 Ly Ly 0 LY
=

€i112-~-inL ) le)z o Lin)'n = €jyj,...jn d€tL
det(LM) = €z in I—hi] M, Liz)'z Mz, . Lmjn [\
= €iipin th Liziz o I—injn Mj]] szz T Mj“n =
= (detL) €j, .., M1y M2, - MO = (det L) (det M)

det(L'L) =det1 =1 z det(L ") = eh.

Korperfeste Transformation

Basiswechsel: eLD: N(e) = e NI, korperfeste Achsen, e; raumfest

]c[]k _ N—] ki ]ci

L% =fF(L(e)) = N5 F(L(eN)) = NTTHIEN, = (NTTLN)N
Determinante basisunabhdngig:
det(N""LN) = (detN) '(detL) (det N) = detL .

Matrix N=' L N in anderer Basis 2 L"= N LN, die krperfeste
el = N(e) = e Ny so transformiert wie L raumfeste ei
[fedJ = NLN"'N(e)) = NL(e) = N(ep)L*y = el , L'N = NL
korperfeste Transformation L% Multiplikation von rechts mit L

[korperfeste Transformation, raumfeste Transformation] = 0 ,
(MN)L = M(NL)

ln °



Sp L= Lii )
Wegen AL B¥; = BX Al ist die Spur zyklisch

Sp(AB) =Sp(BA),

- Sp(ABC) =Sp(A(BC)) =Sp((BC)A) =Sp(BCA).
Sp(N"'LN) = Sp(NN-'L) = SpL
Matrixelemente hangen von der Basis ab, die Determinante und die Spur nicht.
Funktionen von L, basisunabhdangig.

n = 3:Sp(Drehung) =1+ 2cosx, Sp(Drehspiegelung) = —1+ 2cosf3

Transponieren

vV - W

Rechteckmatrizen L : { a B Lla)=L(e;a)=L(e)a =&L%d

L e Iy
; . m=dimW,n=dimV
L™y oo Ly

m=1: u CWW - R, Dualvektor: Zeilenvektor u(w) =uw!, n =1 2!
Verkettung zieht Funktionen zurtick: (V w2 R)=(V wel R)
uel CVHVY L R
u =5 ue List linear in u: definiert
LT WL v ud t"u=u-l, (L™w(v)=u(LW)).

Transponieren walzt L vom rechts nach links, spiegelt an der Hauptdiagonalen,

1m=1, (LN =1}



Transponieren eines Produktes spiegelt die Reihenfolge der Faktoren,
(IM)Tu=ueIM=(uelL)eM=MT(uel)=MTLTu
W(L(M((V)) = (L'u)(Mv) = (M'L™u)(v) = (LM) u)(v) ,

(L M)T]_i — (L M)l) — LikMkj — LTkiMT_k — MTjkLTki '

(LM)T=MTLT

T=1T= (LT =@ | (1) =T

Die Determinante von L stimmt mit det LT Uberein. | det = detL"

L ) o Doy = Ly Li® oo L™

Transponieren @ndert nicht die Spur. | SpL = SpLT

Drehspiegelung, orthogonale Gruppe
Orthonormalbasis: 1-v = u'v = utvt
Drehspiegelungen D: u-v = (Du)-(Dv) ,
ONB:u'v=u"D'Dv « D'D =1
Spalten von D: orthonormale Vektoren,

1 =det(D"D) =det(D") detD = (detD)2 , detD = =+1,
Orthogonale Gruppe: {D [GL(n,R): =1} =0(n)
spezieller: Drehgruppe: {D [SD(n,R) :detD =1} = SO(n)

(DDYT(DDY=D"D'DD=DI D=1 [
D'T=MDN'=D=(D"',1[SOn) COIn) 1
det D (Matrixelemente) stetig - [Schar D,: detDy—o = 1 und detD)—; = —1:

Drehungen hdngen nicht stetig mit Spiegelungen zusammen.



Euklidischer Raum: p-Spat e; A ey /A -+ - /A e, mit senkrechten Kanten
glei,e) =ei-e;=0flri&j,

Langenquadrate (1;)* = g(er, e1), (1,)* = g(ez, €2) ...

Grofe des p-Spats = |vol(er,ez...ep)| =L -+ - | = /[ det ge|

ge Matrix der Skalarprodukte der Vektoren e; : geij = €; - €;

Schiefwinklige Kanten: | |vol(uy, ;... u,)| = /| det gy

u; = L(e;) = ex*: Bild senkrechter Vektoren e; mit Skalarproduktmatrix g.

ui-wy = (e e) 5L = Lhi(e - e))LY = gy =LTgL

V| detgy,| = \/\ det(LTg.L)| = |detL|+/|det(ge)| = |detL| vol(e,...ep,)|

= |detL vol(ey,...e,)| =|vol(L(ey),...,L(ey))| = |vol(ug,...u,)l

Numerische Berechnung der Determinante

vol(L(e7),L(ez)...L(e,)) =detL- vol(es,er...en) ,
falsa=1" 20 (keine Summe lber n = dimV)

detL = detLD, L@ei) = L(ey)—L(en) L /a, Lmi =0,1M2,..n—1}

[0 <L(Dn—nx(n—n>
0 L™y

[m— 0 R T
0 0 L,
Ay
2
Nach n Schritten: detL =detA, A= 0 A% L]
; 0 ]
0 0 A™



det = €ty in Lh] Lizz o Linn _ Z sign () Ln(U] Ln(Z)z L Ln(n)n
7t [Sd

Polynom der Matrixelemente, als Funktion von x = L¥, linear inhomogen
detL=ax+Db

Koe [zieht a hdngt von k und | und anderen Matrixelementen ab,

1 ioTd i i i
Ak = €ipiy. iy kipgoin LT L2 o D L gy oo L

fehlt

Falls k = n und 1 = n: Vorfaktor a = det L, L streiche Zeile n. und Spalte n

det = Z (Sign(T[) Lﬂm1 LT[(Z)Z . ,)Ln(n)n + Z sign () LTE(”1 L Ln(n)n
7(n)Bn

m(n)=n

a= Z sign(m) Lﬂm)] Ln(z)z s Lﬂ(n_”n_1
LS 4

Adjunkte und inverse Matrix
k 2 und 1 B n: zyklische Vertauschung, ergibt (—1)*+V [det LV

Minor der Zeile k und der Spalte 1: Determinante der Untermatrix, in der die
Zeile k und die Spalte 1 gestrichen ist.

(Adjunkte), = a' = (—1)**' Minor der Zeile k und der Spalte 1
Lo o . L .
axl = €y, gk in LT L2 - LTy \I—/]/ [ B
Determinantenentwicklungssatz: a',L*; = &% det L

detLZ0: Ok —[-
© detL — - K

Matrixelemente L' rationale Funktionen der Matrixelemente von L

L% det L = Adjunkte’; = © gfit} , Polynome

Numerische Berechnung des Inversen: analog numerische Berechnung der
Determinante in ¢ n® < ¢c™® Schritten




M = (“ "), detM=ad—cb

.
Adjunktez( d _C> :( d _b)
—b a —Cc a

-1 1 d —b
M _—ad—cb<_c a)

Zahlenbeispiel 3 x 3 Matrix

217
M=18 6 3
00 2

detM =24+0+0—-0—-0—-16=38

12 —16 0 12 =2 -39
Adjunkte = | —2 4 0| =1—-16 4 50
-39 50 4 O 0 4

zB. -39=10E-60[4, -16 =—(8 [A-0 [3),
schachbrettartige Vorzeichen

12 =2 -39
—16 4 50
0O 0 4

M—1

I
Ool—



: (10 0 -1\  (x —y\ _ :
Matrlzenz—x<O ])—I—y(1 O>_(y X)—x—l—ly

zweidimensionaler reeller Vektorraum

(x +iy)+(u+iv)=(x+u)+i(y+v).

zB80, x=rcose, 1y =rsing, Drehstreckung um r und Winkel ¢

o cos@ —sing 1 x—1y

— ing = ) ==

Z=T1COS +11SsIN @ r(smcp COS(p) y Z 21yl
Produkt: i? = —1, (x +iy) (u+iv) = (xu—yv) +i(xv+yu),

komplexe Zahlen: C = {x +iy , (x,y) CRP}, ,MeRwerte sind reell?

Komplexe Konjugation, Betragsquadrat

Komplexe Konjugation: Spiegelung an der reellen Achse (x-Achse)
Hx+iy O (x+iy)E=x—iy.

reell linear, (cz)"% c'ZH!

Komplexe Ebene: reell zweidimensionaler Euklidischer Vektorraum,
Betragsquadrat, Orthonormalbasis e; = 1, e; =1,

2P =22, |(x+iy)F = (x—iy) (x+iy) =x"+y®, [z2F=0<2=0.

Statt durch z zu teilen, multipliziert man mit z%4z|?
Realteil z = x =NR(z) = (z+zHY2,

Imagindrteil z =y = J(z) = (z — z23Y(2i) R(z)+1T(z).

z=x4+1y,

Reelle Zahlen sind komplexe Zahlen mit zM= z



(cos o +isina)(cosP +isinB) = (cos o cos B — sin xsin B)
+i(cos eesin 3 4 sin occos 3)

cos(x 4+ 3) = cos . cos B — sinsinf

sin(oc+ ) = cosasin B + sinoccos B .

Additionstheoreme: Ausmultiplizieren komplexer Zahlen cos o + isin «.

a x|~ b | bcosP = acosx
asin« bsin 3

Fldche des Parallelogramms, absin(a + 3) =
Rechteckfldche absino cos3 + absin 3 cos «,

cos o = sin(7t/2 — ) = cos(ox + ).

Fundamentalsatz der Algebra

hier: hochgestellte Zahlen Potenzen, nicht Komponenten.

n—I1
Zn‘|‘Zaka: (z—2z1)(z—22) (2 —zy)
k=0
Carl Friedrich GauB (1777 - 1855): Jedes Polynom P,,(z) =z + 5 1—4 ai z¥

vom Grad n in einer komplexen Variablen z und m|t komplexen
Koe [ziehten ay, a;...a,_; hat n komplexe Nullstellen z;, z; .. .z,.

Nullstellen - Faktorisierung (Polynomdivision)



explizit n = 2: Quadratische Erganzung von z°- +pz = (z+p/2)" —p“/4
Binomialformel: Di[erknz von Quadraten faktorisiert a> —b?> = (a —b) (a + b)

P2 p? L Py [p?
z+pz+q—(z+2 _I = 2 — ( Z_
2 2
p— \/% q) =(z—z1) (z—2zy) ,
F -

Stichwort ,quadratische Erganzung* leichter als die Formel fiir Nullstellen

P
z+2

NI‘CS

Polynomordnung n > 4: kein algebraischer Ausdruck in ag, a; ... fiir die
Nullstellen z4,z; . ..

Nullstellen numerisch beliebig genau, wie die Wurzeln

Typen linearer Selbstabbildungen, dimV = 2

detL = O, nicht invertierbar: Ebene auf Null
00
=(o0)
Gerade G auf Null, Streckung einer nichtparallelen Geraden um a £ 0 :
a 0
= (50)-
eine Gerade G auf Null, parallele Geraden auf Punkte auf G :
0 1
(o0)
detL < 0 in GL(2,R) nicht stetig mit 1 verbunden (ganz oder garnicht) :

Spiegelstreckung um Faktoren mit entgegengesetztem Vorzeichen A; A, < O :

/N0
= (5 0



In GL(2, R) stetig mit 1 verbunden (hintereinander ein wenig transformieren) :

Drehstreckung: r >0, — < a<m, &0
<cos o —sin oc)
I_ =T . y
Sinx  COS &
Streckung um Faktoren A; A; > 0
(M0
= (% v)

Streckung um gemeinsamen Faktor A £ 0 und Scherung in einer Richtung
(a E0)

=0 4)

Jordan-Normalform: Bis auf Scherungen hat in hdheren Dimensionen in
geeigneten 2-dimensionalen Unterrdumen jedes L eine dieser Formen.

Eigenwerte und Eigenvektoren von Selbstabbildungen

Mv=Av = (M—Al)v=0

M gegeben, gesucht A, Eigenwert von M, v £ 0, Eigenvektor von M
M auf Eigenvektoren: Streckung (A reell) oder Drehstreckung (A 2 AY’

(M—=Al)v=0undvEBO0 | dettM—A1)=0

(sonst M — A1) "2 0=(M—=A1)"' (M —=2Al)v=v)
det(M —A1) =0 WBEO: (M—Al)jv=0
- (M —=Al)(av) =0 [d C

Eigenvektorgleichung legt nicht Normierung und Vorzeichen des Eigenvektors
fest.

Zu jedem Eigenwert A gibt es einen Eigenvektor.



det(M — AT) = (=T)™(A™ + ),y axA®)
Polynom vom Grad n = dimV in A: charakteristisches Polynom von M.

dettM —AT) = (=T)"A=A) (A =A2) - (A —=Ay) .

Fir A=0:| detM = Ay A, ... A, |, Determinante = Produkt der Eigenwerte

ohne Beweis: | 0 = (M — A1) (M —Az) - (M —A,)

Mv=Av = (aM)v = (aA)v
Eigenwerte von Vielfachen aM = Vielfache der Eigenwerte,

Eigenvektoren von M und aM stimmen Uberein.

Beispiel: Lorentzboost
Boost: [ = LC v) o<1

—w2\v 1

Eigenwerte und Eigenvektoren von L= 1 —V2[ = (l ;))

a0
olet(1 VA 1f)\m>=(1—7\92 v P (1 AR v) (1 = AT v)

M =T+v,AP=1-v

v v B IRyA v v B a1
E.V.( N _v>e+_0 ,e+—2<1) ’(v v)e__O ,e_—2<_])

Lichtstrahlen werden gestaucht und gestreckt

_ v H—v }\_3A v __ 1
[T v A
t, +to t
tie, +te =1 = Jty=t+x,t.=t—x
e (t‘i‘_t) (X> ! N

flichentreu: t, t =t7t”, t, t =t>—x?, Raumzeit nicht euklidisch



Lorentzfluf}

Lineare Unabhdngigkeit

Eigenvektoren e, e, ... ex von M zu verschiedenen Eigenwerten Aq, Ay ... Ay
linear unabhéngig.

Richtig fiir k = 1. Wdren k = 2 Eigenvektoren, aber nicht schon k — 1
Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhdngig, so gdlte

ex = eja; +exay + ...+ ex_1ax_1

mit linear unabhdngigen e, e, ... ex_; und Koe [ziehten
(Cl], az,..., a(k—1)) g0

M — A1) O



Eigenvektoren e, e; ... ex von M zu verschiedenen Eigenwerten Aq, Ay ... Ax:
linear unabhangig.

Richtig flir k = 1. Wdren k = 2 Eigenvektoren, aber nicht schon k — 1
Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhéngig, so gdlte

ek =e1a; +exay +...+ ex_1ax_1

mit linear unabhdngigen e, e, ... ex_; und Koe [ziehten
(ar,az,...,ap-1) B0

(M — A1)
O=erar (A1 —A) +exar (A —A) + ..o e apr (Ao —A)

Entartung
det(M — A1) = (=)™ T (A — A )PX) | Ay paarweise verschieden,

Falls p(k) > 1, Ay entartet, p(k)-fach

Zu entarteten Eigenwerten miissen nicht m(k) Eigenvektoren existieren.

()

Falls keine Eigenwert entartet: [nlEigenvektoren vy, v, ... v, linear
unabhdngig, - Basis, M v; = A;v; (keine Summe iiber 1)

allgemeiner Jordanbldcke J) =

S \ M

Diagonalisieren durch Bestimmen der Eigenwerte (und Eigenvektoren?)

Spur von M = Summe der Eigenwerte, SpM = ) . A;.



AB A A=r(cosx+1isIn«):
komplexer Eigenvektor w = u + iv , bis auf komplexen Faktor eindeutig

u, v reell, linear unabhdngig (sonst u = rv, w = (r +i)v reell bis auf
komplexen Faktor [)1

v = e;, u = e; eindeutig bis auf Drehstreckung
M (e; +ie;) =r(cosx +isina)(ex +iey) =
Me; =r(cosx)e; +r(sin)e;, Me, =—r(sina) ey + r(cosa) ey ,

COSx —Sin«x

Matrix(M) = r ( .
sinx  COS

) Drehstreckung

Eigenrdume von Drehungen
Eigenwert A = o + it 2 Ader reellen Drehspiegelung D = D™

zugehdoriger Nullvektor der komplexen Matrix D — AT1: Eigenvektor der reellen
Matrix D mit komplexen Komponenten w! = u' +iv'.

- AL o — it Eigenwert, Eigenvektor wH'=ul —iv'.
0= ((D — Al)iw) == (D — AW
Auch bei komplexen Komponenten gilt:

(DWW DwW) —wHt =0 = AN = wHw = (AP — 1) (u? +v?)
(DW) (DW)! —wwt =0 = (A2 — T)iwtwt = (A2 — 1) (u? —v2 4 2iu-v) |
UW24+vEEBO - ANP=1,M=1)B0:uw=v uv=0
A=A A==+1,Dn =n oder Da = —a.

nicht-reeller Eigenvektor w = u + iv = |u|(e; +ie;) 2 % 2-Drehung



Vi=siy [V:y-w =0} (w reeller oder komplexer Eigenvektor von D)

DVl VS
yw=0=(Dy) - (Dw)=A(Dy) w,AE0 - Dy [Vl
ONB von V —hjit e; = v/|v| und e; = u/|u| ( oder n oder a) ONB von 'V

Doc o +1
D_< [A)), oder D_< [A)),

D orthogonale Transformation von U—3 D = Dg

n = 3 : es gibt eine Drehachse oder eine Spiegelachse

Paritat, Zusammenhangskomponenten
Paar von Eigenwerten —1: Drehung um 180°
<—1 ) _D.— (cgwc —SII’]T[) |
—1 sinft  coSTt
Jede Drehung, keine Spiegelung, ist stetig mit der Eins verbunden.

O(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten.

Paritdtstransformation TT: Spiegelung einer ungeraden Anzahl von Vektoren

1
O(n) =SO(n) 1> SO(n) , TT> SO(n) ist keine Gruppe, 1 fIll> SO(n).
SO(3) =S3%/Z,

Menge der antipodalen Punktpaare der dreidimensionalen Kugeloberflache



Invertierbare Selbstabbildungen von Mengen wie M oder N
Gruppe bezuglich hintereinander Anwenden: Transformationsgruppe Ty
(z. B. Drehungen einer Kugel)

,Jgleiché* Transformation in M und N ?

Realisierung einer Gruppe G als Transformationsgruppe von M:

R:G - Ty,gB Mg, Mg:M - M,

Mgz °© M91 — Mgz 91

triviale Realisierung: M, = Identitdat [g]l
Falls M Vektorraum und alle M, linear, heift die Realisierung Darstellung.
kartesisches Produkt M < N = {(x,y) : x CM,y [N}
My > Ng:(x,y) B (Mgx, Nyy)

Adjungierte Realisierung auf Funktionen
Abbildung f: M - N, f CM > N: ICM Og CN: (x,y) CF
,Graph von | f schneidet in M > N jede Faser {x} < N genau einmal
(x,y) L= (x,y) = (x,f(x])
f={(x,f(x)):x CM} ={(M;'x,f(M;'x)) : x M)
Mg < Ngf = {(MgM;'x, Ny f (M%)} = {(x, Ny f M "x)}

ady: f 3 NgeofoM, ' |, ad, Realisierung von G auf Abbildungen f

Inshesondere Dualvektoren w CVH'u:V - R, Ny =1
adgu=ueMy ' = (M;")u
kontragrediente Transformation: v CW vB3 Lv,u CWu D (L)

ufvy = (LH™u)(Lv) = u(L7'v) = u(v).



Weltlinien von krdftefreien Teilchen und von Lichtpulsen: Geraden
u 3B

Licht Licht

X

Geschwindigkeit von Licht im Vakuum, c, unabhéngig von Quelle und
Beobachter

Es gibt nicht schnelleres oder langsameres Licht. Licht Uberholt nicht Licht!
Lichtstrahlen in gleiche Richtung in Raumzeitdiagrammen parallel

Im Vakuum [dBt sich, wenn man gravitative E [eKte vernachldssigt, Ruhe nicht
von gleichformiger Bewegung unterscheiden

¢ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
1 Sekunde = 299792458 Meter , ¢ = 299792458 Se’fﬁﬂe =1

Entfernung und Zeit eines Ereignisses

T=(ty —t)/2, t=(t  +t)/2
ty=t+r, t-=t—1r.



LT OoUIVVITIUTYNCTILoOU T oLinidlily

r = 4 Jahre

Lichteck

Diagonalen im Lichteck: gleichortig und gleichzeitig
E Newton: Schichten gleicher Zeit
E Ather: Linien der Bestandteile

B tachyonische Neutrinos: Neutrinokegel



tg = k(B,U) ty furty >0




v(B,U) =v(U,B) = gc

K(B,U) =k(U,B) =3
Geschwindigkeit und Dopplerverschiebung sind

wechselseitig.
1
v(S,U) =v(S,B) = EC
Geschwindigkeiten sind nicht additiv.
=34
5

Bewegte Uhren gehen wechselseitig langsamer.

Satz des MinkowskKi

T=v1—V2t

Das geometrische Mittel T = t, t_ ist kleiner als das arithmetische Mittel
t=(t, +t_)/2, bewegte Uhren gehen langsamer.



Durchlaufen zwei gleichformig bewegte Beobachter B und U ein Ereignis O und
stellen sie dabei ihre gleichen Uhren auf Null, so ist die Zeit T, die auf der Uhr
von U bis zum Durchlaufen eines spateren Ereignisses E vergeht, das
geometrische Mittel derjenigen Zeit t_, die die Uhr des Beobachters B anzeigt,
wenn er einen Lichtpuls zu E aussendet, und der Zeit t,, die sie anzeigt, wenn er
den Lichtpuls von E empfdngt,

=ttt =(t+1)(t—1)=t>—1
=t 1=t -y -2 =mpx™x", m,n (01,23},

] m=n=0
MNmn — _1 m=mn m)z)g}
O mEn

nicht positiv definit, p = 1 Pluszeichen, g = 3 Minuszeichen.

Signatur: p —q = —2

Longitudinaler Dopplerfaktor und Geschwindigkeit
™t =t /tPund =7 - T/t_ =t /T
t,/T=«x(U,B) =«(B,U) =71/t_
Dopplerverschiebung wechselseitig (Bewegung in Sichtlinie)
ty = K2 t_

)t t4r 14T/t
K —t_—t—r_1—r/t’v_r/Jc

_ J14+v_ 14w K21
WV TG e




Geschwindigkeitsaddition
By B, B;
3

%)
t

th =kt , t3=xK32t2, t3 =K31t1, K31 = K32 K3

1 4+ vs; _ 1+v3 14 vy
1—\)31 1—\)321—\)21

5, T V21
T +v3v)

Geschwindigkeiten addieren sich dhnlich Steigungen

V3

sinflc+ ) cosasinB +sineccosB  tano -+ tan B

tan(ac+ ) = cos(ox + )  cosxcosP —sinasin3 — 1 —tanoctan 3

Schnelligkeit: o = Ink = 1In 1 =Y v =€ =€ —tanho
\Y e +e

Schnelligkeiten addieren sich wie Winkel



T= t,t_= 1-—v2t

Wechselseitige Hohenverringerung

Euklidische Geometrie

Gleichzeitigkeit und gleiche Hohe: beobachterabhdngig



Stubenhocker sieht Reisenden langer rotverschoben, kurzer blauverschoben.

T=xt_, ty=«k1, (t+t—ty) =k, =kHt+t"—1t)

O
b= Pt g = KT KT = %(KDJF %E)ijL %(K + D>t
(0 =vHt 4 vt)

Altern von Zwillingen

Reise mit v = %c vom Reisenden gesehen Sicht des Stubenhockers



Wer rastet, der rostet; Reisen hdlt jung.
Euklid: Gerade Verbindung kiirzer als iber Eck
Minkowski: Gerade Verbindung ldnger als tiber Eck

(Instabile Teilchen m > my + m,)

Lorentztransformation

B

H-
+




1— V2
tU=k™ ! t, NEE —NVt+X
tD:k t— 1_V2

Die Ableitung
f 'R 5 R

Ableitung von f bei x: Steigung der dortigen linearen Naherung

df

f €y
€
X
jim T2 =) _df e Leibniz, Newton
€0 € dx|,
df 5 : ~
f(x +€) ="f(x)+ e&| + O(€”) , Lineare Ndherung,
.1 .
lim —0(e?) =0, Landauscher Papierkorb.

€—>O €

allgemeiner: Ableitung von f: U [CRI- V, V normierter Vektorraum



df i

f(x+e€)—f(x)
€

Newtons Notation f-fur ¢ oder  fuir & wenig suggestiv
Ungewdhnlich, aber systematisch: of
Anderung f(x + €) — f(x) = df,_+ O(e?).

of, :dx B dfy =dx gy, .
Ableitung of Funktion von x: of : x B %‘X
f Stammfunktion von of
Abgeleitet wird die Funktion, nicht der Funktionswert
Bezeichnung fiir x B3 x™ fehlt. Hier P,, : x B x™, 0P, =n P, _;

f maximal bei x - 0f(x) = 0, Maxima bei Nullstellen der Ableitung

Stationare Punkte

df
dx |y

=0 = f(x) = stationar .
Partizip Perfekt: abgeleitet, nicht abgelitten.
Zeichen 9 Schriftschnitt von d (nicht del)
Redefinition Gleichheitszeichen: O(e?) =0

Po:xB x°=1, (x+e)°—x)°°=1—-1=¢€0,

d1

— =0, 0Py=0

dX ) O )
Pi:xB Pi(x)=x, x+e—x=¢€¢l,

_ 1 op =p,.

o



Ableiten ist linear
df dg

a,b [Rl: af(x+e€)+bg(x+e€)=af(x)+bg(x) +e(a&+b&) ,
d df dg
—(af+bg)=a—+b—

dx(a + g) adx+ dx

Linearitat: | d(af+bg) = adf +bdg

f(x+€)g(x +€) = (f(x) + e%) (g(x) + ei—i)
= () o) + (- 90) + ) 52)
%(f g) = j—i g+ fj—i
Produktregel: | 9(fg) = (0f) g+ f (dg) .
Kettenregel o(f - g)
Flolx+ €)) — f(9(x) = F(glx) + €52 )~ (gl) = e j;gm
d(f - g) d_fe dg e
dx |, dg, . dxi

Kettenregel | o(f e g) = (0f = g) (0g) |Ableitung von f am Bild g(x) von x




Falls f in U(x) [RIdiLerenzierbar und of(x) & 0 - [Umkehrfunktion
F:y B F(y) sodaB F(f(x)) =x IO 11

dF df dF 1
1= Qu I also Tu = IF OF), = (0f,) ",
Ylyoppg X Yly=r dx|,

suggestive Schreibweise F(y) = x(y)

o _ 1
dy‘y(x) %|

Ableitung der Umkehrfunktion am Bildpunkt y(x) von x!
Funktionsgraph der Umkehrfunktion F:

an der Diagonalen y = x gespiegelter Funktionsgraph von f

Ableitung ganzzahliger Potenzen

X =1, x"=x, x"=x.x--x, Ph:x B x",

n Faktoren

P Pn = Pm+n y PnePm=Pnnm

dd _ dx dx _ _ At an—l
oo txg =Ix+x1=2x, ‘-=nx

aPn = Tan_]

denn: 0P, 1 =0(P,P;) = MPu_1)P1+PrPo=(n+1)P,,

n+1 n _
—d"dx :%erx“g—z:nx“ X +x"1 = (n+1)x"

negative Potenzen: 0= & X" 4 x x| &L= _qpx!




3=

(4 yn Umkehrfunktion zu P, : x 3 x™ im Bereichx >0, n >0

1
dyn 1 1 1 ]
Piy) === =gm ==y =P ()
" Yoo axp, ™ " no

p, q natirliche Zahlen, P» =P, = P;

1 p
OPp = (pPpr e P%) P ==

' g g d

x > 0, r rational:

Exponentialfunktion, Eulersche e-Funktion

Leonhard Euler (1707-1783)

epr:e":fo:O%x“, e=e zsz;ollzz,ﬂ

Ableitung: ddx e* =¢e*, O0exp=-exp

Produkt von e-Funktionen: e-Funktion der Summe

eXeY = Xty

X 1 . 1 m
eeyzzmﬁxy ZZ

m,n




vollstandige Induktion: n =0: (x +y)’ =1 = O\!JE)! x'y” L1

n + 1 aus Induktionsannahme flir n.;

n

(x+y)™ = (x+y)" (X+y):Zm!( ™y (x4 )

m=0

n
n! _ _
_ Z — (n_m)l(xm—H yn m_l_xmyn m—H)

m=0
n—H pad m., ntl— m n! n!
+ZX —1)!(n+1—m)!+m!(n—m)!)
n—l—] nl
n+1 m, n+l—m
=y + > xMy (m+n+1—m)
2 (m)! (n+1—m)!
n+1
(m+1)! e

— m, n m D
n;)m!(n—H—m)!X Y

reelle Potenzen von e*
flir ganzzahlige p und q £ 0 folgt aus e*eY = e*Y;
(eX)P = ePX, eX/d — (GX)1/q
also (e*)" = e™ fur alle rationalen r =p/q.

Reelle Potenzen von e* stetig erganzt: o« [RE

(eX)CX — eO(X



ee*=e"=11:¢e" >0 xILH
Umkehrfunktion Iny: x = In(e¥)
zundchst nur in R, definiert und erfiillt dort eV =y .
flof=idy = fof ' =ideu
(y CFIU) sy = f(x), fef(y)=feflef(x) =f(x) =y)
(Ine*) + (Ine¥) =u+v =In(e*™) =In(e*e”) - Lal> 0 und [bI> 0

Infab) =Ina+Inb, InT=0.

Ableitung der Umkehrfunktion der e-Funktion fiir positive Argumente:

dlﬂ :l:l a|n:P_1.

X y

dy \y:expx € Y
Funktionsgraph von exp und In

exp x

/ Inx




y<0:yl=-

Ayl _ 1dyl_ 11
dy [yl dy vl oy
dln\x\zl, a5 0
dx X

x> 0:x =, x*:=exx

dx* d o Inx 1
X80 gl ax® ! X0, @R
dx dx X

Matrixreihen

Exponentialfunktion der Matrix A
= 1 :
=) — A", wobei A°=1,
n=0 n!

eV = XY falls xy = yx - e?eP =B falls AB = BA
komplexe Zahlen: e?e” = e*tV
Vielfache von A kommutieren: e®*eP? = elatbIA  [q]b [T
insbesondere ee ™ =e® =1 = e? invertierbar,
A Erzeugende der linearen Transformationen e®*

A zu e** gehdrige infinitesimale Transformation,

d .a
A= me A‘a:O



Koe [ziehten 1/n! der Exponentialreihe reell :

- fir o« CRE [e'%)? = e %l* =0 =1, €l* = cos o + i Sin &

Reihenentwicklung trennen in gerade und ungerade Potenzen: i?™ = (—1)"

R B AR - el 241
=2 g L g ®
Sl LU AT I Gl D AP e
=5 et iy ot
— (2n)! — (2Zn 4+ 1)!
eioc )
isin o e =cosa+isinc .
COS &
Winkelfunktionen
COSX = i D" n 1——2+ sinx = i Sl DY B 3+
n=0 (2‘[1)' ) n=0 (ZTI T 1)| 6
mit den Ableitungen
dcosx : dsinx : ,
= —sinx , =C0Sx, 0COS=—sIn, 0sin=Cos .

dx



Der Bogen « eines Einheitskreises ist ldnger als die Sehne 2sin /2

%B X 2sino/2 < o

Zerlegen in n Teile: « =n (o/n) und 2sin(o/(2n)) < a/m:

2n sin%< o, sine — ¢ dsinx ) + O(€?)

dx o
Zni(dsmx) +2n0(i)2< x
2n ' dx /=0 2n

Bogenlange o« = Gesamtlange der feiner und feiner zerlegenden Sehnen :

. sinx dsinx
im — =1,
x-0 X dx |,

=1

Ableitung der Winkelfunktionen

cos(0) = 1 maximal : dgosx =0
X |x:0

cos(oc + €) = oS & C0S € — Sin o Sin e = cos & — e sin o + O(e?) |

sin(ox + €) = sin ot cos € 4 cos asin € = sin ot + € cos & + O(€?)
dcosx : dsinx

— —sinx —C0Sx, O0COS=—sin, 0sin=cos .
dx dx
: . _ Cnon ; _ Sn ,n
Potenzreihen: cosx = Znﬁx , Sinx = Znﬁx

Cn = ((%)HCOS> y Con1 = 0, Con = (_])n

‘x:O
Sn = ((%)nsm> o , Son =0, Sonp1 = (—1)"

- e *=cosa+isinoe 1



arccos(cos) =@ fir 0=sp<=m

arcsin(sing) =@ fir —JT=¢p<

(ST

Kehrwerte der Ableitungen der Winkelfunktionen am Funktionswert

im Bereich 0 < @ < 7 sin@ = /(1 —cos? @)
darccos x _ 1 __ —1

dx lx=cos ¢ B —s3Sn o N 7/ 1 _XZ

im Bereich —7t/2 < ¢ < 71/2: C0S @ = \/(1 —sin? @)

d arcsin x ]

_ _ I
dx |x:sin<p B COS(p B VA _XZ

Tangens und Arcustangens

Ableitung des Tangens tan = sin / cos: Produkt- und der Kettenregel

dtanx cosx  sinx . 1
= — ———(—sinx) =
dx COSX  COS“X

- cosZx
Im Bereich —71/2 < @ < 7t/2: arctan(tan @) = @

darctanx 5 cos? @ 1 1
ST = COS* @ = —— = — = - .
dx e cos? @ +sinfe T+tante 1+x




1 . . _ . .
cosx = —(e*4+e ), Sinx = T(eIX —e ).
1

analog: Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus

cosh —1( e ) sinh —1( F—e)
X = 3 e e , X = > e e .

cosh?(x) — sinh?(x) = 1, coshx = /1 + (sinhx)2,

Additionstheoreme:

cosh(x +y) = (coshx)(coshy) + (sinhx)(sinhy) ,
sinh(x +y) = (coshx)(sinhy) + (sinhx)(coshy) ,

Ableitungen

dcoshx sinhx | dsinhx _ coshx , 0cosh=sinh, 9sinh = cosh .

dx dx

Komplexer Logarithmus
2B 0:z=rel* = ¢nkzHa
« keine in C\{0} stetige Funktion von z

Ebene aufschneiden: o« < o« < & + 27
Inz=1Inlz| +ix(z),

in der aufgeschnittenen Ebene, nicht aber in C\{0} stetig und di Lerknzierbar
Vorsicht: In(ab) & Ina + Inb (nur fiir positive a und b)



~LR
I

Kt Ko Kee (- 12), Kes K—w(7-K),
Dok = kK (cos o) k — (sin o EE

Do =e*® . wobei §:K -

T+
T+

I
31 2
w

St

—

5]2|:—FO - e(xé]ajt (065)0 ¥
Skigfixkry SCkrgax (Axkoe —kra 8ke= (1)Ko

gerade und ungerade Potenzen trennen, 52! = 562"

L

COS )

—

1
n Zn n Zn—l—l
|j§ ——(—1)" XKk
k 2n—|—1)( )

—h (Sin o) 0 X k|—_=|: Daﬁk|£l

o Transformationsparameter, infinitesimale Transformation: & = %e“f’

‘cx:O

Gradient
Beispiel: Fliche gegeben durch Héhe h: U CRY -~ R, (x,y) B z="h(x,y)
Gradient oder Ableitung der Funktion h bei (x,y): die lineare Abbildung ahm),
die bei (x,y) Hohendi[erenzen als lineare Funktion der Anderung (e, ) nahert,
h(x+e,y+u) =h(x,y)+e€ amw + u62h|(w) + O(e?, 12, ep) .
ah|(w) (e,n) B e am‘(w) + uazhw , ah\(x,y) [TR?)™

w=20: h(x—i—e,y):h(x,y)—i—eamhxyy]—l—()(ez) :
e=0: h(x,y+p =h(x,y)+pdh  +O0(\).
Partielle Ableitung a” nach dem ersten Argument, x:

Ableitung der Funktion m, : s EL h(s,y) nach s an der Stelle s = x

Partielle Ableitung azw nach dem zweiten Argument, y:
Ableitung der Funktion n, : s B h(x,s) nach s an der Stelle s =y



Beispiel: h(x,y) = (ax® 4+ 2bxy + cy~)/2
a1h|(xyy] = ax + by , azh|(xyy) = bx + cy , aza1h‘(x)y) =Db= 8162h|(xyy)

1

_ 3
Beispiel:a1(xz+y2+z2) 2= —% (xz—I—yz—l—zz) 2%, 1t =x*+y*+22 >0

i

1
i3 =

Koordinatenfunktionen: x' : (x,y) B x , x

a]X]:1, a1X2:O, azx :O, 527(2:1,

: (x,y) B y (Komponentenindex)

0; X = 6ij dual

Partielle Ableitung sind linear und gentigen der Produktregel

di (hk) = (3;h) k + h (d; k)

oh

Ausfuhrlichere Schreibweise: 9;h = 3
X

Partielle Ableitungen vertauschen
hix,y+pn) € hix+ey+p)

u u

h(x,y) e h(x+e,y)
h(x+e€,y+u) =
—h(x,y + )+ edh(x,y+n) + O(e?)
=h(x,y) + pdzh(x,y) + € dth(x,y) + pe d;91h(x,y) + O(e*, )
h(x +€,y) + pnoh(x +€,y) + O(u?)
=h(x,y) + € d1h(x,y) + ndzh(x,y) + pe d19:h(x,y) + O(e*, 1) .

Falls 0102h, 07h und 0)h in U(x,y) stetig - 0,01h = 070sh

0:9; = 9;0;




Kurve f: I CRI- R", t5 (x,y,...) =f(t) = (f'(t), f2(t),...)
Weghthe: he f:1 - R, t B h(f'(t), f3(t),...)

df! df?
h(f(t+e€)) =h(f'(t)+e IO f2(t) + € T )
1-t Zt
df! df?
d(hef)  df! df? dfm
—— oh, +—— Oh, +...=0h  ——
dt |, dty M T dt |, 2Py + & dt |
Dualvektor Veltor
Beispiel

Talkessel h(x,y) = (ax? + by?)

Wanderweg f: t B r(cos(w t),sin(w t)) (Uiber Kreis in der Ebene)

(hof)(t) = L (a cos(w t) +b sinf(w ) = Z((a+b) + (a—b) cos(2w t)
2 4

W(t) _ _wTTZ (a—b) sin2wt)

dfm™ _
Omhy,, T, = WM (—r) w sin(wt) + by, 7w cos(wt)

= w1’ (—a cos(wt)sin(wt) + b cos(w t)sin(wt))
w T2



Umll«‘f(t) uliu dt ‘t I\UIIIPUIICIILCII Luvvliiicaarivuel vuuaivl vV UI\NLVI L1

Bezeichne J,, Menge der in U(p) dilerknzierbaren, reellen Funktionen h

Tangentialvektor v = v™d,,,,, am Punkt p:
Aquivalenzklasse der Kurven f durch p = f(t) mit v™
V=Vv"0py, ¥ - R, hB v(h) =v™oyh z.B. v(x") ="
linear + Produktregel: v(hk) = v(h) k + hv(k)
Tangentialvektorraum J,,: Basis 01, 02, - - -

Gradient dh, : Aquivalenzklasse von Funktionen, (in p gleiche Ableitungen)

dual zu Tangentialvektoren | dh (v) =v(h) =v™o,h | Dualraum TFpE'

Dualbasis; dx',dx?,... : dx(9;) = 9, %) = &;

dh =dx™onhy, | dh(v) =0yh dx™(v) = dnhy v(x™) = 0nhy v

Gradient
Euklidischer Raum, Basisskalarprodukte e;-e; = gy :  0; h%]: ¥
Tangentialvektor: f = e; ((1; Gradient von h: [hZ oxh (g™ )Y €
- . df* df' df' df*
—hg 'Y (e 1) — =dhg "¥Wgii— = h o — = dh—
[h-¥ = 0xhg (e e)ds kg7 g e = Ok 1 I

Vermeidbare Komplikation, erlaubt aber Aussagen:

Der Gradient steht senkrecht auf Linien gleicher Hohe (auf Aquipotentialflachen)

C N df! df?
[hF =0=0h< +h e+

normierte Tangentialvektoren: Hohendnderung in Richtung [h thaximal:

[h-®roRe und Richtung der Steigung



Feldp: M - N, (z.B. M [RY)
Vektorfeld v : M - Ty, x B v(x) = vi(x)dy, CTL
Dualvektorfeld F: M - T3, x B w(x) = dx wj(x) CIH
zum Beispiel F = —dV = —dx 9;V
Nicht jedes Dualvektorfeld F = dx'F; ist der Gradient —dV eines Potentials V

Notwendige Bedingung fur F = —dV: F = —0;V = 0iFj — 0;F; =0

n = 3 Definition Rotation (falls ONB: ¢ = 1)

e (rotF)' = 0,F3—03F,, e(rotF)2 = 05F;—0¢F3, e(rotF)® = 9,F,—0,F;,

(4 (I’Ot fj)l = €ijkaij , ,,rot? =0 X f'!“
F = —dV nur falls rot F = 0

Poincaré, sternformiges Gebiet: rotF =0 = [V: F = —dV

Beispiel Coulomb-Kraft, Coulomb-Potential
Euklidischer Raum, ONBasis, €9 = 1

1

Coulomb-Kraft F(7) = Tl; r=x*+y*+2%)?2>0,
(rotF)' = (0, F3 — 03 Fy) = — %:—S(yz—zy) —0:rotF=0
F=—gradV, V(f)= %

F=-0 3= 3% F=-0 1= %



Euklidischer Raum, ONBasis, €y = 1

1

Coulomb-Kraft F(¥) = 99 % , =X+ y*+25)? >0,
T

(rotF)! = (3,F3 — 03 Fy) :—%u%(yz—zy) 0 - rotF=0

F_ o _ 941
F=—gradV, V(¥)= T T
O O O O i
2491 _d912x ¢ _ ~4991_49dqx'
h=—01grr= w2y = 5147[1«—47TT3

(WhHl2L w

Jeder k-dimensionale Unterraum W von Vst in angemessener Basis f', f2, ...

={w:w=wifl +wy 2+ ... wy
definiert WHEVE WEE (v U w(v) =0 D CW)
WEL vy = e VT + e V"2 eV,
WHTZL hw - w(v) =0 AW -
w=wf +w, f2+.. . wf* CW: wWHhilzxlw



Funktion h : M [LRT - R Iin x (kein Randpunkt) minimal :
h e f fUr alle Kurven f : I [CR1- R™ durch f(0) = x bei t = 0 minimal,

Fro—dhof 5 4 g h =0
dt *dt -

Nebenbedingung & = 0: ¢ : M CRT - R (z.B. ¢ = x? + y? + z? — const?)

(Losen von ¢ = 0 in U(x) moglich, falls ¢(x) = 0 und 0,¢|, B 0, oft nicht
explizit)

Minimum unter der Nebenbedingung ¢ = 0.

d(hef) = O nur fir Kurven mit g o f =0
dt \t:O

afm afm™
R L I

Omhy, +Aidmd} =0 und ¢ =0 (i =1,2...k Nebenbedingungen)

Lagrangesche Multiplikatoren
H(x,A) = h(x) + A; d¥(x) extremal als Funktion von (x,A) CRMk
0 =0mH =0,mh+ A; axm(l)i : (1)i =0

Die Variablen A; heifen Lagrangesche Multiplikatoren

Beispiel: niedrigster Punkt einer Einheitskugel um den Ursprung

H(x,y,z,A) =z + A (x* + y?> + 22 — 1) extremal bei
2Ax=0,2Ay=0, 142A2=0, (x*+u*+22—-1)=0.

14+42Az=0:-AB0:-x=y=0:z==x1und A = LI/

Bei z = 1 ist h(x,y,z) = z unter der Nebenbedingung x? + y% + z* =1
maximal, bei z = —1 minimal.

anderes Beispiel: Quader mit groliter Oberfldche in einer Kugel

H=xy+xz+yz+Ax*+y>+2*2—1)



Mannigfaltigkeit M = [, Umgebungen U, mit Koordinaten (Karte)
b Uy » Vo = d(U,) CRT invertierbar in V,
Beispiel: kartesische Koordinaten (x',x%,x3) = (x,y,z) von M = R?

Kugelkoordinaten (x”,x2,x3) = (1,0, ¢),0<1,0<0<m 0< @ < 27

X sin @ cos @ T o= /x2+yt4 22
y (Y[=T sinfsing | , 8 = arctan(+/x2 +y?/z)
z cos o ¢ = arctan(y/x)

Verschiedene Koordinaten umrechenbar im gemeinsamen Gililtigkeitsbereich
Koordinatenwechsel in Uy p = Uy 1 Up: dop = by cb?: Vg -V
Funktionen f : M - R gibt man in Koordinaten an:

fo=fody :Va - R, fp="Feod; =fuodap

andere Notation
xKoordinaten di Lerenzierbare Funktionen x5 (x) der x-Koordinaten

x-Koordinaten di [erenzierbare Umkehrfunktionen x*(x5 der x“Koordinaten
xIx(y) =y?, xxty)) =vy'.
Kugelkoordinaten auBerhalb der z-Achse (¢: R aufschneiden)
f:(x!x*...x") B f(x' x*...x") in x“Koordinaten
f2 (x5, x2. . .x) B fxE x2 L X

f¥xHx)) = f(x) (statt fg =Tx° Gup)
f(x,v,z) =y/x und f{r, 0, @) = tan ¢ ,dieselbe* Funktion f(x) = 7 x¥x).



df = dx' 0if| zum Beispiel
df = dx 0xf + dy 0yf + dz9o,f

Anderung von x=Koordinaten bei x: dxJ = dx' 9;x5

|x’

z. B. dr = dx dyr + dy Oyr + dz 9,y = *udutadz
x2+y2422

Anderung der x“Koordinaten @ndert f=bei x¥x) um
0 ]
dft= dx5 aﬁ N
dfH= dr o,f"4+ dO 0"+ d 0, f".
Anderung der verketteten Funktion
dXiaiﬂx = dXi aix[ﬂx ajEFFX@() y aiﬂx = ap([ﬂ|X aﬁﬂ@) ,

offx{x))  oaxY offxH
oxt 7 Oxi oxO K-

Jacobi-Matrix der Koordinatentransformation x'{x)
Ji(x) = 0ix,

or or Or Mox Y Moz
v 0OUu Ju — ZX-\'/ ZU-\'/ _ x2 +y?
gz; gcyp gé (y2+ad) ol (Arylez) eyl Xy
ox 0y 0z —xziyz xziyz 0

j-te Zeile der Jacobi-Matrix: Gradient von x7

dx = J(x) dx

~ xdx+ydy +zdz

dr
VX +y?+ 22
10 — zxdx +zydy — (x¥* +y?) dz
(x2 +y? + 22) /%2 + y?
—ydx + xdy
do =

x? +y?



Jacobimatrix J invertierbar: X’ (x{y)) =y’ : Dilerknzieren 0,;,y’ = &; und
Kettenregel

dxF ) o =87
Jacobimatrix N(x{x)) der Umkehrfunktionen mit Matrixelementen
Njk(xq = alEg(jIXD

invers zur Jacobimatrix J(x) J5 NI, = N\ J% = 9);.

T 89 @ sin@cos¢ 1TC0sSOCOsS@ —rsindsing
N = —g —g Y | =] sinBsing rcosOsing  rsindcos @

0z & F cos 0 —rsin® 0

or 00 d¢

Kettenregel, Basiswechsel
df|p = d.XiL aiﬂp = dX[i ajq:‘p
gilt auch fiir die Koordinatenfunktionen

dxt = dxT k! = df = dxT dR! o;f

O_ ' 5. -

aj—axljal -

Al

al_ oxt ak
1

Vektorfeld v = vt 9; = v 9;xD 61-5, vi = 9xFvt
Dualvektorfeld w = dx*wy, = dxDPogk  wy , wi= (01k") wy

kontragrediente Anderung vi=Jv , wl=J"1Tw



Teilchenbahn im Ortsraum (zeitunabhangige Basis €7, €, .. .)
f:t D f(t) =& fit),

Geschwindigkeit v : t & gg - ‘é—ﬁ — & fi(t)

_dH _ zdit 5. 1l
Beschleunigung b : t & 4 dth =2, = Cqz), = e, f'(t)

Teilchen sind trage < Impulserhaltung , Impuls 5(v) = ¥ = m v

—=F | , Kraft F: pro Zeit Ubertragener Impuls

=i

Verlangerung f, Jetraum Jy
FrICRI 3 =R 0 (1, f(0), 50, ()0, ... () ()
Punkt in Ji: (t,X,\),b, .. .X(k))

Bewegungsgleichung keine Definition der Kraft: Funktionen G;: J, — R3

Gjo fphysikalisch =0

Bewegungsfunktion eines massiven Teilchens

G = (M) — F(t,x,v) = M 4 0

1—v2 1—v2 1 vz

—

—F(txv) mb—F

Newtonsche Bewegungsgleichung: Kraft ,jst* Masse mal Beschleunigung
mx=F
keine Definition der Kraft: gleicher Impulstibertrag F dt gleicher RuickstoR

Massen sind nicht negativ



Inertialsystem: Weltlinien freier Teilchen (F = 0) sind Geraden der Raumzeit

I
X1
°
_|_
<!
°
H.

t Freies Teilchen:  X(t)

Galileitransformation
Transformationen L : R* — R* von Ineratialsystemen: linear

(Geraden auf Geraden)

e t + to o 1 0 t to
Galllel-T.: (zi) - (D>z+vot+>zo> B <vo D) (z) i (zo)
Drehung D, Geschwindigkeit vy, Ort X, Zeit to, 3+ 3 + 3 + 1 = 10 Parameter
Galilei-T. Newtonsche Inertialsysteme mit Weltzeit und Euklidischer Metrik

Geschwindigkeit und Beschleunigung transformieren gemal

V'=DV+V,, b"=Db,

t t + to 1 t to
Xl | DX+vt+% | [V D X X0
w7 pvew |7 D v || v
p- Db D/ \b 0



12’

e VX XD:;% oder (tD _ ( 1 —V> (t)
—V
Umkehrtransformation: v —» —v

Lorentztransformation in vier Dimensionen
Lorentztransformation L linear: L(u+v) = L(u) + L(v)

O — 0 O _
=0,z =0
y |y:z:0 ) |y =z=0

y\ _(a b)(y
289 \c d) \z)
v v
th=(t—vx)/ 1—VvI4+ey+fz,x"=(—vt+x)/ 1—VvI4+gy+hz

Langenquadrat und Skalarprodukt der Raumzeit invariant

w-v =ul —ulvl —utv —ud?

v v
( 1—v%20,0,0), (0, 1—v20,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) orthogonal
werden abgebildet auf (1,—v,0,0), (—v,1,0,0), (e,g,qa,c), (f,h,b,d)
—e=f=g=h=0



(ay+bz)*+ (cy+dz)? = (a®*+c?)y*+2(ab+cd)yz+ (b*+d?)2? = y* +2% .

Y\ _ [(cose —sing)\ [y
289 \sing cosep) \z)

¢@ = 0 : drehungsfreie Lorentztransformation

Schub, Boost in x-Richtung

— vt
tD: M XD: J¢1L—I_)2( yD: y , ZD: z
— Vv

]_'\)2, )

ct ( 1 ( 1 _%) ct
passiv: XE _ |z e *
1 Y
zH K 1 z
t ({1 <1 V) t
aktivc=1) | *| =] ™\ X
y- 1 y
z- K 1 z

Poincaré-Transformation: x"= Ax + a , 10 Parameter



T - YUY ar
Newton, kraftefrei: Ic = 0, di= m‘p :

Jetfunktionen ¢: = mvund E = Ey + zmv erhalten, d.h.
%(43 ° thysikalisch) =0
additive Erhaltungsgrolien
transformieren linear (1) + ¢ (2))"= ¢, + by, (cd)™=cd”,
d"=Mn o b
=NApoax+azer, N1 =N, a1 =a+Na.
d"= M., ar;® = Ma, ;Mp, 0, ®
Darstellung: Ma,., a,.; = MA,, ,MA, o

Viererimpuls
Vier ErhaltungsgroBen p = (p°,p', p%,p3): pP= Ap
A =1,x"=x+ a = p"= p unabhdngig von x = (t,x,y,z): p(V)

—

Vv = 0 drehinvariant - p(vV = 0) drehinvariant :

PRuhe = (m> O) O) O)

m
o) = A (1) == (0 1) (5) = | Ve
v S

Energie: E = p% = —+

Massenschale: B> — p? = m?, Egge = mc?, m =0
Photon masselos: E = |p| , dennoch trdge (trdgt Impuls)

Geschwindigkeit: Vv = 5/p° = p/y/m?2 + p?



M = \/m12+ﬁ2+ \/m22+ﬁ2 > my+myp.
p? = oM+ myt + my' — 2M2my2 — 2MPmy? — 2myPmy?)

Er = 5(M? —mp? + my?) .

Comptonstreuung
Photon auf ruhendes Elektron: p(;) +p2) = pﬁ) + p('é)

E m EV m+E—E
ElL]0]_ E-Cos © L E- E-cos 6
0 0 ESSin 6 —ESino
0 0 0 0

p(%z =m? : (m+E—EY?>— (E—E0s0)?> — (E%in0)2 = m?

2

2
“}:_E =M +1—coso .




homogenes Gravitationsfeld: F = —m g (0,0, 1),

1 2
x(t)=xo+uxt, ylt)=vo+u,t, Z(t):ZO+uzt_zgt-

allgemeine Losung einer linear inhomogenen Gleichung, Lz = a:

Falls I:[lzspeziell = @ I Z = Zspeziell T Zhomogen

| -~ -
Exint+Epot = E = > mvi+m gz erhalten , E°]cphysikalisch(t) = l:—Ofphysikalisoh(o)
dE —_ L= o= - . - -
e mbv+mgv,=vG, G = (mb +mg ez) , G © Tphysikalisch = O .

Zwangsbedingungen

Beispiel: Teilchen im homogenen Schwerefeld auf einer Ebene ¢(x) =0
d(x!, x%, x3) = —x? sin + x> cos @

Zwangskraft fZWang erzwingt Bahnen f: ¢ o f =0

FGeWicht

zeitunabhéngig: Fzyang [ OTRd & (2 Forderband, Muhlrad)

%—T 0ip, =0, %_TFiZWang =0, Fizwang(x,v) = A(x,v) 0ib(x)



d2ft dftdf dftdf
= m—0; ——30ip = (A d;id + Fy) s ——0:0;¢ .
0 mdtzadﬂrmdtdta i =A%d+H) ¢+mdtdt i
B 1
ok O

schiefe Ebene: }?ZWang = A(0,—sing,cos@) , A =mg COS @

A=

(mvivj aiajd) + Fi ald)) .

kompensiert Gewicht in Normalenrichtung i = (0, — sin ¢, c0S @)
O=mn. (ﬁZWang + ?Gewicht) =A—COs@mg

0

Fgesamt = Fzwang + Feewicht = —m g sin@ | cos ¢
sin @

Losungskurve
mf = Fyesamt und —f2sin @ 4 f3cos @ = 0
f1(t) = f'(0) + f'(0)t ,
2(t) = f2(0) + f2(0)t — % gsin@cos @t |
3(1) = tan ¢ (1)

~ ~

E = %\72 + mgz auf Losungskurven zeitunabhangig, E o f(t) = E = £(0)



Hooksche Kraft: F = —«x treibt zur Ruhelage bel x = 0 zurtick

d2f iy
mog=—kf, freif=0, w'=

K
m

Ansatz: | f:t B RAe®t=acos(wt+ @) |,A=ae?®

Probe: f = RAiwel®t, f = MA (iw)2e @t = —w?f [
A = ae'® komplex: Amplitude a = 0, Phase ¢
Auslenkung maximal zur Zeit ty = —¢/w

periodische Schwingung: Schwingungsdauer T = 27t/w, f(t+ T) = f(t)
Kreisfrequenz w = 27tv , Frequenz v = 1/T Schwingungen pro Zeiteinheit

Anfangswerte
Anfangslage f(0) = acos ¢ , Anfangsgeschwindigkeit f(0) = —awsing,

a= \/fZ(O) + fz((z)) . tan @ = —f(0)/(wf(0))
w

Hooksche Kraft: negativer Gradient des Potentials | Vharmonisch(X) = % K X2

Energie des harmonischen Oszillators zeitunabhéngig
E=1mv?+1kx?, Ecf(t) =E < f(0)
f(t) = a cos(wt+ @), f(t) = —aw sin(wt+ @)
Eof= a?/2(mw?sin +k cos?) = k a?/2

zeitliche Mittelwerte Eyinetisch UNd Epotentien gleich



n Freiheitsgrade: Ort x = (x', x~...x")
Jetraum J, = R'3 = {(t,x,v, b)}

Geschwindigkeit v = (v',v?...v") , Beschleunigung b = (b',b?,...b")
Bewegungsfunktion: G : J, — R™, Bewegungsgleichung: G ° ?physikansch =0
Beispiel: Teilchen mit Masse m im Potential V: Gi(t,x,v,b) = mb' + 9;V

zeit- und geschwindigkeitsabhédngige G;: z.B. Schaukel, Magnetfeld,
Jetfunktion Q : J; - R: (t,x,v) B Q(t,x,V)
Auf einer Bahn f(t) dndert sich Q = f: t B Q(t, f(t), f(t)) mit der Zeit t

_93Q, ;3Q  3Q

dQ = S TViss +biw . d Funktion von J; — Funktion von J,
d ~ 9Q -~ dffoQ - dioQ -
CQef)=(dQ)of=SSof o7 -, f
dt(Q f) = (dQ) ot - T atax T aE v

Erhaltungsgroflie

Q :J. — R ErhaltungsgroBe = dQ = 6x' G;

dx Jetfunktion, heiflit infinitesimale Symmetrie der Wirkung

__ 0 i 9 i 0 _ 0 i 0
dt—a‘l‘vlw‘kblﬁ‘k...—a‘kaX}k_}_])—

E)X%k)
(dQ) © fopnysikalisch = 4(Q- ],C\physikalisch) = (8x' Gy) © fonysikatisch = 0
Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehort eine ErhaltungsgroRe
Zu jeder ErhaltungsgrofRe gehort eine Symmetrie der Wirkung

(Geometrie) « (Physik)



Kontinuierliche Transformationen T, : Bahnen — Bahnen, f B T,f = f,
Schar von Bahnen: fy:t B f(t,A), fo=1f
Anderung von Jetfunktionen: 9,(Q ° fy)

A=0

= a%Q(t, £(£,A), 0cf(t, A, ..., (3)F(t,\))

a2
O oxd

0Q

100 (60 221 0,00 (1) =
(r)

ovt

Falls Anderung von f eine Jetfunktion: aa—‘;ho =&xtof

OA(04)"FH (t, ) = (8)"OfH (t,A) =, , (dy)"6x" e f

8 = dx'y + (didx') 5 + ((de) %) 35

~

0Q o f=0,(Q-° fx)\AZO

Beispiele von Transformationen von Kurven

Zeittranslation um —A: f:t B f(t+A)
Galilei-Schub mit v, = At: fr:t B f(t) + AUt
Rdumliche Verschigbung um A¢: fi:t B fi(t) +Act

10 ()

>

Streckung: f

Drehung: f(A) = f (cosA) fr—= (SinA) @ <



To = Id , Infinitesimale Transformation 6x: 0)(Txf), . =dx o f

IA=0
dx: Tangentialvektor an Orbit f, bei f, ,
Jokal‘, falls 6x Jetfunktion, ox(t,x,v,...)

infinitesimale Zeittranslation: &x'(t,x,v) = V!
infinitesimaler Schub: &x!(t,x,v) = u't
infinitesimale Verschiebung: &x'(t,x,v) = ct
infinitesimale Streckung: &x' = x

infinitesimale Drehung: X = X X, 6x' = ey U X
)

Zeitverschiebungsinvarianz, Energieerhaltung
Potential V zeitunabhd@ngig, 0V/0t =0 :
Zeittranslation &x' = v* Symmetrie der Wirkung
Erhaltungsgrolie Energie: E = 2mv + V(X)
d:E = btmvt Jrv1 av = v (mbl+ 0;V) =V Gy
n-Teilchensystem: E =15 mq 2+ V(X% ... %)
Energie auch bei zeitunabhangigen Zwangsbedingungen v 9;¢y, = O erhalten

Fizwang = D_p Ab 0ib , V' Fizwang = 0



Potential verschiebungsinvariant: ¢*o;V =0 :
ErhaltungsgroRe: Impuls in Richtung c: ctp' = ¢t mvt
dictmvt =ct(mbt+ 0;V) =c'G;
verschiebungsinvariantes Zweiteilchenpotential V(x;,x,) = f(xX; — X)
5x} = &xb = ¢t Symmetrie der Wirkung , ErhaltungsgroRe: Gesamtimpuls
Bewegungsfunktionen G;; = m;b} + aX%v , Gy =mybl + aXiZV ,
Actio = —Reactio, F; = —T,

0, (%1 — %) = —0,f(2),.,, ,, = —0, (%1 —%a) .
n-Teilchen: V(X7 +AC,...Xn +AC) = V(Xy,...Xn) =
Oy o €Y  Fa=0, Gesamtimpuls § = 3 Fo = Y, MqV, erhalten

. . d
¢ty Gig=c'Y  mgbl =ciE dpt

Drehinvarianz, Drehimpulserhaltung
Drehung: % = X (COSA) X —h (SiNA) X = f
infinitesimale Drehung 8% = @ X X, ox' = ey x*
Potential drehinvariant V(Dysx) = V(x) , O, -
0=5x'dV = eI XKV =t (X x gradV) = —i- (X % F)
rotationsinvariantes Potential: Drehmoment verschwindet =

X x p erhalten

x(G+F)=%xxG

Drehimpuls T

Xl

mf:v:ﬁ+

Lo ‘?physikalisch(t) =L- ‘?physikalisch(o)

- Planetenbahn eben



n-Teilchen-Potential unter gemeinsamer Drehung invariant,
V(T\X1, hixa... Tixy) = V(X1,X2. .. X,)

AM=0,mtM=3 M= X, xF,
Gesamtdrehimpuls T = 5~ [, = 5 X4 % P, erhalten
Auch bei Zwangskréften drehinvarianter Zwangbedingungen
Fiazwang = 2_y Ab 0,i b

Gesamtdrehmoment verschwindet e;jn/ x‘;axh ¢p, =0

Schub und Gewichteter Startort
infinitesimale Galileitransformation 6%, = dt: tu') 0,iV=0:
Y xEGia=utt Y (mebl) =de(ut Y ma (tvh —x1))
Erhaltungsgrole Q'(t,x,v) = > mq (Xq — tV) ,

Qto ?physikansch zeitunabhangig
Gesamtmasse m = ) __m, , Schwerpunkt R = nl1 > o MaXq

Schwerpunktgeschwindigkeit: V = L 5~ mv,

Schwerpunktsatz: R(t) = R(0) + t V(0)



QYIHIHTIEUIC cihdituilysyrone

zeitliche Verschiebung  Energie

raumliche Verschiebung Impuls

Drehung Drehimpuls
Galilei-Schub gewichteter Startort

Energie nur asymptotisch Summe der Einzelenergien

Virialsatz
infinitesimale Streckung 6x' = x! keine Symmetrie der Wirkung
x'Gy = x! (m bt + 0;V) = di(mxiv) — mvivi +x1 oV
—mvivi+x10iV B dip = 0id + Vo
homogenes Potential: V(e*x) = ("N V(x), x'o;V=NV,
Mittelwerte bei beschrankter Bewegung [dl(m x!v') o ?physikanschE: 0

.. N
Virialsatz: E%]mx?zﬂz 5 AY(H]

harmonischer Oszillator N = 2: I%]mvzlﬂz M

Keplerpotential V = —mM G/, N = —1: Bmv?0F —JM0]



df
dt ’

V(f(t)) unbekannt

Di Lerkntialgleichung 1. Ordnung v ° f = Eo fphysika”sch zeitunabhangig

Ableitung der Umkehrfunktion t(x): f(t(x)) = x reziprok: (fiir wachsendes x)
dt 1
b JRE- V)

Die Umkehrfunktion t ist die Stammfunktion von h: x B3 3% (E1 e
m —VIX

Beispiel harmonischer Oszillator

dt ] ] 1
dx \/%(E—%sz) \/%\/1 — 5x?
reskalierte Variable w = /«x/(2E)x und ¢p(u) = v/k/mt(x(u))

dp 1

du 712

Losung ¢ (u) = o« + arcsinu , also sin(¢p(u) — ) =u
x(t) =acos(wt+ @)

Kreisfrequenz w = (k/m)'/2, Amplitude a = (2E/k)'/?, also E = 1/2k a?,
Phase ¢ = —(1t/2 + «) .



X

t(x) =t(x) + JX dy :
FZE-V(y)

Zwei Umkehrpunkte: Bewegung periodisch, f(t + T) = f(t)

Schwingungsdauer: T = ZJ dy
= /2(E=V(y))
kleine Schwingungen um ein Potentialminimum bei y
1 d?v dz_\z/
V(x) = V(y)+5 & (x—u)*+0((x—y)*), « w? =0 T =27/ w

2 ’ :W\y’

Keplerbewegung
Sonne und Erde: Massepunkte m;, m,, 6 Freiheitsgrade ¥;, X

oV oV _ Lo x
mx=—-, mx,=—-, mt V6 =——F.
1 i 2 i
0X] ox} X7 — X5

« = m; m, G , Newtonsche Gravitationskonstante G = 6,67 - 10~ "m?kg s 2
Potential translationsinvariant: 6x7 = 0x; = C :
Schwerpunktsbewegung: gradlinig gleichformig

miX7 + myxX,

R= v . M=m;+my, R(t)=R(0)+V(0)t.
X1 =R+22%, zzzﬁ—%g, =% — %,
x X!
MR'=0, mXx'=0;—==—« m=mm;/M



X sin O cos ¢
Kugelkoordinaten: |y | =7 | sin@sin @
z cos©

dxt _ dxBoxt  dx

T =Gag G =T&+0r&+@rsin0 e,

sin O cos ¢ cos O cos @ —sin @
€ = | sinBsing | , € = |cosOsing | , €,= COS
cos o —sin© 0

€x, €9, €, Orthonormalbasis
1 dx., 1

LI, SV B S S .y S JA S S
Zm(dt) m(r°+1r°0° 4+ r°sin“ 0 )

Exin =
kin )

Einschrankung durch Erhaltungssatze

Drehimpuls erhalten = Bahn eben in z-Ebene 0 = 3

[L=mré x (18 +T1Q&,) =mrQEe,.
V zeitunabhdngig - Energie erhalten,

. 1 . .
L=mv*¢, E:zm(rz+r2(p2)—%.

Energieerhaltungssatz fiir die eindimensionale Bewegung im e [eKtiven Potential

2
VeIfET) :L— =

2mre  r



Bahnkurve der Relativbewegung

Veguadratisches Polynom in uw~ 1/r

I Lia Ldp,
dt_(pd(p_mrzd(p  mde'r

ol ( d l)2+ L _i‘_L_z(il)z L_z(l_ﬂ)z_“zm
- 2mider 2mr2 v 2mider 2m'r 12 212
[A1%)/x*m

d 2EL2 L2
ezz(—u)eruz, e=1/1+ , u:E—1, p=—o0-.
de a2 m T axm

Energieerhaltungssatz harmonischer Oszillator, w = 1, Amplitude e

B—1+ecose




0<e<T1, Enin<E <O0: Ellipse, Exzentrizitdt e, Halbachsen a und b

a: p — “ : b — _\v/ p — _\V/I_ -\/a .
1—e? 2|E| 1 —¢2 xm
2EL? 12
e=4/1+ , = =
ot m P=am

X =TC0S® ,y =rsin: \/x*+y2=7p — ex, quadrieren :
(x + ea)?/a? +y?/b* =1
Brennpunkte (x,y) = (0,0) und (x,y) = (—2ea, 0):

r+4/(x+2ea)? +y? =2awegen ecos + 1 =p/r :
(x +2ea)?+y?=(2a—r1)?

Keplersche Gesetze
Planetenbahnen im Gravitationspotential —o/7:

1. Keplersches Gesetz: Ellipsen mit Sonne (Schwerpunkt) im Brennpunkt
Flache A, die der Dilerknzvektor ¥(t) Uberstreicht, Kreissegmentgrole %T‘Zd(p

A _dedA .1, L
at  dtde P27 T2m

Drehimpuls/(2m) = Fldchengeschwindigkeit konstant

2. Keplersche Gesetz: In gleichen Zeiten Uberstreicht der Fahrstrahl zum
Schwerpunkt gleich groRe Fldachen.

Umlaufzeit T: Flache der Ellipse LT/(2m) =mab

Ty ot g 21
Gm, my Gmy

)

3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten der Planeten verhalten
sich wie die Kuben der groRen Halbachsen a der Planetenbahnen



Messung der gravitativ wirkende Masse der Sonne
(2m)%a’

T

2GM

T'Schwarzschild = 2

G Msonne =

Scherzfrage
Falldauer der Erde zur Sonne, falls der Drehimpuls verschwénde
Fallkurve: eine zur Strecke entartete Ellipse mit halb so groRer Halbachse

Falldauer = halbe Umlaufdauer = 1/2 (1/2)%/? Jahr = 65 Tage



E > 0, e > 1: Hyperbel, Teilchen im Schwerpunktsystem um den Winkel
d = 2arccos(—1/e) — t = 2arcsin(1/e) gestreut

— . —_ 2 _
V=C, Tmin: ONewton = 2 G M/(Tmin V") , dLicht, gemessen — 2 dNewton

1 dr, « x
M T TR
[RYox, wu=r1/R
mRs(d_u)Z_l__1
20 dt u

Wenn r mit t zunimmt: Umkehrfunktion t(u)

2 dt)z _u

mR3(@ T 1-—u

Reparametrisierung: u(¢) = (1 — cos ¢)

du)2 _ sin@ 1

(% 7 :Z“ — cos? ) :}1(1 —(1=2w?) =u(l—u)




20¢ (4t 2: 2 <X At l

t(e)\ _Rf{@—sine\ R(® LR( cose sin @ 0
(r(@))_7(1—c03(p — 2\ 2\ —sing cosgp) \—1

(T—cosg)

Senkrechter FallL=0, E=0

mR3 du 1

2
b feahed PN
Zoc(dt) u

\/—zai—\/ﬁ \/Z—O(t(r)—%r
mR3du ’ m 3

Nl



— A . A% Ut \2 __ W
|

Reparametrisierung: w = 5(cosh @ — 1)

2
(%)2 — (%sinh 0) = Lll(cosh2 — 1) =u(l+u)
2 dt\2 20c dt 1
mi () =1 [ de = = 2o 1)
%t((p) _E(sinh(p—ﬂ (o) :%(COSWP—”

r(t): Galaxienabstand im expandierenden Universum

Kleine Auslenkungen aus der Ruhelage
Bewegung von n Freiheitsgraden im Potential:
Ruhe im Potentialminimum bei x = (x!, x2,...x™") = 0:
V(x) = V(0) + cix' + Jkix' %) + O(x®) , V(0) unerheblich
ohne Beschrankung der Allgemeinheit ki; = k;ji
Ableitungen von V: 3;V = ¢; + kij X + O(x?) , 0i0;V = ki + O(x) ,
Koe [ziehten der Potenzreihenentwicklung = Ableitungen am Entwicklungspunkt

ci = (0;V) Ky = (aiajv)

|x:0 ) |x:0 *

x = 0 Ruhelage - c; = 0, Ndherung kleine Auslenkungen:

V(x) = 2K x'x) , positiv definit, falls Ruhelage stabil



unterschiedliche Massen m; (keine Summationskonvention)
Bewegungsgleichungen: m; X! + Z. Kijx) =0

v_ . .
Ly mi, vy = \/ﬁixl y Qz ”L = Kij VE QZ szi

Y +Q y = 0, (mit Summationskonvention)

Diagonalisierung einer reellen, quadratischen Form

Jede reelle, symmetrische Matrix Q2 hat n aufeinander senkrecht stehende,
reelle, normierte Eigenvektoren.

Charakteristische Polynom det(Q? — A1) = (=1)"(A —=A))(A—=A2) - (A —Ap)
hat komplexe Nullstellen Ay, A5 ... A, . Zu jedem Eigenwert A gibt es einen
Eigenvektor mit Komponenten (u! +ivi),

O (W+iv) =A(u' +ivh)
AUt —ivh = O_izj (W —iv) = O_jzi (W —iv) = —iV) szi
AW —iv) (W + V) = (W = 1V) OF (W' +1v) = Aut = ivY) (Ut + i)
(W —ivh) (ut+iv) =utut +viviB 0 -
A = AR CC1 | Eigenwerte reell
e Eigenvektor von Q2 und V= {v:e.-v =0} OV 4V}

- 72 hat n aufeinander senkrecht stehende, normierte, reelle Eigenvektoren



Ofer=wier, ... O%ep=wjen.
2 2 _
w;=0, ws5=0,...eq-€ = dap

kinetische Energie und das Potential sind quadratische Formen

1.... 1
Exin = E'Ulyl ,  Epot = E-Q%) y'y

Die Eigenvektoren e, e; . .. bilden eine Orthonormalbasis y*( =) ,€

yyt=elz% 2" =22 elz QZ el 2° = E w? (z

Jede reelle quadratische Form W (y) = Qf]. y'y’ l4Rt sich durch eine Drehung
unter Wahrung der reellen quadratischen Form &;;y*y’ diagonalisieren.

Uberlagerung von Eigenschwingungen

=y et ) in Bewegungsgleichung einsetzen

0= Zbe{) (2" + wiz) .
Z° + w3z’ =0, keine Summe Uber b.

2n-parametrige Losung z°(t) = RAp e’ “vt = ay, cos(wp t + @p) =

yit) = Q%Z el Apel®@rt = Z el ay cos(wypt + @p) .
b b



anfangliche Lage y'(0), anfangliche Geschwindigkeit y*(0): 2n Parameter

y'(0) = Zei ap COS Py U'0) = —Zei Wy ap Sin @y
b b
y(0)-e. =z" = a.cos @ , ¢ =2z"=—wcacsing.,
arccos(z¢/a <0
a. = \/ z¢)2 + (z¢/w.)? — /) ,
7+ arccos(—z¢/a.) z¢ >0

Normalmoden

Superposition oder Uberlagerung verschiedener Eigenschwingungen,
(Normalmoden, Normalschwingungen)

U%(t) = e% ap CoS(wp t 4+ @yp)

Schwingung in Richtung ey (Kraft in Gegenrichtung der Auslenkung)
Kreisfrequenz wy,

Die Energie jeder Eigenschwingung ist getrennt erhalten,

. 1 :
Ep, = =(2°)% + Z(wb z°)% | keine Summe Uber b..

Zugehorige Symmetrie: Zeitverschiebung fiir diese Eigenschwingung ey

Spy' = el (ep-y)  keine Summe Uber b.



Standardbeispiel losbarer, beschrankter Bewegung:
Up = ep -g/‘/w—b und vy, = \/w_b ep -y durchlaufen Kreis S'
uf +vi =2Ep/wy
Winkelgeschwindigkeit konstant
zusammengesetzte Bewegung von n-Freiheitsgraden windet sich um
n-Torus T,, = (S')*™

periodisch bei rationalen Frequenzverhdltnissen

Integration

Flache zwischen x = a und x = b, der x-Achse und der Funktion f : x B f(x)

a b
Zerlegung von M = [a, b] = {x : a < x < b} in nichtliberlappende Teilintervalle
a:X0<X1<X2...<Xn:b, [a,b]:Eﬁh—hXJ,

Z feiner, wenn Z die Teilintervalle [x;_1, x;] zerlegt

Zu jeder Zerlegung und jeder Wahl von Zwischenstellen &; [[M;_ 1, x;] gehort
die Summe von Rechtecksflachen (x; — x;_1) f(&;), die Riemannsumme



b
F(M, f) = J dx f(x)

a

Integral Uber eine Konstante dexc =c(b—a)
/' T hdngt vom Integrationshereich M = [a, b] und f ab,

nicht von der Bezeichnung der Integrationsvariablen

JMf — dexf(x) — dey fly) = Jb f(x)dx

a a a

w; v' = w: Vv . Summationsindexpaar verschieden von jedem anderen Index,
)
Integrationsvariable verschieden von der Bezeichnung der Grenzen

Linearitdat, Additivitdat
Integral: linear im Integranden

b b

dxf(x)) +d (J dx g(x)) .

a

b
J dx (cf(x)+dg(x)) =c (J

a a

additiv in Teilbereichen

dex f(x) = chx f(x) + dex f(x) .

a a C

Definition [*dx f(x) = — [{dxf(x), und [} dxf(x) =0,

orientierte FlachengroRe beider Vorzeichen



Stetiger Integrand: Zwischenwertsatz | dx g(x) = (b —a) g(&)

Integral tiber einen stetigen Integranden g als Funktion der oberen Grenze:
Stammfunktion von g

Jx+edy 9(y) — dey gly) = Jx+€dy g(y) = eg(x),

C Cc X

idey gly) =glx) .

dx J,

Hauptsatz der Integralrechnung

n

f(b) —f(a) = ) (f(xi) —f(xi1)) =

i=1

(f(b) = f(xn-1)) + (f(xn—1) = f(xn-2)) +. .. + (f(x2) = f(x1)) + (f(x1) — f(a))

_f
Satz von Rolle: élifc\a f(\’\)) — {L(u)
u & v
- - df
f(b) — fla) = ) (f(x) — f(xi1)) = ) (xi —xi1) ™
&



Integrale elementarer Funktionen nicht notwendig elementar, | dxe™
kein Algorithmus, aber einige Regeln
f Stammfunktion von g:  f:x B f(c)+ [[dy g(y)

Integralsétze: [,, dw = [,,, w

Beispiele

X n_ 1 n+1 n+1
[odyy™ = oy o=

Ableitung einer Potenzreihe f(x) = > ", 1/n!f,x"
im Konvergenzradius: f'{x) = 3 > 1/n! {1 x"
Stammfuktion F(x) = > >, 1/n!f_1x™ mit F(0) =0

o o0 ]

J:dy (Z—fny Z—I w1 x™, f=0.

nO' n=0



Komplexe Funktion f(x) = u(x) +iv(x) einer rellen Variablen x

b b

dxu(x)) —I—i(J dxv(x)) .

a

dex (u(x) —I—iv(x)) = (J

a a

Hauptsatz der Integralrechnung auch fiir komplexe Funktionen

2B. fur k B0 folgt Le™ = oikx

Jb dx elk* — leikx‘b _ l(eikb . eika)
. ik e ik '

Polynome von Sinus und Cosinus: Linearkombination von komplexen
e-Funktionen z.B.

a a 1 _ _
J dx COSZX:J dx—(ez”‘—I—Z—l—e_z”‘)
1

0 0 4
1 2ix 1 —2ix
—e" "+ 2x+ —e )‘

a 1. 1
_4_1(21 5 =-Sin2a+-a.

07 4 2

Partielle Integration

Ableitung abwdlzen, (transponieren), partiell Integrieren,

boodv (P, d du v [0, du
deu& = de (&(uv) — &\)) = (uv)| .— Jadx&v .

Partiell integrieren: beispielsweise Polynome von x mal e!* = dd—x¥

Y d 1x 1 . . . . .
3 X? ) —Te”‘) = (—ixe*+ e”‘)‘g: iyelVielv_1.
0 X 1 1

Gamma-Funktion

r(s) :J dtts et
0

interpoliert die Fakultdt: '(n+ 1) =n!, I'(1) =1 und fir s > 0

o0 d o d
r )= dttt—(—e ) = t(—(—ttet e ™) =sT(s).
(s+1) Jo dt( e ) Jo d (dt( e )+s e ') =sT(s)



n .l X
_ _ (k) Lk — (n+1) _ "
f(x) = E !f WX T Ra(x), Rulx)= y Jody f L x—y)™.

n = 0 Hauptsatz der Integralrechnung: f(x) = f(0) + Ry mit Ry = fgdy %
Vollstandige Induktion:

(m+ Ry = | dy ™ (n+1)(x—y)"
JO

[~ d n n n n
= du (—@(f( =y + A (e — g™

— —(f(n+1)|y (x — y)n—|—1)|;’z; + (M + 1) Ry

= fH ™ (4 1) Ry

Restterm

Abschdtzung und Zwischenwertsatz

b b b
h=0,a<b: gminJ dy h(y) SJ dyg(y)hly) = gmaxJ dy h(y) .
b b
h=0:  gl&) j dyh(y)zj dy g(y) h(y)
1 x 1
— _ fn+1) o b e(n41)  n
Ral) = Y | dy =) =



um beliebigen Entwicklungspunkt y = (y',v?,...y%):
g(A) =1(z(A), z(A) =y +Alx—y)), z(0) =y, z(1) =x, f(x) = g(1)

n .I n .I
9N =D 9™ A+ RN g1 =) g™ +Ra(1)

! k!
k=0 k=0
dg dzt dZ . )
e mit — =x'—yt, 1 2...d}.
(k) — @ = (x" —y") (x2 —y2) .- (x* —y') Oy, 0; o: f
9 |0_d}\kb\:o_ Yy Yy Yy Yyl - Uity -

Taylorreihe in d Variablen x = (x',x?,...x9)

LI . . . . .
Z o (X" —y") (x2 —y2) - (x*—y'k) 0404,... aikﬁy + R,
k=0

f(x)

. . 1 . . . :
fly) + (X' =y 3y, +50¢ —y) (= y) 3dsfj, + ... + Re

Restterm R,, von der Form des ndchsten Terms an einer Zwischenstelle z

1 . . . .
ani U _ )., (yW+1 — qynt+l ai._.a
(n+1)!(x y) e (x y™t) 0y,

fi, .

in-H



— 1 d*f 1 dnt'f
f — o . k L n+1 > 0
(x) E I (x —y) dxk‘y + (n+1)! (x—y) dxnt1),

df 1 , d* 1 e AT

=f —y)— +=-(x—yP— +... — - .
(y) + (x y)dx|y+2(x y) dxzy—i_ +(n+1)!(x y) T,

Als Ndherung der Funktion f wird oft das Restglied R,, vernachldssigt.

Falsch bei nicht-analytischen Funktionen, z.B. f(x) = exp(—1/x%) umy = 0,

f

¥, konvergiert

selbst wenn 332 & (x — y)<

Substitution der Integrationsvariablen
Der Kettenregel der Di[erbntation entspricht der Integralsubstitutionssatz
Seiy:x B y(x)in M ={x:a=<x < b} streng monoton wachsend,
f:yM) - R, yB fly)
Z ={xp < X1 < ...xn} Zerlegung von M,
Y(Z) ={yxo) <y(x1) <...y(xn)} Zerlegung von y(M)

Zwischenstellen &; definieren Zwischenstellen y(&;) = n; von y(M)

Satz von Rolle  (x; —xi—1) — ™ =yxi) —yxi-1) = Yi — yi
£

S b= B (&) = Y (v - v g



y(x) monoton fallend, y(a) > y(b),
dy _
Lﬁwwhmmn—hw@ﬂw.

Formelbild: dx kiirzt sich, Integrationsbereiche M und y(M)
Verkettung: Funktion f des Bereiches y(M), Funktion f oy des Urbildes M,
Integral tiber f Gber y(M) = Integral tiber f -y tiber das Urbild M

Beispiel: y : ¢ — rsin ¢ monoton zwischen 0 bis /2 , y(0) =0, y(nt/2) =
dy/de = rcos ¢

Kreisflache
’ — 7 d(rsin _ 7
0 0 0

Plancksche Strahlungsformel

Strahlungsenergie pro Volumen im Frequenzintervall

3dv

u(v,dv) = const&— ,c=h=k=1
el — 1
1 |dA|
ey M=
u(v(A), dv(A)) = u(A, dA)
-5
u(A, dA) = const —
ext — 1

Energiedichte und Intervall gehtren zusammen

Vmax & V(Amax)



Kurve f:[a,b] - R®, AB f(A) = (f'(A), f(A) ... T4A))

fig
k
f fk—f, = (A — Ai—])%ak

fior fy

- A — As (dfk 2
Z( 1 1—1) ;am)

i=1

. [dfkdfk
Weglange\/ L[f] = Jd?\ Nan

Integrand: Jetfunktion £ = v2, ausgewertet auf Prolongation f,Lof
lokales Funktional

Wegldnge nicht linear. Hin- und Zuriick = Zweifache Lange

Beispiele
Lange des Kreisbogens f : A 3 r(cosA,sinA), 0 =A< o,

dx dy ¢ . ®
d\ D2 = | ANV 12sin? A ZcoszA:J dAr=1A|? =
Jo \/(dA) —I_(d?\) L \/T +r o T=TAl, =T

Lange der Zykloide eines Rades mit Einheitsdurchmesser

1 /1—cose )] 2 otsin? o) =
v_§< dno ) v = 7(1-2c0s p-+cos® gsin” o) =

1 ®
—(1— — sin2 =
2( CoS @) = sin 5

Lange der halben Umdrehung zwischen ¢ =0und ¢ =7

us
_ e P o=n_
l_JOdcp sin - = —2c0s 3 lo0=2

wahrend die Achse die Weglange 7tr = 7t/2 durchlduft



Die Weglange ist unabhéngig von der Parametrisierung.

y* _ da df
! ds T ds dA

S fdykdyR  (FL o dA, [dfRdfe (r o [dfRdf
ds /22 ds [S28 /S S — [ an /ST
J *Vds as J Sl Vv an L ar dA

Sei A monotone Reparametrisierung, y =f o A

Wegintegral

Kraft F verandert nach Newtonscher Bewegungsgleichung ldngs der Bahn
f:t B3 (f'(t),f%(t)...) die kinetische Energie,

1
di-mv Kk = myk pk

P ‘fphymkallsch Fk ° 1:physikalisch

_ bk
Ekin(t) — Exin(t) = J thFk(f(t)) . Arbeit langs f
t

Arbeit parametrisierungsunabhédngig: y =f o t

dy dtdf* J df*
t

deﬁm ) = jdxad—mf( ) = | at SR

Wegintegral tiber den Weg f

dfk
dex Fie(x) := Jd)\d—)\Fk(f(M)



Der Integrand w = dx“Fy heildt auch DiLerkntialform oder 1-Form.

auf dem Riickweg wird die negative Arbeit des Hinweges verrichtet

Potentialkraft
Potentialkraft: F; = —0;V: Arbeit wegunabhéngig
Potentialdi [erenz von Anfangspunkt x = f(A) und Endpunkt X = f(A)

Arbeit verschwindet langs geschlossener Wege, x = X,

Agft B A d(Vof)_ 5

J dx'd;V = J v = V()|
f f .



z.B. Volumen eines Gebirges tber Bereich M der Ebene
Hohe h: M [RY - R, M [CIx]X] < [y,7]
Zerlegung Z: x = xo < X1 <X2...<Xp =X,
Yy=vyo<uyr<y2...<ym=Yy
Rechtecke: My = {(x, V) : Xi1 S X <X, U1 S Y < VY]
Falls V(M, h) existiert: [et> 0 [ZF: [Zifeiner ZP &) [CMy;:
VIM,h) = Y (i —xi-1) (5 — yj—1) hl&ij) < e -

i

V(M,h) :J

h— J E(x,y) hix, )
M x—y—Bereich

Mehrfachintegration

Zwischenstellen &;; = (ay, bj)

> (= xi) (g = vy ) i, by) = 3 06— xi1) (Y (= u5-1) hlas, by))

L i j

ylay) X y(x)
~ (xi—xi_nj dyh(ai,y)zj de dyh(x,y)
i y(ay) x y(x)
D (xi—xi1) (yj—yj-1)hla,b) = ) (yj—yj 1) (Z(Xi —xi-1) hla, bj))
L,j j i
x(bj) i x(y)
=Y -y | dxhiub)=|dy | dxhioy
j x(b;) y x(y)
Satz von Fubini
X 7(x) Y x(y)
J dzzh(z) :J de dy h(x,y) :J dy J' dx h(x,y)
M X y(x) y x(y)



zj dZ(x,ywrz_XZ—yzzsjde dy /12 =% =12
K 0

reis 0

" x= 1 4
:8dez(rz—x2):27c(r2x—lx3) —2nr*(1—=)==mnr?
0 4 3 x=0 3
Dichte
Masse in einem Volumen: My = | d3x p(x)

Mittelwertsatz: pmin J

dBx < J d3x p(x) < pmaxJ dx
V. A%

\Y

jvd%c plx) = pI%) | s

\%

) — lim Masse(U, )
P =0 Volumen(U, )

, Wee={y:lx—y)l<el



n-Spat s: Eckpunkt e, Kantenvektoren u;, uy, ... uw,:
s={x:x=e+ Y ;wuA, 0sA<T}

n-Simplex o: Eckpunkt e, Kantenvektoren w;, uy, ... up,:
o={x:x=e+ Y ;wA", 0=A, Y . AN<1}

Volumen(o) = Volumen(s)/n!
invertierbare Transformationy : M - y(M)
Simpliziale Zerlegung von M geht in simpliziale Zerlegung von y(M) Uber

min ’g—g’ vol(o) < vol(y(o)) < max ‘g—g’ vol(o)

vol(y(o)) = ]a—v vol(o)

X
|Zwischenstelle

0
J d™x ‘det it}
M aX

f(y(x)) = J | duf)
Y

Ix

Minimale Notation des Integralsubstitutionssatzes

| o= w

M $(M)

n-Form w(y) =d"y f(y)

invertierbare Transformation d:xB y=dx)
Verkettung (Pullback) dw)(x) = d™ \detaa—i) " (fed)(x)



(x,y) =r(cos @,sin @)

6(x,y): % g—(’; _ (cose —TSsin @ deta(x,y):
du oy singp  rcosp) d(r, @)

or 0@

J drde r f(rcos @, rsin @)
(r,9)

,)—Bereich

J dxdy f(x,y) =
(x,y)

,y)—Bereich

dx =drcose —dersing , dy=drsing +dercose ,

dx Ady = dr Ader(cos? @ +sin® @) = rdr Ade

Beispiel: Integral liber die Gaul3funktion

o 2
I = J dxe ™
—0o0
12 = b dxe™ ro dy eV = J d*(x,y) e~ (7]
J—o0 —00 R?
r 00 27
1 —c0
= drde re ™ =| drre™ dep = ——e_rz‘:z 2nt=m

J(r,¢)—Bereich 0 0 2 0



f(x) = e;f*(x) , x-unabhédngige Basis = komponentenweise Integration

Imf=efuf
Beispiel: Schwerpunkt von n Teilchen an Orten ¥, 75...7,

S ]

1

— Jd3x p(x)X, M= Jd“%x p(x) .

R
M

—

Beispiel: Gesamtdrehmoment einer Kraftdichte f(x)

M = Jd3x>_c’>< ()

Beispiel: Schwerpunkt eines Kreissektors

R R? «
M:J d*(x,y) p :derrJ do =pau— =—pmnR?
Sektor 0 —/2 Tt

— COoS ¢
MR:J dz(x,y)p<x) :pJ drd(pr(r . )
Segment Y (r,¢)—Bereich TSN @

R de cos 3 i sin(o/2)
_ pJ dr 12 f % ¢ Cos @ pR_ (Zsmgoc/Z)) _ MiR -
0 J_andesine 3 3 0

«x - 0: R=2/3R G))



Ableitungen kartesische Koordinaten (x,y, z) nach Kugelkoordinaten (r, 9, @)

ox 0x 0x . o
gr ge %(p SIIHGC.OS(p rcosecgsm —rS.mGSIn(p
_g _‘é GY | = |sinBsing rcosOsing  rsindcos @
& & %_(g cos O —rsino 0

or 00

dx = drdo do \det((—(py — drdoder?sing = drr2dcos0 de

)

R ] on R3 At
Kugelvolumen: J d3x = J dr rZJ d cos GJ de =—=—22n=—R?
Kugel 0 —1 0 3 3

Gravitationspotential einer kugelsymmetrischen
Massenverteilung

$(%) :—GJoP |7§(gl‘

X—Gl=+/R—2%- G+ 52 =12+ 12— 2rr0c0s 0

d(X) = -G fdrﬂrﬂ (Y J dcosejznd@ / 1

0 24+ 12— 2r1lcos o
1
+ 12 —27r7HL

r OO _‘l _
= 2nG | A 2p(r) —Vr2 42— 2rr |t
TT u=—1

Jo
00 TD '\/_
— 27‘[GJ er? p(TH <|TD— T — r[) , Achtung x? = x|
0

(0O +1
= 2nG | drF2p(r§ J du /£
Jo . T2




L O u

- - r—r—rr=-—2¢"Y falls r=+"-
N — |7 = O
rY—r—r—1r=-27r falls r<r

00 =276 [ arprg

00 ]
0 - drLp(r (—2r)

—2r9 + J

T

— G [ a2 o0 + [ arh(rd] = £(r)
T Jo

T

Kraft F auf ein Probeteilchen der Masse m am Ort X: —m’% 0, f

2y

g = %47:J0drmrm p(r — %4% (rE2 p(rﬁ)ur + G4n (er(TQ)

G

=M, mit M(r) :47:Ldr5r%(r@ = J~| &’y p(7)
yl<r

Kraft zwischen kugelsymmetrischen Massen
Kraft im Inneren F(X) = —G m M(r) f—3 hangt nur von der Masse M(r) ab
Eine kugelsymmetrische Massenschale bt in ihrem Inneren keine Kraft aus
Aulenfeld wie eines Massepunktes im Ursprung

o) =M FR) = —mgradp = -2 M

T T2

—
€r,

Probekorper ausgedehnt: (nichtiiberlappend) potentielle Energie additiv aus den
potentiellen Energien der Massen d3y p'{ij) in kleinen Volumenelementen im
AuRenfeld der Zentralmasse

p'{y)
X — 1]

V(X) = -G Msty

Ist p“auch kugelsymmetrisch, so hat dieses Integral den Wert
V(X) = -GmM/r, m = [d*y p'{y),



Erst Abweichungen von der Kugelsymmetrie flihren bel gravitativer
Wechselwirkung zweier Massen, die nicht tberlappen, zu Abweichungen von den
Bahnen zweier Punktteilchen.

homogen Kugel mit Radius R, Massendichte p, = M/(47tR%/3) innen und
verschwindender Massendichte auRen, p(r = 0 fuir r”> R

1 T R
d(X) = —4n G pg [—J drBrEI—I—J drmﬂ

1 RZ 12 2 3
LIS S i Y CY VLA

T
— 4 r
mGpoli3t 53 2R3 2R

Integrale: Lineare Abbildungen
Arbeit, Strom, Ladung:
Wege, Fldchen, Gebiete bilden Kraft, Stromdichte, Ladungsdichte linear ab
N i i dfl
f:1 CRlI- R, sB3 f(s), A[f]l=]dst'(s)Ai(f(s)), t =35
I
f:SLCRt - RY, (s %) 0 f(s' s?),
. oft . oft
2 1 _ 1 __
Iif] = p((nw)w)(nmun,wqﬁu—@,
f:G Rt - RY, (s s2s%)0 f(s' %%,

. . 1 ] afi
QI = | s (1(5) t{s) 56D euve g py(F(s)) .t = 5




Raum: ITP, 267, 268, 269
Zeit: 12 — 14 Uhr
Di 31. Januar
Do 2. Februar
Di 7. Februar

Metrische GrolRe von Kurven, Flachen und Volumina im

Euklidischen Raum RN
__of

— 0s®

Tangentialvektoren t, a=1,2,...7, gab = ta tv ,

metrische Grolle des p-Spats Vﬁdps (p-Simplex: /p!)

Vv__
Weglange L[f] = J ds t-t

s—Bereich

FI'eichengr'dBe: F[f] = J d’s \/(t] ) (B t) — (ty- 1) (- ty)
S

Parametrisierungsunabhangig, s: T - S =s(T) , f(S) =f = s(T)

o(fos)t  0s¢oft 0 .g.g O0s®osd 0s¢ 0s¢
td = = —t oty = -t tg = g
« T Tote gtegse’ Jab T Tt T gragep ¢ T jragyp e

g”=1]Tg. ], detg”= (det])?detg.

GroRe: F[f] = J d’t \/det gP= J d%ldet%l Vdetg = J d%s \/detg.
T T s



sin® cos ¢
f:(0,0)3 r|sindsing
cos O

Tangentialvektoren und ihre Skalarprodukte

S C0OS O cos @ S —sin @
S 0xX . ) - X ) . .
th=—x=1€=71]cCosOsSINg | , b=-—=rsIN0€, =15sINO | cos¢o

90 sin © o0 0

tr-ty =1, €]-€2:f2-€120, fz-?szzSinze, \/detg“:rzsine

U 27
J dGJ d@r?sin® = 2m1% (—cos8) |y 5 = 47r?
0 0

Kugelfldache in n Dimensionen, vol(S™ 1)

; n V_
Jd“x e~ Ll — de] e~ (<7 dez e 0% de“ e 0 = ( TE)

Jd“x e Xl — vol(S™) J drrv e
0
Substitution t(r) = 12, dt = 2rdr , T'-Funktion

2

V_
Voin SN N I ey 2(m)"
( 7T) = VOI(S )ZJO dttz e y VOI(S ) - r(%)
vol(S") = 27, vol(S?) =4 =
V3 2R v
M= —37 = 11 r(ﬁ) - 7
r) 5T(3)
n+1 n+1._n
V0|(82n+1) _ 27[— ) VOI(SZn) - 2 7t

n! “1.3.5---(2n—1)



