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LOSUNGSSKIZZE

Wie immer ist dies nur eine knappe Skizze eines moglichen Losungsweges.

[H33] Gravitation [2 + 2 = 4 Punkte]
Im folgenden kiirze ich ab: g 4. = 9, Mp.4o = M, Rp 4. = R und Gyyion = GN-
(a) Wirhaben F' = —gradV = — %F An der Erdoberfliche ergibt sich damit F=— ml\é? Ne. =
—mgée,, wobei wir vereinbaren, dass die z-Achse des lokalen Koordinatensystems nach oben zeigt.
Also finden wir g = MIEQN .

(b) Bei Fluchtgeschwindigkeit kann das Teilchen entweichen. Der Energiesatz besagt Fyin + Epor = 0,
also %mv2 — MRGN = 0, da die kinetische Energie die potentielle dann genau kompensiert.

Auflosen nach v ergibt v = QM—gN =+/2gR.

[H34] Mathematisches Pendel [24+2+4+2+4+ 1+ 1 = 8 Punkte]
Das Fadenpendel habe eine Linge r. In Kugelkoordinaten ist dann r» = const. Insbesondere haben wir
x sin § cos ¢ ' T ~[cosfcosp —sinp
r=|y| =r|sinfsing |, F=|y]| =70 cosfsiny | +rpsind | cosp
z cos 6 z —sinf 0

(a) Die Drehimpulskomponente L. ist aufgrund der Rotationssymmetrie um die z-Achse erhalten. Die
Wahl des Winkels ¢ ist beliebig und entspricht nur der beliebigen Wahl der Ausrichtung der x-
Achse. Die Gesamtenergie ist erhalten, weil die Zeit im System beliebig gewihlt werden kann. Das
entspricht der beliebigen Wahl, wie ich meine Uhr gestellt habe, bevor ich mit der Beobachtung
und Messung des Pendels beginne.

(b) Es gilt £ = Eyiy + Epot = %m(f’)2 + mgz. Wir miissen (7"')2 bilden:

) ~ [cosfcosp cos 0 cos ¢
(7)> = 126 | cosfsing | - | cosfsingp
—sin6 —sind
—sinp —sinp
+1r2p?sin?0 | cosp |- | cosy
0 0
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= 12(0% + sin? 6¢?) .

Damit folgt sofort das gesuchte Ergebnis E = 1mr?(62 + sin? 0p?) + mgr cos 6. Es gilt L, =
m(xy — yz). Einsetzen der Komponenten liefert

L. = mr?0(sin 0 cos ¢ cos 0 sin ¢ — sin 0 sin ¢ cos 0 cos ) — mr?@ sin? f(cos? p — (=) sin? )

= mr?sin? 0y .

(c) Wir finden ¢ = m. Im folgenden schreiben wir einfach L fiir L.
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Eine Skizze des effektiven Potentials sieht in etwa so aus, wobei die schwarze Linie den reinen
Drehimpulsbeitrag zeigt, die rote das vollstidndige effektive Potential (die Einheiten der Achse fiir
Ve sind rein willkiirlich):
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(d) Wir entwickeln das effektive Potential um sein Minimum, das gerade bei 0 liegt:

dVeg . L?(-2) -
0= o |, = —mgrsinf + mcos@.
Auflosen nach L = L, ergibt
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(e) In der Nihe des Minimums bei # hat das effektive Potential die Form einer Parabel. Somit ist

2,2 _ d?Ven
mr-w-T = 102

. Das ergibt
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wobei wir L, aus (d) eingesetzt und vereinfacht haben.

[H35*] Ellipsenbahn im Keplerproblem [2* + 2* + 2* = 6* Extrapunkte]

Wir verwenden die Definition der Polarkoordinaten, x = r cos ¢, y = 7 sin (. Weiter wissen wir, dass

r?2 = x? + 2 ist. So finden wir

ecosgo—i-l:]Z — ex+r=p = r=(p—ex).
T

Einsetzen von 2 und Ausmultiplizieren liefert
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Daraus lesen wir die gewiinschte Form ab,

(z —a;l?o)2 . (y—yo)?

. e
mitzg = —7525,a = 25, b= \/llijundyozo.

12_652 ,0) zu einem Ellipsenpunkt ist

Das Abstandsquadrat von (—
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= (2a — r)2 ,
wobei wir ex = p — r, die definierende Gleichung der Ellipse, verwendet haben. Das Abstandsquadrat
zum Ursprung ist einfach /2 = 72. Nun beachten wir, dass immer 2a > r gilt, da 7. = 1%@ <

1—_%@% = 23;2 ist (Erinnerung: 0 < e < 1). Damit folgt, dass 2a — r > 0 ist, und so kénnen wir

17
01+ 03 =1+ (2a — r) = 2a = const schreiben.




