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LOSUNGSSKIZZE ZUM HARMONISCHER OSZILLATOR

Wir beschrinken uns auf die durchzufiihrenden Rechnungen. Die erforderlichen Erlduterungen und die
Diskussion der Ergebnisse sind angepasst an die jeweilige Ubungsgruppe selbstindig durchzufiihren.

[P28] Nur mit Dimpfung
Wir betrachten einen harmonischen Oszillator, beschrieben durch die Kraft ' = —kx — cx = ma.
Hierbei liegt die physikalisch oft gute Annahme zu Grunde, dass die Dampfung proportional zur Ge-
schwindigkeit der Schwingung ist.

(a)

(b)

Die Gleichung mi + c& + kx = 0 ldsst sich leicht schreiben als

i+ 2Cwot +wiz =0
mit 2Cwy = ¢/m und w? = k/m. Also ist die Kreisfrequenz wy = +/k/m und das Dampfungs-
verhiltnis ¢ = ¢/(2mwp) = c\/m/k/(2m) = ¢/v/4km.

Wir machen einen Exponential-Ansatz x(¢) = exp(At). Damit finden wir
(A% + 2¢woX + wd)z(t) = 0.
Da dies fiir alle Zeiten ¢ gilt, muss das Polynom A\? + 2¢wo + w3 verschwinden. Dies ergibt die

Losungen
g A = —Cwo £iv/1 — Cuwyp.

Wir fithren nun eine Fallunterscheidung fiir { > 1, ( < 1 und { = 1 durch.
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(d)

(e

Im unterddmpften Fall ¢ < 1 ist die Losung also eine Schwingung mit der Frequenz |Im(\y)| =
w1 = wgy/1 — (2, die also von der Eigenschwingungsfrequenz wy des ungedéimpften Oszilla-
tors um so mehr abweicht, je groBBer die Dampfung ist. Diese Schwingung fillt exponentiell mit
Re(A+) = —Cwp ab. Im Fall ¢ = 0 gibt es keine Ddmpfung und w; = wy. Wir erhalten also die
gewohnte ungeddmpfte Schwingung des freien harmonischen Oszillators.

Im Fall ¢ > 1 haben wir rein reelle Nullstellen, Ay = —Cwg + wp+/¢2 — 1. Die Losung schwingt
also nicht, sondern féllt exponentiell ab.

Im Fall kritischer Ddmpfung (auch aperiodischer Grenzfall genannt) ist ( = 1 und wir haben eine
doppelte Nullstelle, Ay = A_ = —wg. Unser Ansatz liefert also zwei identische Losungen. Um
eine zweite, linear unabhingige, Losung zu erhalten, machen wir einen weiteren Ansatz: z(t) =
t exp(At). Einsetzen in die Gleichung fiir { = 1 ergibt

(A%t 4 2X) + 2w (1 + At) + wit) exp(At) = (wo + A)(2 + (wo + A)t) exp(At) 20.
Offensichtlich ist dies fiir A = —wy erfiillt.

Zum Abschluss einfache Skizzen der Losung z(t) in den drei Fillen,

Unterdimptt § < 1 Kritische Dimpfung { =1 Uberdimpft 1 < ¢
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[P29] Mit harmonischer Anregung
Zusitzlich zur Dampfung werde der harmonische Oszillator nun mit einer harmonischen Schwingung
der Frequenz w angetrieben. Wir haben also nun die inhomogene Differentialgleichung

&+ 2Cwod + wix = acos(wt).
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(a)

(b)

©)

Einsetzen von A sin(wt) + B cos(wt) in die inhomogene Gleichung ergibt

— w?(Asin(wt) + B cos(wt)) + 2¢wow(A cos(wt) — Bsin(wt)) + wi(Asin(wt) 4+ B cos(wt))
=acos(wt) =

sin(wt) (Awg — 2Blwow — Aw?) = cos(wt)(a + Bw? — 2A¢wow — Bw?) .
Der Ansatz 16st also die Gleichung, wenn A und B so gewihlt werden, dass die Koeffizienten der
trigonometrischen Funktionen unabhéingig voneinander verschwinden:

A—a 2Cwwg
O (wg — w?)? + (2¢ww)?
Beua wg — w?

(wE — w?)? + (2¢wwp)?

Die allgemeine Losung lautet also demnach
x(t) = Asin(wt) + B cos(wt) + C1 exp(A4t) + Coexp(A_t)

Nun hat jede allgemeine Losung des geddmpften freien Oszillators aus [P28] einen nicht verschwin-
denden Realteil in A4, der zu einem exponentiellen Abfall dieser Losung fiihrt. Fiir ¢ — oo iiberlebt
also am Ende nur die partikuldre Losung A sin(wt) + B cos(wt).
Es sei ¢ < 1. Wir bringen Sie die spezielle Losung aus (a) in die Form z(t) = Xmax cos(wt — ¢),
indem wir zu Polarkoordinaten iibergehen. Dann ist X, = v A% 4+ B? und tan ¢ = A/B. Setzt
man alles ein und vereinfacht, so erhilt man

X o a
" VR - @)+ (2wwn)?
Y= arctanM .
(w§ — w?)
Die maximale Amplitude finden wir, indem wir % = 0 setzen. Wir finden
AXmax 1 8Cwiw — dwiw + 43
dw "2 (w3 — w?)? + (2¢wwy)?)3/2

Der Zihler veschwindet, wenn 8¢%wy — 4w3 + 4w? = 0 ist, also wenn w = wp/1 — 2¢2 wird.
Diese Frequenz wird die Resonanzfrequenz w, genannt, Resonanz tritt nur auf, wenn ¢ < 1/4/2
ist, also nur fiir stark unterddmpfte Systeme. Der maximale Wert der Amplitude ergibt sich dann
zu a

Xmax,res QMng
und kann fiir kleine Ddmpfungen sehr grof3 werden. Treibt man den Oszillator mit seiner Eigen-
frequenz an, d.h., w = wy, so erreicht er eine Amplitude X050 = ﬁlﬁé" was nicht die maximal
erreichbare Amplitude ist. Die Resonanzkurve hat bei w = 0 einen endlichen Wert. Dieser gibt die
Antwort des Systems auf eine Auslenkung mit konstanter Kraft an. Ublicherweise triigt man die

normierte Amplitude X,/ X, auf mit X, = a/ wg.
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Die Skizzen zeigen die Situation fiir eine Didmpfung ( = 0.15. Man erkennt, dass w, < wy ist,
wenn auch nur wenig. Interessant ist die Phasenverschiebung, die in der Ndhe von wgy am stéirk-
sten variiert. Fiir sehr kleine Anregungsfrequenzen gibt es nahezu keine Phasenverschiebung des
Systems, es ist mehr oder weniger im “Takt”. Fiir sehr gro3e Frequenzen hinkt das System der An-
regung um 7 hinterher, 1duft also “gegentaktig”. In der Néhe der Eigenfrequenz hingegen antwortet
das System mit einer Phasenverschiebung von 7/2 auf die Anregung: seine Amplitude ist dann
maximal, wenn die Anregung gerade den Nulldurchgang hat, und umgekehrt.



