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1. Korrespondenzprinzip: [1+14+1 =3 P,

Nach dem Korrespondenzprinzip ordnet man den Observablen

fiir die Energie E +— ihg, [1P.]
fiir den Impuls §— —ihV, und 1 P]

fiir den Drehimpuls L=7x P — —ihd x v oder, wenn man beriicksichtigt, dass in der
Quantenmechanik die Operatoren fiir Ort und Impuls nicht kommutieren, in symmetrisier-
ter Form L = 3(Z x p— p'x &) — —ih3(Z x V =V x &) [1P.]
als Operatoren zu, wenn im Ortsraum gearbeitet wird.

2. Kontinuititsgleichung: [1+143 =5 P.]
Die Kontinuititsgleichung lautet p(Z,t) = divj(Z,t). 1 P]
Sie besagt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte

erhalten ist. Wenn “sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an einem Ort & mit der Zeit ¢
andert, so ist diese Anderung gleich des Flusses von Wahrscheinlichkeit durch die Oberfliche
einer kleinen Kugel um den Punkt ¥ herum. Dieser Fluss ist gegeben durch den Strom

e o .
§(E8) = 5= (UEO(TVEE D) - (VEE )W, D))
Wabhrscheinlichkeit verhilt sich in der Quantenmechanik also wie eine Fliissigkeit. 1P]

Zur Herleitung betrachtet man die von links mit W(%,¢) multiplizierte Schrodinger-Gleichung
sowie das komplex Konjugierte dieses Ausdrucks. Zieht man diese beiden voneinander ab, so
erhélt man

2m
U(Z,t) <—1h%> U(7,t) = V(&) (—;—m(ﬁf + V(a‘c’)) U(7,t)
(=)
ih% (B(7, 1)V (7,1)) = —;—m (\I/(f, H((V)2U(Z, 1) — (V)2 (Z, 1) U(T, t)) .

In der letzten Gleichung steht links bereits die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeits-
dichte. Rechts miissen wir den Ausdruck noch als Divergenz von etwas schreiben, was dann
den Wahrscheinlichkeitsstrom gibt. Am besten priift man durch direktes Nachrechnen nach,
dass —ihVj (Z,t) mit dem oben angegebenen Strom j(Z,t) genau die rechte Seite ergibt, da
sich die Terme der Form (V¥)(V¥) gerade wegheben. 3 P.]



3. Harmomnischer Oszillator — Ansatz: [1+34+1 =5 P,

Der Kommutator von Orts- und Impuls-Operator ist [p, z] = —if oder [z, p] = iA. [1P.]
Der Hamilton-Operator fiir einen ein-dimensionalen harmonischen Oszillator lautet
2
H = 2p_m + émw2x2 .

Mit dem Ansatz
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ergibt sich fiir a'a folglich
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Setzt man yo = \/m_hw so finden wir fiir Awa'a das Resultat

1 1
hwa'a = 57%) (%f + 1) .

N~ N~ DN~

[ 2 J—
h hmwp

Ausmultiplizieren ergibt fwala = H — $hw. 3 P.]
Den Kommutator [a', a] erhalten wir, wenn wir unsere Rechnung fiir a’a mit einer analogen
fiir aa’ vergleichen. Offenbar ist

aaT _ l ﬁ + l i _ i
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= 3 (X_% + g2 XoP” — ﬁ(xp - pf))
1 [ x? 1 5,
= (4= 1) .
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Damit finden wir sofort, dass [aT, al = a'a — aa’ = —1 ist, alle anderen Terme heben sich
weg. Also ist [a,a'] = 1. [1P.]
. Harmonischer Oszillator — Losung: [14+342 = 6 P.]
Die Wellenfunktion zu einem Zustand |¥) ist einfach durch das Skalarprodukt mit den Ei-
genzusténden des Orts-Operators gegeben, U(x) = (x| ). [1P.]

Der Grundzustand des harmonischen Oszillators erfiillt die Gleichung a|Wy) = 0. Mit (%) in
der Ortsdarstellung und p = —ihd, ist das

@mmﬁzi%(i+ww%)m4@:o.

Das fiihrt zu der einfachen gewdhnlichen Differentialgleichung (9, + x2z)Wo(z) = 0 mit der
Losung Wo(x) = const exp(—%x%xz). Die Konstante wird durch die Normierungsbedingung
(Wo|Wg) = 1 festgelegt. 3 P]

Die Energie-Eigenwerte der Zusténde

0, = (@) |¥%0),



ergeben sich durch Anwenden von H = hw(a'a + 3). Wir wissen, dass a|¥,) = 0 ist, also
kommutieren wir a durch |¥,,) durch. Mit [a, a'] = 1 folgt [a, afa!] = [a, al]a’ +al[a, a'] = 2a'
und so weiter bis [a, (a")"] = n(a")""1. Der Kommutator [a, -] verhlt sich wie ein Ableitung,
geniigt also insbesondere der Leibnitz-Regel fiir Produkte. Damit ergibt sich

H|Y,) = hw(a'a + %)|n1/n> = hw(n + %)|\1fn> .

Die Energie-Eigenwerte sind also E,, = hw(n + 3).

. Drehimpuls und Spin:

Die Drehimpuls-Algebra lautet bekanntlich

3

Ly, Li) =) ihey, 'Ly

=1

2 P

[24143+3 = 9 P.]

Ausgeschrieben haben wir [Ly, Lo] = Ls, [Lo, L3] = Ly und [Ls, L] = Lo. Mit den neuen
Operatoren Ly = ==(L; +iLy) lautet die Algebra
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Man nennt die L4 auch Auf- und Ab-steigeoperatoren.
Wir haben L? = 37, L? = L, L+ L_Ly + L3, wie aus der Rechnung

1 : . . .
LJFL, -+ L,L+ = 5 ((Ll + 1L2)<L1 — ILQ) + (Ll — ILQ)(Ll + ILQ))

1
= LI+ L3+ 5l (LyLy — L1Ly + L1 Ly — Loy Ly)

= Li+1;

folgt.

Es sei |[£,m) ein Eigenzustand mit den Eigenwerten

L3|€7 m>
L?0,m)

= hml|l{,m),
= K+ 1)|,m).
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1P]



Die Zustéande |¢',m’) = (L+|¢,m)) verhalten sich unter der Aktion von L3 wie folgt:

L3Li|£, m> = [Lg, L:i:”& m) + Ling, m)
= :EhLiw, m) + Lihmw, m>
= A(m+1)Le|l,m).

Also hat L. |¢,m) den Ls-Eigenwert i(m+1). Da L? mit allen Komponenten L; kommutiert,
also [L?, L;] = 0, gilt natiirlich auch [L?, Ly] = 0. Also hat L.|¢, m) denunveréinderten L?-
Eigenwert h%((¢ + t). Das sieht man auch bei direkter Rechnung:

(LyL_+ L _LyL})Lslt,m) = (LiLs+ LzLy+ L3)Ly|t,m)

LiLLy+ LeLiLy + L3Ly)|6,m)

2LiL-Ls + [Le, Ly]Ls + La[Ls, L+] + [Ls, L+]Ls + L+ L2)[(,m)
2Ly L+Ly F L3Ly &+ LyLy + LoLy+ LyL3)|¢,m)

= Li(2L:L.+ L3+ L6, m)

= Li(LzLy+ Lil++ L3)|¢,m),

(
(
(
(

was natiirlich umsténdlicher ist. 3 P.]
Mit Jk = Lk -+ Sk haben wir [JJ,Jk] = [LJ -+ Sj,Lk -+ Sk] = [LJ,Lk] -+ [Sj,Sk], da al-
le anderen Terme verschwinden. Also ist [J;, Ji] = ihsjkl(Ll +5) = ihsjlil. Damit ist

J? = (L+8)? = L[*+2L- S+ S Auflsen nach 2L - S ergibt L - S = L(J? — [? - §?)
ausgedriickt allein in Quadraten. Bemerkung: Die Operatoren L; und S; kommutieren, da
sie zu unabhénig messbaren Quanteneigenschaften gehoren. Deshalb braucht beim Ausmul-

tiplizieren von J? auch nicht auf die Reihenfolge von L und S geachtet zu werden. 3 P.]
. Wasserstoffatom: 1434342 =9 P,
Der Hamilton-Operator fiir das Wasserstoffatom lautet
) 2 2 2
B v LI

wobei 7 die Koordinate der Relativbewegung und m die reduzierte Masse sind. Allerdings
ist in sehr guter Naherung m = m, die Masse des Elektrons, und r der Abstand zwischen
Elektron und Proton. Die Einheiten fiir die Ladung und die Coulomb-Wechselwirkung sind
fiir diese Klausur unerheblich. 1P]
Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms besteht aus zwei Termen, der kinetischen Ener-
gie p?/(2m) und dem Potential V' (r) = —e?/r. Die kinetische Energie hiingt nur vom Betrag
des Impulses ab, ebenso ist das Potential ein Zentralkraftpotential, das nur vom Betrag des
Abstandes abhéngt. Es gibt keine direkte Abhéangigkeit von der Richtung é, = 7/r bzw. der
Impulsrichtung €, = p/p. Der Hamilton-Operator ist also invariant unter Drehungen des R3.
Diese werden durch die Drehimpulsoperatoren erzeugt. Die Invarianz von H unter Drehungen
schlédgt sich darin nieder, dass H mit sémtlichen Drehimpulsoperatoren kommutiert. Also ist
[H,L;] = 0 und da L? = L?+ L3 + L2 ist, ist auch [H, L] = 0. Das effektive Potential ist im
wesentlichen gegeben durch , ,

el +1) e
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Eine Skizze des effektiven Potentials im Vergleich zum Coulomb-Potentials und des Drehim-



pulsterms sieht so aus:

Es hat ein lokales Minimum fiir ¢ > 1. 3 P.]
Das Energiespektrum des Wasserstoffatoms ist gegeben durch die einfache Formel
Ry
En=FE,pm=—"".
N T (4 4+ 1)?

Es héngt ausschliefllich von der Hauptquantenzahl N = n + ¢ + 1 ab. Die Konstante ist
fiir die Klausur unerheblich, hat aber ungefihr den Wert 1Ry = —13.6eV. Die einzelnen
Quantenzahlen sind die radiale Quantenzahl n, die die Anzahl der Knoten (Nullstellen) der
radialen Komponente der Wellenfunktion abgibt. Die Drehimpuls-Quantenzahl ¢ gibt den
Eigenwert 12(( + 1) der Wellenfunktion unter L2 an und wird als Bahndrehimpuls interpre-
tiert. Die sogenannte magnetische Quantenzahl m gibt den Eigenwert Am unter L3 an, und
wird als Ausrichtung der Drehachse in Bezug auf die (wie auch immer gewéhlte) z-Achse
gedeutet. Bei gegebenem Bahndrehimpuls ¢ kann die magnetische Quantenzahl die 2¢ + 1
verschiednen Werte m = —¢,—¢ 4+ 1,...,¢ — 1,{ annehmen. Die gesamte Wellenfunktion
(@n, €, m) = W, 4 (1,0,0) = Ry, 0(r)Y,™(0, @) 1Bt sich aufgrund der Drehimpulserhaltung
in einen radialen und einen winkelabhingigen Teil zerlegen. Das entspricht klassisch dem
Verwenden von Kugelkoordinaten fiir radialsymmetrische Probleme. 3 P.]
Die Entartung ist insgesamt N? = (n+/£+1)? und kommt wie folgt zustande: Zunsichst kann
ein und dieselbe Zahl N auf insgesamt N Weisen durch die Summe zweier Zahlen geschrieben
werden, N =k+1=0+k+1) =1+ Fk+D)+1)=...=(k—-1)+1+1)=(k+0+1).
Es sei nun N = n + ¢ + 1 mit gegebenem ¢. Dieser Bahndrehimpuls hat nun 2/ 4+ 1 mogliche
Werte fiir die magnetische Quantenzahl. Nun kann ¢ die Werte 0,1, ..., N — 1 annehmen, so
dass die gesamte mégliche Entartung durch

N—-1
Z%+1—2Ze+21=2 1)+N N2
(=0 (=0



gegeben ist. Wer es ganz genau nimmt, kann noch beriicksichtigen, dass das Elektron noch

einen Spin tragt, der zwei Werte annehmen kann. Damit wire die gesamte Entartung dann
2N2, 2 P]

7. Storungsrechnung: [143+1 =5 P.]
Es bezeichne H einen Hamilton-Operator mit bekannten Eigenzustédnden |n) und Energie-
Eigenwerten EY). Weiter sei H' eine kleine Storung. In erster Ordnung sind die Korrekturen

EY der Energie-Eigenwerte
EY = (n|Hn)

einfach durch die diagonalen Matrixelemente der Storung zwischen den ungestorten Zustdnden
gegeben. 1 P]
Ein Wasserstoffatom befindet sich in einem homogenen, konstantem Magentfeld B = Be,,
das in die z-Richtung zeigt. Dies kann als Stérung mit H' = B-L = BLs aufgefasst werden.
In erster Ordnung Storungstheorie ergibt sich

(n, 0, m|H'|n,¢,m) = B{n,¢,m|Ls|n,¢,m) = Bhm(n,¢,m|n,{,m) = hBm.

Diese Korrektur héngt also allein von der magnetischen Quantenzahl ab. Dies wird auch als
Zeemann-Effekt bezeichnet. 3 P]
Das duflere Magnetfeld hebt also die m-Entartung auf, da die radiale Symmetrie gebro-
chen wird. Es besteht keine Invarianz mehr unter allen Drehungen, sondern nur noch unter
Drehungen, deren Drehachse entlang der durch das duflere Magentfeld definierten z-Achse
liegt. Vornehm ausgedriickt heifit das, dass die SO(3)-Symmetrie zu einer SO(2)-Symmetrie
gebrochen wird. Jede Verringerung der Symmetrie hebt Entartung auf, und so spalten die
Energie-Niveaus £, ¢, fiir jedes ¢ jeweils in 2¢ + 1 Linien auf. Man beachte aber, dass die
Entartung beziiglich ¢ davon nicht aufgehoben wird, der Betrag des Bahndrehimpulses ist

nach wie vor eine erhaltene Grofe. 1P]
Pungte:! Gesamt = 42 P.
qare: Bestanden > 23 P.

L“Ein Schelm, wer boses dabei denkt!”



