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1 (1) H = 1
2m

(p − q

c
A)2 + qφ+ qh̄

2mc
σ · B mit σ = 2

h̄
S. 2:10

(2)
A = 1

2
B × x = B

2
(−y, x, 0)t ,

A′ = −B(y, 0, 0)t ,
rotA = B

2
(0, 0, 1 + 1)t = (0, 0, B)t = B ,

rotA′ = (0, 0, B)t = B ,

A = A′ + ∇( |B|
2
xy)

Umeichung. 2:10

(3) ψ = ψ′ exp(i q

h̄c

|B|
2
xy) ≡ ψ′ exp(i qλ

h̄c
), denn

1
2m

( h̄
i
∇− q

c
A′ − h̄

i
i
h̄

q

c
∇λ

︸ ︷︷ ︸

− q

c
A

)2 ψ′ exp(i qλ

h̄c
)

︸ ︷︷ ︸

ψ

= 1
2m

( h̄
i
∇ − q

c
A) exp(i qλ

h̄c
)( h̄

i
∇ − q

c
A′)ψ′

= 1
2m

exp(i qλ

h̄c
)( h̄

i
∇ − q

c
A′)2ψ′

= exp(i qλ

h̄c
)(−ih̄∂tψ

′) = −ih̄∂tψ ,

daλ 6= λ(t). 6:10

2 (1) HLS = ξL · S, J = L + S. Also j = ℓ+ 1
2

oderj = ℓ− 1
2
. 1:10

(2) HLS = 1
2
ξ(J2−L2−S2). Damit sind die EigenwerteEJ,L, 1

2

= 1
2
ξh̄2(j(j+1)−ℓ(ℓ+1)−

3
4
). Fürj = ℓ+ 1

2
ergibt sichE = 1

2
ξh̄2ℓ, und fürj = ℓ− 1

2
ergibt sichE = −1

2
ξh̄2(ℓ+1). 3:10

(3) Die Eigenzustände|j,mj ; ℓ, S〉 für j = 3
2
, ℓ = 1 undS = 1

2
sind gefragt. Höchstge-

wichtszustand ist|3
2
, 3

2
; 11

2
〉 = |1,+1〉| ↑〉. Anwenden vonJ− ergibt

√
15
4
− 3

4
|3
2
, 1

2
; 1, 1

2
〉

=
√

2|1, 0〉|↑〉+ |1,+1〉|↓〉, also der Reihe nach:

|3
2
, 1

2
; 1, 1

2
〉 =

√
2√
3
|1, 0〉|↑〉+ 1√

3
|1,+1〉|↓〉 ,

|3
2
,−1

2
; 1, 1

2
〉 =

√
2√
3
|1, 0〉|↓〉+ 1√

3
|1,−1〉|↑〉 ,

|3
2
,−3

2
; 1, 1

2
〉 = |1,−1〉|↓〉 .

Dazu kommt der Höchstgewichtszustand|1
2
, 1

2
; 1, 1

2
〉 = − 1√

3
|1, 0〉| ↑〉 +

√
2√
3
|1,+1〉| ↓

〉. Man erhält ihn als den zu|3
2
, 1

2
; 1, 1

2
〉 orthogonalen Zustand. Anwenden vonJ− er-

gibt |1
2
,−1

2
; 1, 1

2
〉 = −

√
2√
3
|1,−1〉| ↑〉 − 1√

3
|1, 0〉| ↓〉 +

√
2√
3
|1, 0〉| ↓〉 = 1√

3
|1, 0〉| ↓〉 −

−
√

2√
3
|1,−1〉|↑〉. 6:10
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3 (1) Mit [a, a†] = 1 und[a, a] = 0 etc. gilt [a, a†a] = a und[a†, a†a] = −a†. Damit hat man

[Lz, L+] = [Lz, h̄
√

2ℓ− a†aa]

= [Lz, h̄
√

2ℓ− a†a]
︸ ︷︷ ︸

= 0

a + h̄
√

2ℓ− a†a[Lz , a]

= h̄2
√

2ℓ− a†a[ℓ− a†a, a]

= h̄2
√

2ℓ− a†aa
= h̄L+ ,

[Lz, L−] = −h̄L− ,

[L+, L−] = h̄2
√

2ℓ− a†a aa†
︸︷︷︸

= a†a+ 1

√
2ℓ− a†a− h̄2a† (2ℓ− a†a)a

︸ ︷︷ ︸

= a(2ℓ− a†a) + a
= h̄2(a†a + 1)(2ℓ− a†a) − h̄2a†a(2ℓ− a†a+ 1)
= 2h̄2(ℓ− a†a)
= 2h̄Lz ,

also die Drehimpulsalgebra in Auf-/Ab-Steiger-Darstellung. 7:10

(2) L2 = (Lz)
2 + 1

2
L+L− + 1

2
L−L+ = (Lz)

2 − h̄Lz + L+L− = h̄2ℓ(ℓ + 1), wobei man in
L+L− in der Mitteaa† = 1+a†a umforme und beachte, dass danna†amit allen anderen
Termen kommutiert. 3:10

4 (1) Zur Erinnerung:a†|n〉 =
√
n + 1|n+1〉 unda|n〉 =

√
n|n−1〉. Wir benötigen nur die er-

ste Ordnung Störungstheorie, aber für einen beliebigen Zustand:ǫ(1)n = 〈n|αm2ω2

h̄
x4|n〉.

Wir habenx2 = h̄
2mω

(a2 + aa† + a†a+(a†)2) undx4 = h̄2

4m2ω2 (a
4 + a3a† + a2a†a+ . . .),

wobei . . . für alle verschiedenen Monome in dena’s und a†’s vom Grade vier steht.
Damit ist

〈n|x4|n〉 = h̄2

4m2ω2 (〈n|a2(a†)2|n〉 + 〈n|aa†aa†|n〉 + 〈n|a(a†)2a|n〉
+〈n|a†a2a†|n〉 + 〈n|a†aa†a|n〉 + 〈n|(a†)2a2|n〉

= h̄2

4m2ω2 ((n+1)(n+2)+(n+1)2+n(n+1)+n(n+1)+n2+n(n−1))

= h̄2

4m2ω2 (6n
2 + 6n + 3) .

Damit ergibt sich die Energiekorrektur zuǫ(1)n = 3
4
h̄α(2n2 + 2n+ 1). 10:10

5 (1 und 2) H = −t∑

i,α(c†i+1,αci,α + c†i,αci+1,α)+U
∑

i c
†
i,↑ci,↑c

†
i,↓ci,↓. Mit den Standard-Anti-

kommutatoren{ci,α, c†j,β} = δijδαβ ergibt sich damit

[H, c†j,α] = −t[c†j+1,αcj,α + c†j−1,αcj,α, c
†
j,α] + Uc†j,−αcj,−α[c†j,αcj,α, c

†
j,α]

= −t(c†j+1,α + c†j−1,α) + Uc†j,−αcj,−αc
†
j,α ,

[H, cj,α] = −[H, c†j,α]†

= t(cj+1,α + cj−1,α) − Uc†j,−αcj,−αc
†
j,α .

Hierbei ist wie üblich↑= +1
2
, ↓= −1

2
. Im allerletzten Term wurde noch umgeordnet. 7:10

(3) Im Heisenberg-Bild lauten die Bewegungsgleichngen∂tA = i
h̄
[H,A]. Also

∂tc
†
j,α = i

h̄

(

−t(c†j+1,α + c†j−1,α) + Uc†j,−αcj,−αc
†
j,α

)

,

∂tcj,α = − i
h̄

(

−t(cj+1,α + cj−1,α) + Uc†j,−αcj,−αc
†
j,α

)

,

durch Einsetzen der Resultate von (i). 3:10

6 (1) ρ(x) = ψ†(x)ψ(x), ψ(x) = 1√
N

∑

k eikxψ̂k. Damit

ρ̂(q) =
∑

x ρ(x)e
−iqx

= 1
N

∑

k,k′

∑

x e−i(q+k−k′)xψ̂†
kψ̂k′

=
∑

k ψ̂
†
kψ̂k+q

2



als die Fouriertransformierte. 4:10

(2) j(x) = h̄
2mi

(ψ†(x)∇ψ(x) − (∇ψ†(x))ψ(x)). Entsprechend

ĵ(q) =
∑

x j(x)e−iqx

= 1
N

∑

k,k′

∑

x
h̄

2mi
e−i(q+k−k′)x(ψ̂†

k(ik
′)ψ̂k′ + ikψ̂†

kψ̂k′)

= h̄
2m

∑

k,k′ δq+k,k′(k′ + k)ψ̂†
kψ̂k′

= h̄
2m

∑

k(2k + q)ψ̂†
kψ̂k+q

als die Fouriertransformierte. 4:10

(3) T =
∑

x ψ
†(x)−h̄2

2m
∇

2ψ(x) =
∑

k
h̄2k2

2m
ψ̂†

kψ̂k. 2:10

7 (1) |Ψ(t)〉 = T exp(− i
h̄

∫ t
ta

dt V (t))|Ψ(ta)〉 mit |Ψt〉 = exp(− i
h̄
H0t)|Ψ(t)〉 und V (t) =

exp(+ i
h̄
H0t)Vt exp(− i

h̄
H0t) im Wechselwirkungs-Bild. In erster Ordnung ist

〈n|Ψt〉 = exp(− i
h̄
ǫnt)〈n|Ψ(t)〉

= exp(− i
h̄
ǫnt)〈n|1 − i

h̄

∫ t
−∞ dt V (t)|0〉 .

Nach Voraussetzung istn 6= 0, und damit

P|0〉→|n〉 = |〈n|Ψt〉|2

= 1
h̄2

∣
∣
∣

∫ ∞
−∞ dt 〈n|V (t)|0〉

∣
∣
∣

2

= q2F 2

h̄2 |〈n|x|0〉|2
∣
∣
∣

∫ ∞
−∞ dt e−αt2eiωnt

∣
∣
∣

2
.

Das Matrixelement〈n|x|0〉 =
√

h̄
2mω

〈n|a+ a†|0〉 =
√

h̄
2mω

δn,1 und das Integral
∫ ∞

−∞
dt exp(−αt2 + iωnt+

ω2n2

4α
) · exp(−ω

2n2

4α
)

= exp(−ω
2n2

4α
)
∫ ∞

−∞
dt exp(−α(t− iωn

2α
)2)

= exp(−ω
2n2

4α
)

1√
α

∫ ∞+iγ

−∞−iγ
dy e−y2

mit γ = ωn
2
√

α
. Damit ergibt sich für das Integral der Wertexp(−ω2n2

4α
) π√

α
. Die Übergang-

samplitude istP|0〉→|n〉 = q2F 2π

h̄α2mω
exp(−ω2n2

2α
)δn,1. 10:10

8 (1) ih̄∂tΨ(r, t) = HDiracΨ(r, t) mit der Matrix

HDirac =








mc2 0 cpz c(px − ipy)
0 mc2 c(px + ipy) −cpz

cpz c(px − ipy) −mc2 0
c(px + ipy) −cpz 0 −mc2







.

Ansatz:Ψ(r, t) = ψ(r) exp(− i
h̄
Et). Das führt zuEψ(r) = HDiracψ(r), also ist








mc2 − E 0 cpz c(px − ipy)
0 mc2 − E c(px + ipy) −cpz

cpz c(px − ipy) −mc2 − E 0
c(px + ipy) −cpz 0 −mc2 − E







ψ(r) = 0

das gesuchte Gleichungssystem. Bei festem Impuls inz-Richtung ergibt sich







mc2 − E 0 cpz 0
0 mc2 −E 0 −cpz

cpz 0 −mc2 −E 0
0 −cpz 0 −mc2 −E







ψ(r) = 0

als vereinfachtes System. 4:10
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(2) Lösungsbedingung ist

0 = det(HDirac − E1l)
= (mc2 −E) ((mc2 −E)(mc2 + E)2 + c(mc2 + E)p2

z

+c2(px − ipy)(px + ipy)(mc
2 − e))

+ cpz (c3p3
z + c3(px − ipy)(px + ipy)pz + cpz(mc

2 −E)(mc2 + E))
− c(px + ipy) (−c2p2

z(px − ipy) − c(px − ipy)(mc
2 − E)(mc2 + E)

−c3(px − ipy)
2(px + ipy))

= (m2c4 − e2)2 + 2(m2c4 − E2)cp2
z + c4p4

z + 2c4p2
z(p

2
x + p2

y)
+2(mc2 − E)c2(p2

x + p2
y) + c4(p2

x + p2
y)

2

= (m2c4 − E2 + cp2
x + c2p2

y + c2p2
z)

2

= (m2c4 − E2 + c2p2)2 .

Also muss die BeziehungE = ±
√
m2c4 + c2p2 gelten. Für festen Impuls inz-Richtung

vereinfacht sich auch diese Rechnung zu

det(HDirac − E1l) = (mc2 −E) ((mc2 −E)(mc2 + E)2 + c(mc2 + E)p2
z)

+ cpz (c3p3
z + cpz(m

2c4 − E2))
= (m2c4 − E2)2 + 2c2p2

z(m
2c4 −E2) − c4p4

z

= (m2c4 − E2 + c2p2
z)

2 = 0 ,

was zu der BeziehungE = ±
√

m2c4 + c2p2
z führt. 3:10

(3) Ansatz:ψ(r) = exp(ipzz/h̄)








α
0
β
0








, da die (1,3)-Komponenten und die (2,4)-Kom-

ponenten des Spinors entkoppeln. Damit erhält man die Bedingungen(mc2 − E)α +

cβpz = 0 und cpzα − (mc2 + E)β = 0. Also istψ1,3(r) = exp(ipzz/h̄)








1
0

+pz

mc2±E

0








.

Analog erhält manψ2,4(r) = exp(ipzz/h̄)








0
1
0

−pz

mc2±E








. 3:10
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