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1 (1) Sk =
∑N

i=1 S
(i)
k = sk ⊗ 1l ⊗ . . . ⊗ 1l + . . . + 1l ⊗ . . . ⊗ 1l ⊗ sk. Eine Vertauschung von

Spins ändert nur die Reihenfolge der Summanden, womitSk unverändert bleibt. 2:20

(2) |χ〉 = |↑〉 ⊗ |↑〉 ⊗ . . .⊗ |↑〉, alsoS = N h̄
2

undmS = N h̄
2
. 2:20

(3) S+ =
∑N

i=1 S
(i)
+ = s+ ⊗ 1l ⊗ . . .⊗ 1l + . . . + 1l ⊗ . . . ⊗ 1l ⊗ s+. Wegens+| ↑〉 = 0 gilt

schonS(i)
+ |χ〉 = 0 =⇒ S+|χ〉 = 0. S− ist invariant unter Vertauschung wegen (1).|χ〉

ist offensichtlich auch invariant, daher ist(S−)n|χ〉 ebenfalls invariant. 4:20

(4) Die Zustände(S−)n|χ〉 für 0 ≤ n ≤ N sind alle symmetrisch und linear unabhängig, da
Sz(S−)n|χ〉 = h̄(N

2
− n)(S−)n|χ〉, d.h. dieSz Eigenwerte sind verschieden. Sie haben

alleS = N
2
h̄, da sie aus dem Höchstgewichtszustand|χ〉 entstehen. Mehr Zustände mit

S = N
2
h̄ kann es andererseits nicht geben, da die Dimension der Darstellung zuS = N

2
h̄

ebenN + 1 ist, und genau so viele(S−)n|χ〉 existieren. 5:20

(5) ZuN = 3 gibt es2 · 2 · 2 = 8 Zustände, 4 schon mitS = 3
2
, es bleiben2 · 2 mit S = 1

2
. 3:20

(6) Die Angabe ist nicht in eindeutiger Weise möglich, z.B.1√
6
(|↑↑↓〉+ |↑↓↑〉−2|↓↑↑〉) und

1√
2
(|↑↓↑〉−|↑↑↓〉) sind Zustände mitmS = h̄/2. Man muß die Zustände mitS = mS =

h̄/2 so konstruieren, dass sie auf1√
3
(|↑↑↓〉+ |↑↓↑〉+ |↓↑↑〉) mit (S = 3h̄/3, mS = h̄/2)

senkrecht stehen, oder man rechnetS+ . . . = 0 nach. 4:20

2 (1) H = H0 + λV1 + λ2V2 mit H0 dem Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators,
H0 = − p2

2m
+ 1

2
mω2x2 = h̄ω(a†a + 1

2
). V1 = c1x

3, V2 = c2x
4. Mit x = 1√

2
x0(a + a†),

x0 =
√

h̄
mω

ergibt sich

x3 =
x3
0√
8
(a3 + aaa† + aa†a + a†aa + a†a†a + a†aa† + aa†a† + (a†)3)

=
x3
0√
8
(a3 + 3a†a2 + 3a + 3(a†)2a + 3a† + (a†)3) ,

x4 =
x4
0

4
(a4 + 3a†a3 + 3(a†)2a2 + (a†)3a + 3a2 + 3a†a+ a3a† + 3a†a2a†

+3(a†)2aa† + (a†)4 + 3aa† + 3(a†)2

=
x4
0

4
(a4 + 4a†a3 + 6(a†)2a2 + 4(a†)3a+ 3a2 + 3a†a + 3a2 + 6a†a+ 3(a†)2

+(a†)4 + 3a†a+ 3 + 3a†)

=
x4
0

4
(a4 + 4a†a3 + 6(a†)2a2 + 4(a†)3a+ (a†)4 + 6a2 + 6(a†)2 + 12a†a + 3) ,

wenn manana† = a†an + nan−1 ausnutzt. 5:10

(2) Damit liest man ab:δE1 = λc1〈0|V1|0〉 ∼ 〈0|x3|0〉 = 0, undδE2 = λ2c2〈0|V2|0〉 =

c2λ
2 x4

0

4
· 3. Wir benötigen noch

x6
0

8
λ2c21

∑

n 6=0
|〈n|x3|0〉|2
E0−En

=
x6
0

8
λ2c21

(
9|〈1|a†|0〉|2

E0−E1
+ |〈3|(a†)3|0〉|2

E0−E3

)

=
x6
0

8
λ2c21(

9
−h̄ω

+ ( (
√

3·
√

2·1)2
−3h̄ω

)

= −
λ2c2

1
x6
0

h̄ω
11
8
.

Damit ergibt sich der AusdruckE(2)
0 = h̄ω(1

2
+ 1

4
λ2(3

x2
0
c2

h̄ω
−

c2
1
x6
0

(h̄ω)2
11
2
) + O(λ3)). 5:10

3 (1) Eichtransformation:A′
µ = Aµ + ∂µΛ, Ψ′ = eiαΛΨ. Einsetzen in

ih̄γµ(∂µ − ie
h̄
A′

µ)Ψ′ −mΨ′ = ih̄γµ(∂µ − ie
h̄
(Aµ + ∂µΛ))eiαΛΨ −meiαΛΨ

= ih̄γµ(iα(∂µΛ)eiαΛΨ + eiαΛ∂µΨ − ie
h̄
eiαΛAµΨ

− ie
h̄
(∂µΛ)eiαΛΨ) −meiαΛΨ

= 0 ,

1



wennα = e
h̄

gesetzt wird. 4:10

(2) Man bilde die Adjungierte der Dirac Gleichung,−ih̄(∂µ + ie
h̄
Aµ)Ψ†(γµ)† −mΨ† = 0.

Das multipliziere man von rechts mitγ0 und beachte(γ0)† = γ0, (γi)† = −γi, um zu
der Gleichung

0 = −ih̄(∂µ + ie
h̄
Aµ)Ψ

† (−γµγ0)
︸ ︷︷ ︸

= γ0γµ

−mΨ†γ0

= −ih̄(∂µ + ie
h̄
Aµ)Ψ̄γ

µ −mΨ̄ = 0

zu kommen. Nun multipliziere man die diese Gleichung von rechts mit Ψ, die Dirac
Gleichung von links mit̄Ψ, und bilde die Differenz der beiden resultierenden Ausdrücke:

ih̄(Ψ̄γµ∂µΨ) − ih̄ ie
h̄
Ψ̄γµAµΨ −mΨ̄Ψ

− −ih̄(∂µΨ̄γµΨ) − ih̄ ie
h̄
Ψ̄γµAµΨ −mΨ̄Ψ

= ih̄∂µ(Ψ̄γµΨ
︸ ︷︷ ︸

= jµ

) = 0 .

Die Wahrscheinlichkeitsdichtej0 = Ψ†Ψ =
∑3

i=0 |ψi|
2 ≥ 0 is positiv definit. 6:10

4 (1) H|1〉 = h̄ω1|1〉, H|2〉 = h̄ω2|2〉. Mit ih̄∂tψ = (H + W )ψ undψ(t) = c1(t)e
−iω1t|1〉 +

c2(t)e
−iω2t|2〉 erhält man das Gleichungssystem

ih̄ċ1e
−iω1t = ω11c1e

−iω1t + ω12c2e
−iω2t ,

ih̄ċ2e
−iω2t = ω21c1e

−iω1t + ω22c2e
−iω2t .

Dabei istω12 = ω∗
21 undω11, ω22 sind reell. Anfangsbedingungen sindc1(0) = 1, c2(0) =

0. Mit der Abkürzungω0 = ω2 − ω1 wird das zu

ih̄ċ1 = ω11c1 + ω12c2e
−iω0t ,

ih̄ċ2 = ω21c1e
iω0t + ω22c2 .

Lösungsansatz:c1 = Ae−iωt undc2 = Be−i(ω−ω0)t, womit man

(ω11 − h̄ω)A + ω12B = 0 ,
ω21A + (ω22 − h̄ω + h̄ω0)B = 0

erhält. 5:10

(2) Auflösen nachω liefert die Gleichunḡh2ω2 − h̄ω(ω11 +ω22 + h̄ω0) +ω11(ω22 + h̄ω0)−
|ω12|

2 = 0 mit den beiden Lösungen

h̄ω± =
1

2
(ω11 + ω22 + h̄ω0) ±

√

1

4
(ω11 + ω22 + h̄ω0)2 − ω11(ω22 + h̄ω0) + |ω12|2

=
1

2
(ω11 + ω22 + h̄ω0) ±

√

1

4
(ω22 − ω11 + h̄ω0)2 + |ω12|2 .

Damit erhält man auchB± = h̄ω±−ω11

ω12
A±. 3:10

(3) Anfangsbedingungen sind erfüllt, wenn man geeignete Linearkombinationen aus beiden
Lösungen betrachtet:

c1(t) = A+e−iω+t + A−e−iω−t ,
c2(t) = eiω0t(B+e−iω+t +B−e−iω−t) .

2



Aus den Anfangsbedingungen folgtc1(0) = 1 =⇒ A+ + A− = 1, undc2(0) = 0 =⇒
B+ +B− = 0, also

0 = h̄ω+−ω11

ω12
A+ + h̄ω−−ω11

ω12
A−
︸︷︷︸

= 1 − A+

,

=⇒ A+ = ω11−h̄ω−

h̄(ω+−ω−)
,

A− = − ω11−h̄ω+

h̄(ω+−ω−)
,

=⇒ B+ = 1
ω12

(ω11−h̄ω−)(ω11−h̄ω+)
h̄(ω+−ω−)

= 1
ω12

1

4
(ω22−ω11+h̄ω0)2− 1

4
(ω22−ω11+h̄ω0)−|ω12|2

h̄(ω+−ω−)

= − ω12

h̄(ω+−ω−)
,

B− = −B+ .

Damit erhält man schließlich

c2(t) = B+eiω0te−i 1
2
(ω++ω−)(e−i 1

2
(ω+−ω−)t − ei 1

2
(ω+−ω−)t)

= −2ieiω0te−i 1
2
(ω++ω−) sin(1

2
(ω+ − ω−)t) ,

|c2(t)|
2 =

4ω2
12

h̄2(ω+−ω−)2
sin2(1

2
(ω+ − ω−)t) ,

|c1(t)|
2 = 1 − |c2(t)|

2 ,

für die Amplitudenquadrate. 2:10
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