[UK1] Eine Handvoll Quickies

Kurzlosungen zur Ubungsklausur

(5 x 1 = 5 Punkte)

(a)

Gegeben ist die Oberflache Z(r, p) = r(— cosh(y), sinh(y),0). Welche Metrik

g.. besitzt die Oberflache?

Lésung: Berechne zunéchst die Tangentialvektorenen

—

tr =

(— cosh(p),sinh(p),0) , t_;, r(—sinh(p), cosh(y),0)

und deren Skalarprodukte

t, -1, = cosh?(yp) + sinh?(p)
t.-t, = 2sinh(yp)cosh(yp)
ty-t, = sinh?(¢) + cosh?(yp)

Dies in eine Matrix einbeschrieben ergibt die Metrik

g = ( 2sinh(p) cosh () )

sinh? () + cosh?(¢p)
Man zeige mit einer geeigneten Testfunktion: %G(x) =

cosh? () + sinh? ()
2sinh(p) cosh(y)

d(x)

Lésung: siehe [P13](b)

Wie folgt die homogene Wellengleichung OB =
Maxwell-Gleichungen im Vakuum?

0,0 := 0%8252 — A aus den

Lésung: siehe [P15](f)

Wie lautet die Stromdichte eines halbkreisformig angeordneten Leiters in der
z-y-Ebene, welcher von einem Strom Iy durchflossen wird? Der Halbkreis habe
den Radius R.

Lésung: Der Leiter liegt in der z-y-Ebene, es ist also nur eine Stromdichte fiir
z = 0 vorhanden (— 6(z)). Der Leiter befindet sich auf einem Halbkreis um
den Ursprung. Stromdichte herrscht nur fiir r = R (— 6(r — R)) und zeigt in
Richtung é,:

NF) = 1od(2)0(r —
7 gilt. Es ist also
Z) = Lod(2)5(r — R)e,(0(¢) — 0(p —

Man berechne die Fourier-Transformierte eines Kastens

r@={;

Lésung: Wir verwenden die 1D-Fourier-Transformation:

R)é,,

was fiir ¢ =0, ...,

—x9 < x < X0
sonst

- +0° .
f / 71kxf / dz e*lk{b
\/ 2 \/ 2 J gz
Integration liefert
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B = e = )

2A sin(kxo)
s k



[UK2] Kleine Schwingungen (2 + 1+ 1 =4 Punkte)
Ein Teilchen vollfiihre kleine Schwingungen um den Ursprung im Potential

V(z,y) = g(cosh(élm + 2y) — zsin(2y) — 2z sinh(4y — x) — 1 + 2zy)

(a) Néhern Sie das Potential bis einschliefilich zweite Ordnung um den Ursprung.
Liegt dort ein Minimum vor?

Lésung: Entweder man stellt die 2D-Taylorentwicklung auf oder man kennt die
Reihen vom cosh, sinh und sin:

u? ut
cosh(u) = 1+§+ﬂ+”'
) vd 0P
sinh(v) = v+§+ﬁ+'”
‘ 3 b
sin(w) = w—g—&—ﬁq:...

Bis einschliefllich zweite Ordnung gilt damit
1622 + 16xy + 4y

cosh(dx +2y) = 1+ 5 =1+ 822 + Sxy + 2y
sinh(2y) = 2y
sin(dy —z) = 4dy—=

Eingesetzt ist dies

V(z,y) ~ =(1+8z%+8xy+ 2y* —2zy — Szy + 222 — 1 4 2xy)

(1022 + 2y%) = ;(x,y)< 100 g ) ( :; )

Die Matrix entspricht der Hesse-Matrix und ist wegen 10 > 0 und det ( 10 0 > —

NI X

0 2
20 > 0 negativ definit. Damit liegt bei (x,y) = (0,0) ein Minimum vor.

(b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen des gendherten Systems und schreiben
Sie diese in Matrixform m¥ = —kAT.

Lésung: Die Bewegungsgleichungen folgen via mZ=F = —VV, hier also

" (t) ) ke 10z \ ap 10 0
y(t) ) 2y ) 0 2
Diese Bewegungsgleichungen sind schon entkoppelt!

(c) Bestimmen Sie die Eigenschwingungen und Eigenfrequenzen des Systems. Wie
lautet die allgemeine Bewegung #(t)?

Lésung: Da das System der DGLs entkoppelt ist, konnen die Eigenfrequenzen
direkt abgelesen werden: Es ist

. . 10k 2 10k
— k102 & B(t) = ——a(t) = —wia(t) = w) = | —
mi k- 10z < Z(t) mx() wiz(t) = wy -
und weiterhin
2K
= wy =4/ —
m

mij=—k-2y<ijt) = _Ey(t) = —w%y(t)

Die Eigenschwingungen kénnen direkt aus der Matrix abgelesen werden: fl =
€1 und f = é». Damit ergibt sich Gesamtschwingung Z(t) zu

Z(t) = Acos(wit + 1) f1 + B cos(wat + p2)

(bzw. Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen eingesetzt)



[UK3] Mazwell-Gleichungen (3 Punkte)
Das magnetische Feld

—

B(Z,t) = at - €,

soll hergestellt werden. Durch eine geeignete Koordinatenwahl bestimme man mit
Hilfe der Maxwell-Gleichungen und einem geeigneten Ansatz das elektrische Feld E ,
welches mindestens zur Herstellung erforderlich ist.

Lésung: Wir verwenden die dritte Maxwell-Gleichung, um E aus B zu bestimmen:

- 5 — 0
Vx E=-B=-ag, - —a20,
p
wobei p = y/x2 + y2? Damit beim Kreuzen in der dritten Koordinate eine Null her-
auskommt, probiere man den Ansatz
E = (0,0, f(p)).

Dann folgt beim Auskreuzen
(y7 —Z, 0)

V x E = (Byf(p), _axf(p)’o) = f/(p) ’ P

Vergleiche dieses Resultat mit obigem Ergebnis:

fl(p)=a= f(p) =at+C,

und da nach dem einfachsten Feld gefragt ist, kann C' = 0 gesetzt werden. Es ergibt

sich damit
E = apeés
[UK4] Fourier- Transformation (5 Punkte)
Berechnen Sie die Fourier-Transformierte f(k) der Funktion
eiﬁ‘iw
(&) = a——=—
7]

und skizzieren Sie diese.

Lésung: Wir verwenden die 3D-Fourier-Transformation

\/2173 / A3z e FE £ (7).
s

Wichtig ist die Erkenntnis, dass f nur vom Abstand |#| abhingt. Wihle somit
Kugelkoordinaten:

- o a o] ) 1 2 . ® e KT
flk) = / drr / d(cos(# / dep e TS —
B = o [ [ aeoso) | -

a 00 1 )
= — dr re”/ d(cos(f)) e~k cos(?)
=/ [ dleos(0)

a 00 . .
_ _\/%Zk/o dr e—m‘(e—zkr . ezkr)

« /OO
vV 2mik Jo

f(k) =

dr(efr(nfik) N efr(/erik))

_ o 1 _ 1
B 2mik \k — ik K+ ik

Erweitern der Briiche mit dem Komplex-Konjugierten ergibt reelle Nenner:

f(E)— « <ﬁ+ik—n+ik>_2a< 1 >
- \rik K2 + k2 V2r \ K2 k2

Das entspricht einer Glockenkurve!




