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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

Einleitung und Wiederholung
Klassische Mechanik: Statik
Dynamik: Kinematik
Kinetik
Hydrodynamik
Elastizitat
e Grenzfall der Quantenmechanik

e Grenzfall der ,relativistischen Physik*

e reeller, dreidimensionaler, euklidischer, affiner Raum

1.1 Mechanik von Massenpunkten
Bahnkurve, Trajektorie

—

7 = O
= gxe]+ yég + zé3
= 2,6 (Summenkonvention)
A
T = xZ9 =X;
X3

1.1.1 Die Newtonschen Axiome
Trigheitsgesetz

Man kann ein Bezugssystem finden ... Inertialsystem
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,Lex secunda‘

Actio = reaction

Fy = —Fyy (1.2)

Korollar (4. Axiom)

F=F +F+...

»,duperpositionsprinzip* ,Krifteparallelogramm*
Arbeit
P2 5
Wp,p, :/ Fdr (1.3)
P

m d

— dv m
Wp2p1:/FdT:m/%vdt:2 Edet:E(z@—v%)
dr
T:= %zﬂ Wp,p, =T =Ty

Kraftfeld

ortsabhingige Kraft F (7)

Konservatives Kraftfeld

%ﬁd?z 0, beliebiges C <= rot F(7) = 0
C

Potential
F(@) = —gradV(f)
V() = —/ F(7)dr (1.4)
Wpp,=To-T1 = —(V(i2) V(1))

Th+Vo = T1+ Wy
T+V = const (Energieerhaltung)
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1.2 Systeme von Massenpunkten

s e ;
pi= FY + ZFU
duBere j#i

——

innere (Wechselwirkungs-) Kréfte

d S i, = 3 A 7
? m;r; = Fi + Fij
i i i
—— i
—.F(e) D o
= 0 weil Fi]‘ = 7F]‘i

Massenmittelpunkt, Schwerpunkt

R = 1.5
PR
v ple
dt?
Gesamtimpuls
. L, dooz -
F=) pi=—-MR=MV (1.6)
p=F© (1.7)
Drehimpuls
Lo = Zx X (1.8)
=1 -X
7, =my (fzf)_(') = m;T
dl_: ’ . . =,
df =2 xmlfg—l—Zf’ixmi(fi—X)

i

dior — =(e) = = e
b :inx<Fi —i—zk:Fij - Zmixi x X
ki '
Fiir die einzelnen Terme in diesem Ausdruck gilt:

Z XF‘zj*_Z(ngF;ik‘f’f;CXﬁki):%Z(f;ff;c

itk i<k i<k

(Solange die Kriifte in Richtung des Verbinungsvektors zeigen.)
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Der letzte Term verschwindet, wenn
1. )? = 0: Bezugspunkt ist fest im Inertialsystem
2. >, m;Z; = 0 Bezugspunkt ist Schwerpunkt des Systems
3. >, midy || X (ohne praktische Bedeutung)

dLoy =l 2(e) e

7 A

N@© =0 Drehimpulserhaltung
(auch komponentenweise N = 0 = L, = const)

Kinetische Energie

1 L
T = §me% 0=V +7
K2

= lZm-VQJrlZm-v{QnLVZm-T)’{
2 : (2 2 : 1Y : 1%

K2 2 K2
—_———

=0

(% >, miT; = 0, wenn der Bezugspunkt gleich dem Schwerpunkt ist.)

1 2 1 2
T = MV 52%%
N————

Kinetische Energie der Bewegung um den Schwerpunkt

Nur fiir konservative Kréfte gilt:

1. dulere Krifte

War Z/Qﬁ(e)dﬁZ/va(ﬂ)dﬁZ%
1 — )1

%

2. innere Krifte

2

1

(1.10)
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Krifte wirken in der Verbindungslinie der Teilchen.

2
- J1 ~~

1<j

—
[\v}
el
<
Iy
3
I

i#j ==V
2
= > [ Vi)
i<j V1
2 2
1
= —> Vy| = —5 > Vi
i<i | i# |,
1
V:ZVHF?ZV” (1.11)
g i#]
T +V = const (1.12)

1.3 Zwangsbedingungen:
Einschrinkung der Bewegung

Beispiele
e Starrer Korper: Abstand r;, = const
e  Perle auf Draht*
e Molekiile im Gefdf}: (nicht holonom)

e Pendel

1.3.1 Zwangskrifte
Holonome Zwangsbedingung

Die Bedingung ld8t sich durch f(z1, 1, 21,22, Y2, - - ., t) = 0 beschreiben.

Anholonome Zwangsbedingung

Nicht holomone Zwangsbedingung (z.B. Molekiile im Gefif}, rollende Kugel).
Beschreibung zum Beipiel durch a1 < = < as.

Skleronome Zwangsbedingung

Zeitunabhéngige Zwangsbedingung

Rheonome Zwangsbedingung

Zeitabhéngige Zwangsbedingung
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1.4 Bewegte Bezugssysteme,
Kinematik des starren Korpers

1.4.1 Infinitesimale Drehungen

x x x

- A = - - / _ T
o =71 —7 =1y 7= yl =D | ¥
z z z

Beispiele

(0 statt sin, 1 statt cos wegen kleiner Winkel)

1 5503 0

D(Z75<P3) = 75503 1 0
0 0 1

1 75(,03 0

Dl 5oy = bps 1 0
0 0 1

Drehung d¢1 um x-Achse, dp2 um y-Achse, dp3 um z-Achse:

1 —0p3  Op2
DT (5p1,002,803) = dep3 1 —dp
—6@2 (S(pl 1

67 =7 — 7= [DT(8¢1,0p2,0p3) — E] 7 = 0@ x I mit 6@ = dppe€r

Dzj; (55017 59027 5903) = 5ij — Eijk(swk

(DT —E)f], = —eijndonr; = einjdopr; = [6F x 7;

5F = 7l X T = 5@ X 7
——

Richtung: Drehachse

+Betrag: Drehwinkel

= Infinitesimale Drehungen lassen sich als Vektoren auffassen:
— axiale Vektoren (Gegensatz: polare Vektoren)
= Bei Spiegelung Richtungsumkehr

Winkelgeschwindigkeit

53
&= lim 22 (axialer Vektor)
5t—0 6t
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Bewegtes Bezugssytem

15

Bezugssystem dreht sich mit Winkelgeschwindigkeit 0 gegeniiber Inertialsy-

stem.
de; =
% _Gxe
o X €
beliebiger Vektor: G = G'&,
~ ’ >
% = dgi e; + Gg% z.B. Newton nur in Inertialsystem, F' = mi
dG .
= <d_(t;> | + G x e,
G G 5 =
— = — Q 1.1
7 ( 7 ) +QOxG (1.13)
rel
Relativbewegung
7=R+
dr dR  di A7 (d7 .
—_— = _ _ _— = _ Q =4
dt @ A (dt)rel+ T
. dR ; ; di”
v = E—i—Qxf’—i—vrel Teel = E)rd
= @ = d2é+dﬁx4+26x* +Ox (Ox7)+ direl (1.14)
= ar T aer T a " Vrel " at ).,

in F© = ma

. PR dO - .
md’rele—mW—m—XF’—QmQx{)}el—mQx(QXF')
—_———

dt
~————

Corioliskraft
orioliskra Zentrifugalkraft

Corioliskraft und Zentrifugalkraft sind Scheinkréfte.

1.5 Bewegung des starren Korpers

(1.15)
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=8 Lo = /F’ x dm (v, — Tor)
= /dmf’ x (@ x )
Lo = /dm (F7)& -7 (FD)] = I (1.16)
= /dvg(f’) [7?E — 7 o] (1.17)

R
symmetrische 3 x 3-Matrix, Tensor

y2 + 22 —xYy —Tz
/dVg —xy 2242 —yz

-z —Yz x? + y2

Bewegungsgleichung: Bezugspunkt ortsfest oder Schwerpunkt

dL - > = (e)
22 NG© (e) — =
- =N N© = Z 7 x F,
. dL .
N=— L=1&
dt “
= dL do dl
N = — = | — —_— 0
a a T ( t)
Korperfestes System
dL dL .
= = Jx L
di ( ¢ ) 1 e
da .
1 <_w> + W x L
t rel

Absolute Winkelgeschwindigkeit, vom bewegten System aus betrachtet.
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Eulersche Bewegungsgleichung fiir den starren Kérper

. d
N:Id—f+@xw

Korperfestes Koordinatensystem sei Hauptachsensystem

Ii 0 O

I = 0 I, O

0 0 I3
Ny L — wows (Iz — I3)
No Lo —wswi (Is — Ir)
N3 I3ws — wiwe (I — I2)

Kinetische Energie

1
L1 T= M V2

~—
Schwerpunktgeschwindigkeit

1 2
+§ Z miv;-
2

T = Ttrans + Trot
1
Tirans = §MV2
1. 1
Trot = §JJ'L = 5&7[&7

1.5.1 Kriftefreie Bewegung des starren Korpers

Geometrische Beschreibung von Poinsot

L = I3 = const

T = —&IdJ = const

Energiegleichung eines Ellipsoids

1
3 [Oielijw; + wilijdk]

—adkwilijwj =

2

1
= 5 Ukjw; +wilin] = Iyjw;

17

(1.18)

(1.18a)

(1.19)
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d: Abstand von O von der Tangentialebene

=

d=un = = const

i

Drehung um Hauptachsen

I nax: stabil I in: stabil Inittel: instabil

1.5.2 Symmetrischer Kreisel

L =1 #1I;

3-Achse in Richtung der Figurenachse, 1- und 2-Achse dazu senkrecht, z.B.
1-Achse in xy-Ebene. ©2: Winkelgechwindigkeit des bewegten Bezugssystems

@ =Q+7 (1.20)

Winkelgeschwindigkeit des Kreisels

0 = 0€3
. dL d S -
N=—=1(— QxL 1.21
dt ( l )rel " ( )
Q=0-¢
. w1 Ilwl WQWQ,(Ig 7]1)4’0’(4}2]1
A x 1o = w2 X 11LU2 = w1w3(11 —Ig)—aw1[1
w3 — 0 Igu)g 0
L+ (Is — [)waws + [Lows = Ny Eulersche Kreisel-Gleichungen
Ilw'g — (13 — Il)wlwg — Ilowl = NQ (122)
I3UJ'3 = N3

Der Kreiselkompaf3 (nach Foucault)

Kreisel, dessen Figurenachse an die horizontale Ebene gefesselt ist. 1-Achse ver-
tikal, 2- und 3-Achse horizontal.
O= 7 +¢é
Erddrehung

G =0+ o0e3

N3 = 0, da sich Reibung und Antriebskréfte kompensieren.
Ny wird benotigt, um Kreiselachse horizontal zu halten.
N1 = —A¢p, Dampfung der Bewegung um die 1-Achse.
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w2

¢+ vsina

vcosasin g

w3 = VCOSQCOSY + O

Durch Einsetzen in die Gleichung (1.22) ergibt sich:

2 =0

Lip + (I3 — 1) [? cos® asin ¢ cos @ +v cos asin o]
+I10v cosasin
Livcosacospp — (I3 — 1) (¢ + vsina)(v cosacosp + o)
—Lo(p+vsina) = N

Isws = 0

g w3 = const = o + v cosacosp
N————’

o>rv—-0

L g+ Ap+ Boveosasing =0

3 2
— =\ —ovcosa =: w,
I I 0

G+ Ao +wisinp =0

Differentialgleichung des mathematischen Pendels mit Dampfung.

Ll N
Kreiselpendel
Ly + (I3 — I)wows + [iows = N
Ilujg — (13 — Il)w1w3 — Ilawl = N2
I3wz = N3
h = p=uw
QQ = 0 = W2
Q3 = 0 ws =0
N, = —IMgsing
NQ = Faa

N3 = 0

19
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Lip=—-IMgsinp Mathematisches Pendel
——

Ry

IM
@ = Acosvt + Bsinvt V= I—g
1

w3z = 0 = const

—130'@ = N2 = aFa



Kapitel 2

Lagrangesche Mechanik

2.1 Das Hamilton-Prinzip der
stationdren Wirkung

Zur Wiederholung: Newton

F_d e o i
F= dt p=mr N= dt
2.1.1 Wirkung
oto
1:/ Ldt (2.1)
t1
2.1.2 Lagrange-Funktion
L:L(ml,xg,...,fl,fg,...,t) (22)

Lagrange-Funktion, als bekannt vorausgesetzt. Néheres hierzu im Buch von
Landau-Lifschitz [3].

Fiir konservative Systeme
Eine mogliche Wahl:
L=T-V (2.3)

2.1.3 Das Hamilton-Prinzip

to
I:/ Ldt
t1

Die Bewegung eines mechanischen Systems zwischen Punkt 1, der zum Zeit-
punkt ¢; durchlaufen wird, und dem Punkt 2, der zum Zeitpunkt to durchlau-
fen wird, ist derart, dafl das Linienintegral I = fttf L dt entlang der durchlau-
fenden Bahn einen stationiren Wert (Minimum, Maximum oder Sattelpunkt)
einnimmt.

21
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2]
/ Ldt skalare Funktion L(x,%,t)

t1

Verallgemeinerte Koordinaten

q i=1,---,f f: Zahl der Freiheitsgrade

Verallgemeinerte Geschwindigkeit

7

T

dt
2.2 Die Technik der Variationsrechnung

Funktional: eine ,,Funktion von Funktionen*

b
I:/ F(x,y,y')dx (2.5)

F(z,y,y’) vorgegebene Funktion, z.B. F = /1 + y'2, Weglinge zwischen zwei
Punkten. Die Endpunkte werden bei der Variation festgehalten. g(x) sei die
Losung.

n(z): nla) =n() =0 (2.6)
y = g+ena) (a)
Ie) = [ F@g+eng +en)de  (b) (2.7)
R’_/Hf_/

Bedingung fiir stationéiren Wert:

dl
— =0 2.8
i (2.8)
dl/bc’)F +aF,d/baFd+ "oF
e S, \ogLToy )T ), 9y . oy
9 oy’ —

Oy
B de partielle Integration

_ [TOF . [OF b/bia_Fd
LT oy o Tz dy

a

———
0, wegen (2.6)
b
oF d OF
/a g [8y dx 8y’} v

d OF 9F _

——— = — =0 Euler-Lagrange-Gleichung des Variationsproblems (2.9)
dr dy' Oy
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ol

ol := gds oy :=nde
OF  d OF ,
2 oy 2T 0
dy * dx Oy’ v #
d OF oF
ety n_ %Y Y5
- Fy) oY oY

d ,0F  ,0F _, ddF

dz’ oy ~ Y oy TV az oy

d ( ,0F B
7 (o —1) =0

F
y’g—y/ — F = const (2.10)

wenn F'(y,y’) nicht explizit von = abhéngt.

Beispiel
F=+1+y?
or y'
AW 1+ y?

d Y Y
Y =2
dx 1+y/2 /1+y/2

y =0 y=axr+b

= const

Beispiel: Bewegung im Schwerkraftfeld der Erde

Hamilton-Prinzip:

ta
/ L dt — stationér

t1

1
L:TfV:im,éQ—mgz

Euler-Lagrange-Gleichung:

doL oL _
dt 03 0z
Em,éijg =0

Newton:
p: = —mg



24 KAPITEL 2. LAGRANGESCHE MECHANIK

Anderer Losungsweg L unabhéngig von ¢

oL
z— — L = const
0z
.. mz®
Zmz — 5 + mgz = const
1., .
5% +mgz=FE Energiesatz
~—~
pa 1%

2.2.1 Variation mit Nebenbedingungen

b
I = / F(x,y,y') dx — extremal (stationr)

b
/ G(z,y,y') dx = const Nebenbedingung in Integralform

Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung

F F
F(z,y) — maximal or =0 or =0 VF =0
Ox oy

G(zr,y) =0 Kurve

VF || VGL auf Kurve G=0

[F(z,y) + AG(z,y)] — maximal G(z,y) =0
A: Lagrangescher Multiplikator

)
2(F+)G) = 0
aﬁ(F—i—)\G) — 0 Bedeutung VF' || VG
T Fia) = 0 = G=0
N b
I :/ (F + M\G) dz — stationér (2.11)
A so, dal Nebenbedingungen erfiillt sind.
2.2.2 Verallgemeinerung auf mehrere Variablen
r—t  y—q. . Y o
to .
I= / L(¢*, ¢*, t)dt
t1
(2.9')

Euler-Lagrange-Gleichung:
d oL 0L
——— - —=0 i=1,2,...,f
dt aqz (9(]1
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2.3 Das d’Alembertsche Prinzip und die

Lagrangeschen Gleichungen

2.3.1 Virtuelle Verschiebung, virtuelle Arbeit

ﬁ(i) = 0 fiir Massepunkt i

Kleine (,infinitesimale“) Verschiebung, mit den Zwangsbedingungen vertriglich.

07(;) nvirtuelle Verschiebung*

Zﬁ(i) . 67?(1-) =0 (2.12)
i e) 4 ()
F(l) F(z F(z
Reaktions- oder Zwangskréfte
Z F((ze))ér(z) =0 Prinzip der virtuellen Arbeit (2.13)
2= 2 ) g -
0T = g0 0q ji=1...,f (2.14)
————
2
=T O 5a
(@ =S FOT _ o frale 2.15
Q](e).fz ) Dg iir alle j (2.15)

[

Beispiel: Hebelgesetz

—Fad¢+ Gbig = 0

=

a

Konservative Krifte

2.15 37’(1 _ oV 0x1 OV Oxo
= 2057 = Gnar tomar

%

oV
+ ..)_—a—qj_o

(2.16)



26 KAPITEL 2. LAGRANGESCHE MECHANIK

Extremwertaufgabe
1. Zahl der Koordinaten durch Nebenbedingungen verringert v’

2. Wenn Reaktionskréfte gesucht:

fa(:cl,:cg, ey IEgn) = 0
Nebenbedingungen mit Lagrange-Multiplikatoren angekoppelt.

GleichgewichtF, =0 F,ge) + F,gr) =0

. 9 of?
F =N ai+A28i+ k=1,...,3n
F9 4\, O 3 Bedi
3k n Bedingungen

f (1, 29,...,23,) =0 a=1,....0 B: Zahl der Bedingungen (2.18)
Gleichungen 16sen fiir 21,22, ..., Z3n, A1,..., A3
Konservative Krifte

v

(e) _
) A
k awk

Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen

af*
Aa « ey X3p) =
8:ck Z S [ @1, @2, a3n) =0
(2.18)
2.3.2 Das d’Alembertsche Prinzip
Jacob Bernoulli, d’Alembert
Pk = M) T (Achtung: keine Summe!)
Fe —py =0  F—mgi=0
~~
» Tragheitskraft
Fk — m(k)jék =0
Holonome Zwangsbedingung f(x1,...,2k,...;t)=0; a=1,...,0
Zwangskraft senkrecht auf Hyperfliche f* = 0, parallel ,,grad“ f¢
of1 af? ofe
R W L VAT YA 2.19
k 1(9:Ck + ank + (9:Ck ( )
F,ge) M) T + )\a o~ = 0 3n Gleichungen

Lagrange-Gleichungen 1. Art
fa($1, ey @3n5t) =0 B Gleichungen

(2.20)
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Virtuelle Verschiebung
o ¢ festgehalten
e Mit den Zwangsbedingungen vertriglich

e Bei virtuellen Verschiebungen leisten Zwangskrifte keine Arbeit

(Fk(f) — m(k)jék) Sxp, + Flgr)éxk =0 d’Alembertsches Prinzip
0

Wegen Zwangsbedingung: dxj nicht alle unabhéingig voneinander!

2.3.3 Zwangsbedingungen
1. Lagrange-Multiplikatoren = Lagrange-Gleichungen 1. Art

27

(2.21)

2. holonome Zwangsbedingungen: Eliminieren iiberzdhliger Variablen durch
Ersetzen der zj; durch geeignet gewihlte verallgemeinerte Koordinaten

qjajzlaaf

ot =1'(q",...,q¢"5t)
B dz’ B ox’ . ox'

T T T et T e
. . , O0x'
Virtuelle Verschiebungen = jz* = 907 oq’
q
k
(© ._ ple) 02"
Q]‘ -_Fk: 8qj
k
(e (e 0z i (e i
F )5k — F )@—qj(sqj =qQ! )5(1]
———
Q5
O (o i (o0
(k) k@qj o dt (k) k@qj R)F g oq
g:g aii - ox’
o¢7  J¢
_ 4O My g O My g
T odtog 2 M Teg T2 M
——
=T =T
dor T
R R O I S
(i~ g~ %7) 57 =0

Zwangsbedingungen holonom: ¢/ unabhingig

d oT oT .
P Q; ) Lagrange-Gleichungen 2. Art
q q

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Konservative Kriifte

877(1-) B oV a:L'k oV

_ F. 2 S 2.29
@ ; O i Oxk g ¢’ (2:29)
0
F(z) :—ViV Fk:_wv
24 L=T-V yhatiirliche Form der Lagrange-Funktion®

d OL L
Eg_qﬂ — g_qﬂ = 0  Lagrange-Gleichung 2. Art (2.30)
d OL 0L
Eﬁ_qﬂ — a_qﬂ = Qg.k) mit Reibungskriiften

2
5/ Ldt=0
1

Bei anderer Wahl von L

dF
L/:Lﬁ*ﬁ F(qk,t)

dF _ OF dg¢"  OF
dt  Ogk dt ot

to
/ (il_};dt = F(t2) — F(t1) (wie oben)
t

1

Die Lagrange-Funktion ist nicht eindeutig bestimmt.
Beispiel: ,,Fliehkraftregler
V = —mghcosp
T = —mv?
Schneller Weg:
U = 1€, + Isin pwey
T= % [l2<,b2 + w?1%sin® gp}
1
L=T-V = 3™ [1%2 + w?1? sin? gp} + mgl cos
oL 5. oL 9 . .
6—¢:ml<p — = mlw”sinpcosp — mglsin

ml?p — mi*w? sin p cos p + mglsinp = 0 Bewegungsgleichung
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Langsamer Weg:
[ sin ¢ cos wt

7= | lsinpsinwt
—lcosp

Pl cos  coswt — [ sin pw sin wt

F= Pl cos g sin wt + [ sin pw cos wt v =77

plsing

— wie oben

2.3.4 Geschwindigkeitsabhingige Krifte
9] d oU
Q= “og” T dtog

U(q, q): verallgemeinertes Potential

2 4OL OL
dt 0¢7  OgJ
L=T-U
Lorentzkraft
F = ¢(E+7x E) (im SI-System)
F = ¢(E+ T x E) (im GauB-System)

E , B geniigen Maxwell-Gleichungen.

—

:V@%Jrﬁx (Vx/_f)]

My
I
(=)

Fr, = q|—-0x®—0:A;r + aklmvlsm”’”anAr}

= q|—0p® — O, Ay + (6767 — 5567) vlanAT]

= q|—0hD — 0 Ay + V' OLA —vl(’)lAk}
L SN——

Bk(lel)

29

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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Nebenrechnung:
0 da! d Ox! d
l_ — =5l =
OV =5k @ ~ atoak  ar’k "
dA,  0Ar . 0Ag
Ay = Ap(zh(t),t 0 = =7 gt 4 =7
k= Ax(@(),1) at  ox vzl o
0 d
F, = —— |q®—q'4;| — — A
k Ok [q qu l] i 44k

— a
qAr=—3%[q®—quv' A/]

9 d d
= —5.7% [q‘b —qlez] + 25 [q(b - qlez}

U=qd—qvA (2.36)
d d U
Fp=——U+ ——r 2.
A T (2:37)
L=t—q®+qiA (2.38)

Beispiel: Geladenes Teilchen im homogenen Magnetfeld

— —

B = Bé, A = ayé,

A = Bye., rotA=...=éa (ff ein mogliches Vektorpotential)
=0
=" ( 242 2) + 4B
- 2 Ug Uy Vs qbYvy
C ) = 0 (0) = const
— (mv,) = vy = v,(0) = cons
dt
d
7 (mvy) —qBv, = 0
d ( + qBy) 0
— mv, =
ar APy

verallgemeinerter Impuls

mv, —qBv, =

mv, + qBv, =
m2i, + (qB)2 v, = 0
B
v, = Acos <q—t + gpo>
m

B
vy = Asin (%t—l—g&o)
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x = x0+v,(0)t
B
y = yoAﬂCOS<q—t+<po>
qB m
B
z = zo—i—Aﬁsin(q—t—i—(pO)
qB m

Schraubenlinie, Achse || B, Umlaufzeit nicht abhéingig von .

2.3.5 Anholonome Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen:

Zalk qu +apdt=0
k

l=1,2,...,b b: Anzahl der Zwangsbedingungen

Bedingung fiir virtuelle Verschiebung d¢*:

Zalk 6qk =0
k

aL d aL k k . .. .
zk: (a_qk _ Ea_qk) 5" =0 0q” nicht unabhéngig

oL d 8L l .
;<5q’“ dtog* Jr;A (t)alk>5q -0

—_————
Zwangskraft
S~ gvm o N (Way, = 0 E=1..f
Yok apd®+ay = 0 Lagrange-Gleichung 1. Art

f + b Gleichungen fiir f + b Variablen.

Beispiel: Hohlzylinder auf schiefer Ebene

V = —mgssina

1
T = §m52 + §ma2<p2

Rollbedingung:

S=ap=5s—ap=0=3ds—adp=0

31

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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32
L= % (52 + anbQ) + mgsin as
(mé —mgsina — A) §s + (ma®@ + Aa) dp = 0
0 0
ms§ = A+ mgsina
ma’¢ = —\a
Nebenbedingung;:

S=ap = 8§=ayp
— mas8§ = —Aa =—=> X\ = —ms§

— 2ms = mgsin«a

Beispiel: Der ,,erstarrte“ Schlittschuhldufer

Zwangsbedingungen:
x = v(t)cosgp} (a)

gy = o(t)sing
= 0 (b)

Tsing —ycosy =
dxsing — dycosp =0

7= 1m (&% +9°) + %hpQ

2
V=0
m& = Asing (c)
myj = —Acose (d)
¢ =0 ()

Zsin g + & cos pp — 4j cos p + g sin pp = 0
(e) = ¢ = const = wy

Setze (c¢) und (d) ein:

i( 2 2 N .
sin® ¢ 4 cos® p) = —¢ [@ cos ¢ + ¢ sin ]

[ S —
1
\ .
— = —wou(t) = —wy T -
m cos sin
i = —woy T+wy = 0 y = Csin(wot + ¢o)
= 0 & = Ccos(wot+ ¥o) C =

y = wot §+wiy
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2.4 Symmetrien und Erhaltungsséitze

9L . generalisierter zu ¢* kanonisch konjugierter Impuls.

g’
Wenn 2L = 0: ¢" zyklische oder verborgene Koordinaten
9q
d OL B oL
dt9¢*  0q*
oL
3qa =Ppq = const (243)

Abgeschlossenes System

Keine Krifte von auflen: ,,autonomes System*

L(7, 7, 1)
2.4.1 Homogenitiat der Zeit

OL

— =0
ot
d oL , OL. OL d (0L ,
at= a0 T ot T o T w \ogid
~— ~~~
d 9L 0
dt ggt
d [..0L
— = — =0
dt |* 9q¢*
~—_——
const
Konservatives System
oL oT
V=V(¢ - = ——
(q") 95~ 9q

T: homogene quadratische Funktion ¢*

Eulerscher Satz fiir homogene Funktionen n-ter Ordnung

S g ) = nf(a)

K2

s

2 - (T -V)]|=T+V =FE = const (2.44)
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2.4.2 Homogenitit des Raumes

7T+ d andert L nicht
0,
oL 1 0 x
oL = — or; =0 —=V=|90
257 o7 o
’ a, beliebig z
Z a,,z
d 0L oL
L -Gleichung: — — =
agrange-Gleichung 3 o5 om
xz;: x-Koordinate des ¢-ten Teilchens
dt
Z @xl Z awz
0
d d
Sl wi=—P, =0 2.4
dt zi:p T 0 (245)

P, = const

2.4.3 Das Noethersche Theorem

Emmy Noether: Die Lagrange-Funktion L(q%,¢") eines autonomen Systems sei
unter der Transformation ¢° — h'(s,q') invariant, wobei s ein kontinuierlicher
Parameter und hi(s = 0, ¢') = ¢* die Identitit ist. Dann gibt es ein Integral der
Bewegung

!
I(q', ") Za_Ldi ’)‘ (2.46)

Beispiel

r; — T;+S

Yi — Y

Z3 —  Zi
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Beweis zum Noetherschen Theorem

¢ = ¢t Bahnkurve
g = hi(s,¢’(t)) = q¢'(t) ebenfalls Bahnkurve

d s=0
OL O (s,q") N AL d 9 (s,q")
OF’ Os ogi dt  0s

(0L oW (s.q)
dt \ og ds

s=0

ng: AL Ohi(s,q")

qJ Os 50

Beispiel: Invarianz bei Drehung um die z-Achse

!
acz(-P) = xép)d;”’ (7 = D7)
Infinitesimale Drehung allgemein:
dri = k1 + EktmOPm

dii (€%, 00) = Okt + €rizdp

1 dp O
(dri(€z,60)) = | —dp 1 0
0 0 1
0 / /
—:cl(.P) = Ekigxgcp) xEP) = :L'Z(-P) + SEkig.fCECP)
s s=0

ZPEP)EkmSCECP) = Zé‘skﬂép)pgp) =Ls
p=1 P
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2.5 Der Stofl

e Problem der Kontinuumsmechanik

e Sehr grofle Kraft {iber sehr kurze Zeit

. . ts+At
=R A=Y [ Rar

. ts+At . . .

S; = lim F; dt F,=5;6(t—ty)

At — 0: Lage des Systems ungeéndert

Drehimpuls

Bezugspunkt geeignet wihlen!

Lagrange-Gleichung
dor 0T ov

woq o og T

ts+AL
/ dt’ At — 0
ts—At

oT or\’ oT tstAt
Al () (& )=z =1 'Q;
<aql> (6@1) (c’w) ey

Beispiel: Dreifachpendel

Suche Anfangsbedingungen ¢;(t =0+ ¢).

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

i, 9; vor dem Stof alle 0. I ist Trigheitsmoment der Stdbe im Schwerpunkt.

m 1, , ,
T=5 (vl +v3 +03) + 5 (41 + 93 + &)
U1 = lgﬁl
(%] = 21@1 + l(p2
vy = 2lp1 4+ 2lps + s fiir kleine Winkel ;

7=

9 COS 1 + COS Y2 + COS Y3
sin 1 + sin g + sin 3

o

& 0
= 2[( st (‘01)‘ = (21) entsprechend fiir @9, 3
©p1=0

o120 cos 1



2.5. DER STOSS 37

2z = §20 o S = Sé,
D1

Z2 = 2s

Z3 = 2s

oT

: =7 i1=1,2,3

6(,01 nach Sto8
3 Gleichungen fiir ¢1, @2, $3. Mit einigen Berechnungen erhilt man als Ergebnis
schlieBlich:

¢1(0+€)=5g—il @2(0+5)=532L7jl ¢3(0+€)=;;—ij
25 A<8T.> =7
¢’
Z; ::Hm/dt’Qi Q; :E%’.
Z; =8, 22 (2.52)

2.5.1 Reibungsfreier Zusammenstof3 ,,starrer* Korper

Die v, ; besitzen zumindest eine Tangentialebene.

—

ma (¥ — 1) (a)
mo (U —v2) = ST (b)
L (&) —&1) = mpx(=50) (c)
L (& — &) Fop x (—87)  (d)
(@)= @) (T)e = (To)s

(a) - (d): 12 Gleichungen — o}, ¥}, 7, &5, S 13 Unbekannte
Das Ergebnis ist abhingig von den Materialeigenschaften!

1. vollkommem elastischer Stof: mechanische Energie bleibt erhalten
Normalkomponente:

—/ —/ — —
Uip, —Uyp; = — (TipL — V2pL)

2. vollkommen unelastischer Stof}: Deformation geht nicht zuriick
Normalkomponente:

— —
Uip1L 0

Newtonsche Hypothese (Ndherung!)

— — — —
Tpy —Uyp) = —€(UipL — Vapl)

e: StoBzahl, abhéngig vom Material, aber unabhéngig von der Geschwindigkeit.
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Kapitel 3

LOsungen der
Bewegungsgleichungen in
wichtigen Beispielen

3.1 Das Zweikorperproblem im Zentralkraftfeld

frz(r)ér
R = const
Neues Bezugssystem mit Ursprung im Schwerpunkt
F‘iml + 7*'2m2 =0

—r Ty =7

o oY

Bewegungsgleichung fiir ms

Bewegungsgleichung fiir m;

mﬂgi = f12(7’)5r = *le(r)é'r
mimsg - - . .
— = — . thalt nicht
o mzr far(r)e; (enthélt nichts neues)
w= e reduzierte Masse (3.3)
mi + mo

39
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Drehimpuls beziiglich Massenmittelpunkt

E = 7:‘/1 X (mlﬂ) +7_’§ X (mgf'é)
= ...=7X (MF) (3.4)
w—=m
Drehimpulserhaltung

L1 Bahnebene 7. D

In ebenen Polarkoordinaten:

1 1
T= imTQQbQ + §m7*2 v zyklisch
oV (r)
f(T) - ar
r mit — mro? + %—V =0
v & (mr?g) = 0
l
o= — (3.5)
m
Radiale Gleichung:
12
= mr3 f(r)
12
mi = f(r)+ p—cy (3.6)
—_———
F(r) ,effektive Kraft“
oV o I? 0 12
Fry=— - —— = — |V + ——
(r) or  Or2mr? or ( + 2m7’2)
————
effektives Potential
Energieerhaltung
% [r'2 + (ma)ﬂ YV =E
m . 2
— =F
5 + Dy +V (3.7)
dr 2 2
— =r=2y/—|E-V - 3.8
dt \/m ( 2mr2) (3.8)
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T /
t—tO:j:/ dr (3.9)
PR ESV i)

2mr?

1t ar
= — — 3.10
¥ m/o r2(t') + o ( )
I, E,rg,po: 4 Integrationskonstanten

1
E=—-mv*+V(r)

2
o(r) = % (E=V(r) Betrag . )
- _ nummerische oder graphische
i} ve(r) = F=... Bestimmung der Bahnkurve

Gleichung der Bahnkurve: ¢t = ¢(¢)

38 dp 1

dt mr

dG  dGdp 1 dG

dt dnpﬁ_mr?@

3:.6>f7 l _ f(r)
m2r3 m
1 1
U= - r=—
T u
1 [ du
r=—-——U=———
u? m dp
_ ldul o, P A
 omdp?m m? dy?
dPu m f(3)
d—(p2+u *l—2 u2 (311)

Diese Differentialgleichung ist immer l6sbar.
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Spezialisieren
B mima 2
fir)y = YT a = Tmmeu
d?u __ ymimaom __ _mimgy
dp? tu= 12 m= mi+mo
ymamam

u=Acos(p—a)+ B

Kegelschnitt in Polarkoordinaten:

P
— =1+c¢€cosp
r
€= —
a
Kreis e=0
Ellipse 0<exl
Parabel e=1
Hyperbel &>1
3.13 1
= A= —( Uy — U2 )
28 N~ =~

Periphel  Aphel

Energie: fiir ry o ist # =0

2 1,2
12
.2
vo= m2r4
12 YMm1me
omr2.,  r —E=0
1,2 1,2
9 2ymimom  2mFE _
u”—u B T = 0
1 ymimom\2 = 2mE
§(u1—UQ)=\/( 2 ) + E
4 Tmams 2F1?
P VZmm2m?2
1m3

Fiir Newtonsche Kraft: Lenz-Runge-Vektor

S . 7
M=pxL—mk—-
r
K
flr)= 2 K =77mimz
o r 72
7 =L mKr
~~

M cos ¢

KAPITEL 3. BEWEGUNGSGLEICHUNGEN AN BEISPIELEN

(3.12)
(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.1.1 Streuung von Teilchen im Zentralkraftfeld

Intensitit

B Zahl der Teilchen
"~ Zeiteinheit - Flicheneinheit |

Wirkungsquerschnitt

Zahl der gestreuten Teilchen / Zeiteinheit
Intensitat der einfallenden Teilchen

(3.17)

Otot =

Differentieller Wirkungsquerschnitt

do  Zahl der in dfQ gestreuten Teilchen / Zeiteinheit

aa Einfallende Intensitat dS2

[0t0t] = [j—g] =I?

Zentralkraft: Symmetrie um Achse des einfallenden Strahls
dQ) = 27 sin 9dd

s Stofparameter: Abstand von einer senkrechten Geraden durch das Streuzen-

trum
| = muses = sV2ME

¥ durch E und s festgelegt

Voraussetzung: ¥ monotone Funktion von s

Teilchen zwischen s und s + ds wird in den Bereich zwischen ¢ und ¢ + d¢
gestreut.

do .
2rlsds = Id_Q (9)27| sin ¥d9|

do
99 ) = 2o (3.19)

Beispiel: Streuung im Coulombfeld (Rutherford)

2

Z1%292€
4dmegr?
3.13 21296
= Bahnkurve — ymimg —
4dme
1 z129€%m
—=Acos(p—a) — ——
T 4megl
3.15 212002 m 2F12

:}A:

= 1+
2
dmeg 12 21202
47\'60
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1 2 2EI2 (4meg)?
1 zize % 1 1+L§0)cosgo

T 47T€0 l [212262] m

—=:e>1
Y =7 — 2000
T—1 .
= cos = sin —
Poo 5 Poo 11 5

1 2FI12 (4meg)?
[z122 62]2771

-1

El2 (4#50)2 .0

COS Poo = 1+ ——— =sin —
[212202]" m 2

Durch Nullsetzen von {1 — cos go} ergibt sich

| = mMvses = sV2mE

AmE? (4meo)’s? 1 )
[2120€2)° m sin® 2

t ¥ 2’12’212
—> § = cot —
2 4meg2 K

ds 21296 1
d9  4dmeg2F 2sin* ¥

d_o(ﬁ)i 21 29€2 2(‘, ﬁ 1 1
d) ~ \4dreg2F 2 2sin? g sin

do 1 ( 212962

=1 dneg2F

2
1
— Rutherford-Streuquerschnitt (3.20)
4 sin* 2

Schwerpunktsystem: m = p (reduzierte Masse)

Laborsystem 71,1
C.M.-System (Center of Mass) 7,7
Schwerpunktsystem 1%, R
7 o= R+7
i = R+7,

v} (00) sin fg

tanﬁL =

R+ v} (00) cos Og

Fef—— = —2 g L
my + ma my

/ _ /j/ / — I
vy (o0 = mivo (v1(00) = vy (—00))

mivg 12

= = —19
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£ sin g sin g
tan vy, = UL = 3.21
anvL —m%vo + —milvo cosfs  cosfs + z—; ( )
do (Y do’
orsindrddy, I "CEQL) — 27sin osdesfd%l
dQy, OUrel

do do’ 0 sin fg d_@s do’ d (cos bg)

a0 = g ) o, ~ a S)d(cosﬂL)

(3.22)

Anmerkung: Falls die Funktion ¥(s) nicht monoton ist, mufl man die Kurve in
monotone Teilfunktionen zerteilen.

do s ds
d_Q(ﬂ) - Z sin® do (3.23)
3.2 Der eindimensionale Oszillator
mi = K (z) — Ri: + F(1) (3.24)

3.2.1 Harmonische Schwingungen

Betrachte nur kleine Schwingungen oder Voraussetzung, dal K (z) linear ist.
mi + Ri + kx = F(t)
1. R =0 ungeddmpft

2. R > 0 gedampft

Freie Schwingung
mi+ Ri +kx =0 (3.25)

— Fallunterscheidung!

Erzwungene Schwingung (harmonischer Erreger)

&+ T +wizr = focoswt (3.26)
Thom v
Ansatz: zp, = Acos(wt—y) (a) (3.27)
oder zp = Ajcos(wt)+ Agsin(wt) (b) ’

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich

2_ 2
wi—w

cot o
A = —— } (3.28)
+F2w2

(ut)
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beziehungsweise
A = Aag :7%(“}%;“}2)
(wh—w?) +w2r? (3.29)
Ay = Aabs = foul

(wg—wZ)z-i-wQFQ
I' = 0,w = wp = Resonanz (im mathematischen Sinn)
x4+ ng = focoswpt

xp,=A_t coswot+B_t sinwpt
T T

Amplitude wichst hier mit der Zeit an (Resonanz).

3.2.2 Anharmonische Schwingungen

Taylorentwicklung der Kraft K (z) weitergetrieben.

K(z) = —kx —lz* —na® + ... (3.30)
Freie Schwingung
R=0
F+wir = —a2® — f2? (3.31)
l
a=— 8= -~
m

1. Oberschwingungen treten auf

2. Verdnderung der Grundfrequenz

Anfangsbedingungen: z(0) = zo;%(0) =0
»,Klassische Stoérungsrechnung*

|O‘=Tz2nax| < W8|zmaX| |6:C13nax| < W(2)|$ma><|
F+wir=—\ (az2 + 6$3) A beliebig, im Endergebnis A = 1

Ansatz: z(t) = 2O 4 az® N2
z© = acoswt (3.32)

w wo + A 4+ A2032)

Wi .. 2 2 3 AW
Ezqﬂuox:—)\(a:c +B:c)f 17? x

z =2 4 \z® w=uwq+ Aw®

Koeffizientenvergleich
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z© .
29 = g coswt
PACNBICON
w2
—g)\jé(o) + )\wgac(l) = —Maa?cos? wt — \Ba® cos® wt
w
2
+ (1 — w—g) w? a coswt
w
~2 wow ()
w2
M 4 w2 = — [—aa2 cos? wt — ﬁa3 cos® wt + QwOw(l)a cos wt}
w
-

122D 4~

1
cos?wt = 3 (cos2wt + 1)

cos3a = Ree* = Re (em)3 = Re (cosa + isina)®

2

Re (0053 a + i3 cos? asina — 3 cos asin® o — i sin® a)

cos’a = cos3a+ 3cosa sin?a
——
1—cos? a
1 3
cosPa = 1 cos 3a + 1 COS (v
2 2 3
#M + wr = —% — % cos 2wt — Ta cos 3wt
3
fzﬂag coswt + 2wowMa cos wt
(1) aa2 .
Ansatz: T = + C4 cos 2wt + Cy sin 2wt +C3 cos 3wt

202

Oberschwingungen, Oberténe

+Cy sin 3wt + Cst coswt + Cgt sin wt

Resonanz 777

Zeichen von mangelnder Konvergenz!

3 2
L _ 38a%

5 (dann verschwindet Resonanzterm) (3.33)
wo

Grundfrequenz amplitudenabhéingig!

2 2 3

iV 4 w22 = % — % cos 2wt — Ta cos 3wt
2 2 3
2@ = 20 LY o8 2wt + fa” cos 3wt (3.34)

2w2  6w? 32w?
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Erzwungene Schwingung ohne Resonanz
T+ ng = —az? + fi coswit + fo coswat (3.35)
=20 4 Az®

#0) _ ng(o) = ficoswit+ focoswat
2 = Ajcos(wit — 1) + Az cos (wat — @)
fi

h=G-a

0~ Wi

AN
2
50 L2 = g (x<0>)

= —a{Afcos® (wit — ¢1) + A3 cos® (wat — @2) + ...
+2A1A2 COS (wl — gﬁl) COS((WQt — QDQ)}
—— —_———

Y 6

1
cosycosd = 3 [cos'ycosé — sin-ysin § + cos~y cos § + sin~y sin §

cos(v+96) cos(y—9)
Summen und Differenzen der Erregerfrequenz

w1+ w2
W1 — W2

,,Kombinationstone*

Erzwungene Schwingung mit Resonanz

i+Td+wir = fcosyt—ax?— Ba® (3.36)

i4+Ti+wls = fcosytfaz2—6x3+(w27w§):c

Losen der homogenen Gleichung ...

3
g w = wot+ —ﬁaQ
8&4}0
~—
Amplitude b: w = wyxb?
L . /
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b— f
N
w = w(b)

b? [(7 +w)’ (y—w) + 1“272] = f°
~—— S~~~

4w} ~wd
b=bw)
2 2 2
r
V(y—wo—sb?) +—| = SZ Kubische Gleichung fiir b?(¢)
N—— 4 4w0

v —wy=:€
Suche €(b) = quadratische Gleichung
f2 1—\2

— 22: -
(e = 07%) dwob? 4

3.2.3 Parametrische Resonanz
Beispiel 1: Schaukel
Idealisiert: Pendel mit Pendellinge I(t).

(t+T)=1(t)
Beispiel 2: Oszillator mit variierender Federkonstante
j = —w?(t)gomega(t + T) = w(t) Hillsche Dgl (3.38)

Beispiel 3: Pendel mit periodisch auf- und abbewegtem Aufhinge-
punkt

Nur geringfiigige Anderung der Parameter:

i =—w?(1+ecost)x Mathieusche Dgl (3.39)
ekl T =27
Differentialgleichung 2. Ordnung
T = X9
b T | 340

w(t+1T) =w(t)

X1 =

T2 =

3 |>§ IS
I
<

Bewegung: ,,Stromung im Phasenraum*
Lionville: In hamiltonschen Systemen ist die Stromung inkompressibel.
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Bewegung: Abbildung des Phasenraumes auf sich selbst

Stroboskopische Abbildung: Abbildung nach einer Periode T’

AR — R

A 2(0) =a(T)

Matrix yektor

Beispiel 1: Drehung

1 = @2
$'2 = —T1
T beliebig
jl = —T

= Acost+ Bsint
—Asint + Bcost

Tocost + kg sint

B 8 8 8
I

= —x¢sint + xgcost

()= o) )

Beipiel 2: ,,Hyperbolische Drehung*

Ty = I1
T2 = —X2
x; = Aé
To = B e_t

Theoreme

1. xg ist Fixpunkt der Abbildung A (Azy = x¢) genau dann, wenn die Losung
der Bewegungsgleichung mit den Anfangsbedingungen zy periodisch mit
der Periode T ist.
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2. Die periodische Losung der Bewegungsgleichung ist (Lyapunov-)stabil ge-
nau dann, wenn der Fixpunkt zy der Abbildung A Lyapunov-stabil ist.

x(t),v(t) Ax, Av
x(t) + Az v(t) £ Av
5$0 5’[)0

3. Wenn die Bewegungsgleichung linear ist, dann ist auch die Abbildung A
linear.

4. Wenn das System hamiltonsch ist, dann ist A volumenerhaltend.

Triviale Losung von (3.38) oder (3.39) stabil, wenn Abbildung A in der Ebene
stabil ist.

Behauptung: Die Abbildung A (in der Ebene) ist stabil, wenn | Sp (4)| < 2 und
instabil wenn |Sp (A4)| > 2 ist.

Untersuche Eigenwertgleichung:

air — A ai2
a21 ag2 — A

-

ar1as — (a1 + agn) + A? — ag1a12 = 0

AN —SpAN+1=0

(SpA)*—1

A~ =

)\172 = SpA:l:

|SpA| > 2 Losungen reell
|SpA| <2 Losungen komplex konjugiert

A+ Ay = SpA

AMAg =1

Komplexe Losungen: et

Reelle Losungen: ,,hyperbolische Drehungen*
39 5= —w?(1+ecost)x
Q

»Starke Stabilitit

Die triviale Losung eines hamiltonschen linearen Systems ist stark stabil, wenn
sie stabil ist und wenn die triviale Losung eines hinreichend benachbarten ha-
miltonschen Systems ebenfalls stabil ist.

Alle Punkte auf der w-Achse sind stabil aufler ganz- und halbzahligen Werten
vonw (w=%%k=0,1,2,..)).

k=0 =0 instabil
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Losung fiir € = 0:

2

r = —wT
1 = A coswt+ B sinwt
~—~ ~—
21(0) Las(0)
Ty =29 = —Aw sinwt+ Bw coswt
—— ~~
—wz1(0) z2(0)

A= ( coswt %sinwt )

wsinwt  coswt

t=2m
SpA = 2|coswt]
1 .3
A 2 fii =0,=-,1,-,.
Sp ur w 0,2, 727



Kapitel 4

Hamiltonsche Mechanik

Hamiltonsche Bewegungsgleichung
Lagrange-Funktion L =T —V oder L=T - U

L=L(¢ 1)
¢’ und ¢’ werden als unabhiingige Variablen betrachtet.

g4 g leich
= ewegungsgleichnung

Einfiihrung anderer Variablen:

oL

pj = 8_qj Definition

d OL 0L
dt 9¢7  0¢7
—
Pj
oL
P = —— Bewegungsgleichung
oG

t,4,4,p,p

oL oL . oL
ar, = Lgg g Ly

9" 2™t B
oL

ot

AL = pdq+pdq+ ==dt

Andere Variablen statt ¢,q,t — q,p,t
4.1 Legendretransformation

@) L)

93
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Legendre-transformierte

R DR ST
du_xu udu dx du_xu
——

Legendre-transformierte von g(u)

hz) = zu(z) — g(u(z)) = zu(r) —u(@) z(u(z)) +f(z(u(z)))

0

_dg dx_ng_l_l
=G dede - 7O
h(z) = f(x)

4.1.1 Verallgemeinerung auf mehrere Variablen

F(wla---axfayla"'ayf)

uk:g—i(zl,...,xf,yl,...,yf) (5a)

det (g%) £0 (5b)
02F
det (&Tk@xz)

zi:xi(uiv"'vufaylv"'ayf)

Auflésen

G(ulv"'aufayla"'yf) = Zk Ukl'k(u,y) - F (5C)
or oF
dF = —dx; + —dy;
Ox; v +3yi Y
updry
15} 0
dG = dukxk—i—ukﬂdul +ukﬂdyi
Ouy 0y;
_oFom o OFOm, - OF
Ox; Ouy, k dx; Jy; Yi Oy Yi
OF g4y

EED]

OF
= xkduk — a—ykdyk
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oG _ . 9G_ _OF
ou, " oy Oy
det (526 det (52£-) =1 (5d)
Lagrange-Funktion:
L= L(q,4,t)
pi = 5 (Definition)
p; = g—z (Bewegungsgleichung)
H(g,p,t szq L(g,4(p, g, 1), 1) (4.7)
det 52—L et (22 20 (4.6)
aqiaqk - aqk ’
Hamiltonsche Funktion: . '
¢ =q(qt1)

OL . OL 0L
¢ T 8¢ ot
—~—

dH = dp;q" + pidg" —

—~—
Pi Dpi
i = g—g Hamiltonsche Kanonische (4.8)
pi = *gg Bewegungsgleichungen '
or _ oL
ot ot
— = @=L it
dt dt dt ot
dH 0H oL
= = = __== 4.
dt ot ot (4.9)
Skleronomes System
oL
— =0
ot
OH
— =0 H = const
ot
H=> p§—(T-V)=E (4.10)
ZR/_/
2T
Zyklische Koordinaten
d(oLy _d oL _
at\agt) ~ at™ T gl ~
q¢' (zyklische Koordinaten)
D = f% =0 = p; = « (Integrationskonstante)
g _ o _ oH (4.11)
a = 5, T 3
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4.2 Kanonische Transformation

L /L dt — stationér

Q= (qk, t) Punkttransformation

Q = Qj(q’“,pk,t)}
P, = Pi(q", pr,t)

5/[;%(11'1{(1),(1,15)}115 =0
5/{;1%@1' K(P,Q,t) }dt =0

neue Hamiltonfunktion

¢

2 dF

/ —dt = F(ta) — F(t1) = const
¢, dt

1

F = Fl(qla"'7qfana"'7Qfat):Fl(an’t)
dF; oF oF, .. OFy ..,
e — _1_|_ _1ql_|_ 1Q1
dt ot aq* 0Q?
dF; - Ny
—r = pid' ~PQ+K—-H
dt
y ok
Pi = 76Q1
K = H+28

f Beziehungen p;, ¢, Q,t auflésen nach Q° = Q(p, q,t)
Fy: Erzeugende der kanonischen Transformation
andere Moglichkeiten:

F2(Q,P,t) F3(p7Qat) F4(p7Pat)

pi = gfi (g, @, 1) auflssen nach @, im Punkt 0 soll Gleichung erfiillt sein.
0’F 0%F 0%F
op; = =——=—0q" 5Q" -5t
= et T agrag ¢ T Giag

Lineares Gleichungssystem fiir 6Q*, 6p*, 6¢", 6t gegeben.
0*F
det | =——— 0
© (anaqz) 7

Fy(q, P,t) = Fi(g,Q,0) + Y P;Q’
j

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)
(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.20)

(4.19)
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AFy _OFs; 0F:p  OF
J

dt 8 74 OP; ot
d
— H = P; K F P,t) P;¢)?
S =35 - + (P - @)
_,_/
—PQI—P;Q;
dF
—= Zp;q +ZQ3P +K-H (4.22)
pj g;;
Q) = g; nach P; als Funktion von ¢, p,t auflésen (4.23)
K = H+ BFQ
Beispiel 1: Identitat
B = ¢P (4.24)
pj = P
Q =
K = H

Beispiel 2: Vertauschung von Koordinaten und Impulsen

o= quQj
J

Beispiel 3: Punkttransformation

B = Efﬂ a....¢ )P (4.25)
4.23
—

Q= fj(ql7 ...,¢’,t)  Punkttransformation

4.2.1 Die Poisson-Klammern

9(q,p,t)
dg 9y 69z 99 .
it~ ot Tagl T opt

ot dqi Op;  Op; O
dg

- Yy (4.26)

_ 0Og (agaH 895H)
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Definition: Poisson-Klammern

df g 90f 9g
= i an.  On. dat 4.2
gi i Egz:g}} } Hamiltonsche kanonische Gleichungen (4.28)

Ausblick: Quantenmechanik

d 0A 1
Ca="C 4 Al
dt ot +iﬁ[ H]
[A,H] =AH - HA
——

Kommutator

Beispiel: Kanonische Transformation des harmonischen Oszillators

2 2
P mwg o
H = —
2m+ 2
F, = %woq2 cot ()
OF:
p = —1:mw0qc0tQ
dq
p — oF; B mwoq?
0 0Q  2sin?Q
OF:
=l = 0=K=H
ot
2
qg = sin@Q p2
mwg
p = y/mwo2PcosQ
H = Puwy zyklisch in Q = P = const
Bewegungsgleichungen:
P = const
. OH
© = gpTw
Q = wot+ o
=, sin (wot + o)
= sin (w
q mwg 0 ¥o
p =

Die Hamiltonsche Mechanik fithrt schlielich auf die Hamilton-Jacobische Theorie.
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Kapitel 5

Die Maxwellschen
Gleichungen

Elektrisches Feld E und magnetisches Feld B

E+ KQU X B Lorentz-Kraft

M,
I
=)

f= pE +K7x B Kraftdichte

5.1 Maxwell-Gleichungen

VE = kip (a)
VxE = —ky 98 (b)
VB = 0 (c)
VxB = k3f+k4%—]f (d)
Bestimmung der Konstanten
(b) mit (5.1) vergleichen:
kQ = K
oF
ksdiv)y = —kgdiv——
3 dlv j 4 A1V 8t
dp
= —kik1 =
2l
dp
divi+ = = 0
VI B
Ladungserhaltung: ks = k1ky
1
khk = —
€0
ks = kpo

(5.1)
(5.1a)



62 KAPITEL 5. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN

VE = 2 (a)
0 —
VxE = —x2 b
e iz (o) (5.2)
VB = 0 (c)
VxB = fwo(vaEo%—f) (d)

Annahme: p und 7 vorgegeben
Anfangsbedingungen: E(tq, ), B(to,T)
Voraussetzung: Felder analytisch, d. h.

e Taylorreihe in ¢t mit Konvergenzradius > 0
o Alle zeitlichen Ableitungen durch (5.2) bestimmt
Andere Anfangsbedingungen: E(to, 7) oder B(to,7) und %—If(to,??)

Satz

Ein Vektorfeld V/(7), das fiir |7] — oo ,hinreichend“ rasch verschwindet, ist
durch VV = D(7) und V x V = R(7) eindeutig festgelegt.

Beweis

vV o= 0
VxV = 0
=V = Vo

AD = VZo=0

/ Af oV = / & (L) + VipVi)
151%% w
O(r—o00) — 0
/ Pz Vo) = / Af OVP , =% 0
w oW
wenn ®V® rascher abfillt als %2

b~
b~

vl Nl=

V® muB stirker als r—2 fiir 7 — oo abfallen.

VO| =0V, —Vo=0 O

5.1.1 Maflsysteme in der Elektrodynamik

1
K2eopo = = (5.4)
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SI — System International

MKSA-System

Ampere-Definition = ¢¢
Ho

Gaufisches Maf3system

K
€0
Mo

[¢] = VKraft - Liange

Heaviside-Lorentz-System

I—
o =
Ho =
,Natiirliche Einheiten® ¢ =1
VE =
VxE =
VB =
VxB =
natiirliche Einheiten —
dt —
OE
—_— =
ot
7 =
Ey = &E
o _ B
By = e
2 Sitze
1.) V x 4(7) 0 —
2.) Vi(F) 0 —

63
k = 1
_ 10" 1 A2
Am - 107745
1
= (5.6)
4
1
1 (5.7)
1
p
-B
0
T+E
konventionelle Einheiten
cdt
10E
c Ot
1,
-7 usw.
c
pr = =
. - } (5.8)
JH = N
Jp(r), T Ve
JA(F), @ VxA
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Potentiale
B=VxA (5.9)
. 04
\Y — =0
X ( + K 815)
q 0A
E=-V®—r— 5.10
A\ K pr ( )
Eichfreiheit
A - A = A+Vy
b — @ - o_nd } (5.11)

x = x(7, 1) beliebige Eichtransformation

~V%® — nﬁwf -

ot €0
. o o 0 0?A
V x (V X A) =V (VA) — V24 = kpoi— Keopo (awp + HW)

- 1 09

VA= -———

kc? Ot

-~ 1 09 . .
VA+ iy 0 Lorentz-Bedingung, Lorentz-Eichung (5.12)
KC
105 - £

in < %22 qi A(Ii o () D’Alembert-Operator (5.13)

OA L2 A-NA = kped  (b)

- 1 9 ox
V(A+Vx)+ o (@-r5r ) =0
+ VX Jrf<ac28t< H8t>
1 0%y
2 _—_—— =
wenn Vx 2o 0
Ox=0 X: yresiduale Eichtransformation® (5.14)
VA=0 Coulomb-Eichung (5.15)
2= AD = -2C8 (a)
®: instantanes Potential (5.16)
04 = kpo (7— EOV%) =3 (b) '

Ji: Htransversal Strom*

Vi=...=0
Wenn p=0 & = 0 wihlen.

residuale Eichtransformation Ax =0 (5.17)
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5.1.2 Energie des elektromagnetischen Feldes

p?  Energiedichte 77 Energie-Stromdichte

00"

o T V¥ =¢¥  ,Quelldichte” (5.18)
ta . . to .
W(tl,tg)z/ atVv F :q/ dtv-FE
t1 v tl
Lorentzkraft
7 (17 x B) =0
qv — 7d3x
¢E=-7-E (5.19)

E
% LV = (E_OE2 _ _32) v (ExB) (520

=4
Il
ny
Il
a1
X
ool
o
o
o

Poynting-Vektor
E’ E ~
p- =p" +V-C

, ac -
— =

=7 - 4VxF
ST T e x

C=F=0 experimentell ermittelt

U = ue+um
— @ [dBrE? (5.23)
Un = g [z B?

G
|
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Im stationdren Fall:

Ue — _%}fd3$E_".vX(I)th‘:Int‘%)fdsl'q)V'E_:
Ue = %fd?’xp@ (a)
Um — ﬁfdz%xBQ:ﬁfdsxéVX/_f
part. Int. g 3
L L [de AV x

5.1.3 Impuls

pF: i-te Komponente der Impulsdichte

(5.24)

it jﬁc: k-te Komponente der Impulsstromdichte der i-ten Impulskomponente

Bilanzgleichung
opF . 5.1 .
gt + Ol = —fi = —pE; — keinju By
pl = keocimEwB
1
P _
P = C_QSi
p 1, 1 /1,
Jik = ¢€o|gE0ik—EiEx ) +— | ;B — BiBx
2 Ho 2
jf,z = T T: Maxwellscher Spannungstensor

Beispiel: ,,Homogenes elektrisches Feld“

E = Ee,
. -1 0 0
(7;)::559 0 -1 0
0o 0 -1

,Feldlinien stoflen sich gegenseitig ab und suchen sich zu verkiirzen.*

5.1.4 Drehimpuls

L=7x |9 Bezugspunkt: Ursprung

analoge Uberlegung . ..

_ P
P = EijiTip;
L P
Jik = ECiiTidik

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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5.2 Elektrostatik

VE = 2
€0
VxE = 0= E=-Vo (5.30)
AD = —/)EL Poisson-Gleichung (5.31)
0
Bei gegebener Ladungsdichte:
O(r) = ! /dg’r’ P(1) Coulomb-Gesetz (5.32)
47T€0 |7_”7 7_’7|
1 1
Lo = ——/ﬁ%mwww—F) (5.33)
€o o
NG T = —=6(F—17) Greensche-Funktion (5.34)
o
o) = /fﬂiﬂcmﬁ) (5.35)
€o
S
AD(F) = /ﬁ%fﬁlAG@ﬁ)ﬂﬁ v
EQ N — o
—5(F—i)
Sphiérische Polarkoordinaten
F—7 -7  GF7)=G(F-7))

107 1 9 (. ,0 1 0?
A —r+ 99 (smﬂ—) + ——

T ror? 72 sind v r2sin 9 3—502
1 02 .
) (rG(r)) = —4(7)
auflerhalb: ,
r=0: %(rG)zO rG=ar+b
r — 00: G—->0=—=a=0
Integriere (5.34) tiber kleine Kugel
. 3 = ~ b -
rechte Seite -1 = d°r AG = dS -VG = ds - | ——eér
K 0K oK r
b 1
- 1
G(7,0) = —
(r,0) 4mr
G ) = (5.36)
DT = '
1 L,
A== —476(F) (5.37)
r
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5.2.1 Randbedingungen

Elektrischer Leiter: frei bewegliche Ladungen
§ Bar—0=Ep-al
c

Etzo

(5.38)
%Edﬁ:ﬁ-&?:&&g; AQ _ oAS
€0 €o
B =2 (5.39)
€0
Dirichtletsche Randbedingungen
® auf S gegeben.
(L) =U; (5.40)
Poisson- oder AD -£
Laplace-Gleichung A® = 0
d
B =2 _ _vor= 2%
o on
Von Neumannsche Randbedingungen
2—3 am Rand gegeben.
0P -
750%— ds = 7EO%V¢ -dS = Qz (542)
on
5.2.2 Formale Losung mit Hilfe Greenscher Funktion
NGFF) = —6(F—7) (5:43)
> | - =
= — 1 44
G = g + () (5.4)
wobei A'x(7,7) =0
Greenscher Satz IT
| wtv—vopav=§ (@vo-ive)as
Variable 7, ¢ = ®,¢ = G(7, 1)
/((I)A’G(F,F’) ~G(F,7) AN®)dV' = 7{ (OV'G(F,7) — G(F,7)V'®) dS
vV S

—5(F—7") r‘

B(F) = /GF dV’ 7{ dV'G(F, )ds+7§ V'OG(7,7)dS" (5.45)
ov oV
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Dirichtletsche Randbedingungen

Randbedingung fiir Gr™) = 0 (5.46)
auf der Oberfliche 7oe oV ’
e - p('Fy) I / - adl
()= | GF,7)—=dV OV'G(7,7)dS (5.47)
A% €o v

G: Losung des elektrostatischen Problems mit U; = 0 und in 7 Ladung &¢.
Ladungen auf Konduktoren gegeben
Qi = —eo / V'®dS (5.48)
Si

dS nach auBen

Randbedingungen fiir G:

fS- V'G(F,F")d_” = 0
1 4
G(F,7) = const fir 7 €S; (5.49)
i - - p(,,?’) 3 7 e / -
(I)(F) - G(T;T) d’r +ZG(T7T10) V'® - dS (550)
=0 i Si
N
Qi

€0

dS nach innen

Qn:f/pdV—ZQi (5.51)

i#n
G:U,=0 (5.52)
5.2.3 Methode der elektrischen Bilder
Spiegelung an einer Kugel

®(r, 9, p) sei Losung der Laplace-Gleichung

2

a_.a
lI/(rl,fﬂ, ‘P) = ;q)(ﬁaﬂa ‘P)
1 p(7)d3r
[0)) =
=T | o7
1 1, 0 1 0 0 .
= - — —zir—— ..
|F—7 r COx [T =],y 20" 7Oz} Ox |7 — 17|
- r’'=0
1 1 0 1
P — - d3 / = / Do (A dS /
0 = gl [t | [
Q
1 0? 1
+5 R |F—77’|] /x;z;pdgr/Jr } (5.54)
: i%j =0
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o= [xip(F) &
D e ) (5:55)

Vom Bezugspunkt unabhéingig, wenn [ pd*r =0

Qij = [zialp(F)d>r
Q - }Fojﬁp ) d* (5.56)

Kugelflichenfunktion Yim (9, ¢)

Qij = 3Qij — 0:; Qi (5.57)

5.2.4 Elektrisches Dipol

1 p-7
P = — 5.58
dmeg 13 ( )
Kraft auf Dipol
F=pVE (5.59)
Dipolmoment
N=pxE (5.60)
5.3 Magnetostatik
VB = 0
B = VxA
VA = 0  Coulomb-Eichung
VA = —kpo]
ve = L2
£0
1 Ko .7_’(7:1) 3,/
= — d 5.61
i ) - (5.61)
Fdr — Idl — Biot-Savard

5.3.1 Multipolentwicklung

1

7=

entwickeln um ' = 0




5.3. MAGNETOSTATIK

1 71+z§:ci+ 71+7_"'~F
|F— 73 r 73
1 .
AZ(F): %{— /jidgT/ +L3/7_’(]Zd37’/+}
T |r r
—_—

= 0, keine mag. Monopole

/f'j'dgrl /x;jk d3r!

a . ) o . .
/@1‘2]1%% d3r =0= /{(Mﬁx% + zia—wljjx;c +1';jj(slk}d37"
l
——

= 0 wegen Ladungserh.

[ gixh, A3’
[ g3’

[SIEENIEENIE

m magnetisches Dipolmoment

m=kIE

5= _ MO 3mr
B(r) = s < o

Stokescher Satz

m
3

fdf@gz/(dﬁxv)@ug

Kraft auf magnetisches Dipol

—

N————’
(f 7d3r")x B=0

F:n/j’x Bod*r' +n [ 7x [ -VBO)] &' + ...

71

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

Anmerkung: In der folgenden Rechnung wirkt der V-Operator stets nur auf B ,

auch wenn er rdumlich davon getrennt steht!
7 x (VxB) =V B~

0wo 7#0

(7 -V)B
——
0
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F = —mVx/(é-F’)j’dsr’
562 / 7 F’j’d3r’:—/(r"xj)d3r’>< 7
F = —ng/r"xjdsr’xB
—_———
F = —Vx(mxé)zm VB (5.66)
Drehmoment auf Dipol im Feld B
N = li/f¥ X (j’x éext(O)) d3r’
= li/j'(f' E(O)) dgr/fné/f' 7d3r
—_———
0
- g/f'xj'd3r’> x B
N = mxB(0) (5.67)
. A
B=VxA E=-Vo— a—
ot
- 1 09
L tz-Bedi VA- ——=0 (5.12
orentz-Bedingung o (5.12)
10%® 2 _ P 2
=5 - Ve £ 1 0*°v
c* ot%, . €0 513) = ——— — VU = (7, t 5.68
c%a@té - V2A = H,U/Oj }( ) C2 8t2 S(T ) ( )




Kapitel 6

Zeitabhingige Losungen der
Maxwell-GGleichungen:
Elektromagnetische Wellen

6.1 Die Greensche Funktion der Wellengleichung

[1 9?2

i 4 G(Ft;7,t') = 0(F —7)o(t — t') (6.69)

1 02 -
G: =0 Losung: 7— 7 — 7
Firr=20 ) )
10 1 0°v
=2 =g w=X (6.71)
ror2 o~ c2 ot? r
X
10%x 0% _ 0
2otz orz
Die allgemeine Losung fiir diese Differentialgleichung lautet:
x= [flr—ct) + g(r+ct)
—— ——
auslaufende Welle einlaufende Welle
Betrachtet wird im folgenden nur die auslaufende Welle.
t—rT
v = fe=2 (6.72)
r
1

vo = v(3)sa-D5vre-)
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Vip = V2 (1) ft— 2) +2V (%) VIt — £)+% V2f(t - %)

R " %/ —_———
i 7R s s
1 0?0 5 1 f” . r. 1,7 1
1,1 1,2 .,
S f e L 6s()
s(t) . s(t—1%)
=—= U(7,t) = < 6.73
=2 ey =" (6.73)
- — =T . :
Gt 7, t) = e _,,|° Greensche Funktion der Wellengleichung
| — 7
(6.74)
N A Ns(p_p =]
Ay = s AENCC ) y gy
= LS (6.75)
(I)( ,t) = m] =] < d°r’ dt
6.2 Retardierte Potentiale
E(F t) _ Ko j‘(’!ﬁy,tﬂ— ‘i—{?" ) d37,/
) i (JT:T‘JLF’\ ) (6.76)
. 1 p(7 t——
O(7,t) = prn fi\?—f"\ d3r!
2. Weg zur Gewinnung von G:
Fouriertransformation (benétigt etwas Funktionen-Theorie)
Ist die Lorentz-Bedingung erfiillt?
7]
= Ko /6(ﬁ_t/_ —) o 1\ 33,0 3yl
VAT t) = —— -V—_—- t)d>r' dt

st —t' — 1=
_  kko / ( _ c ) \V4 .‘7.(7—1,15/) 4B dt’
47 |7 — 7] —_——

7%(’?/715,)
partielle Integration iiber dt’

e (AP EE
47 |7 — 7|

1
= ’Wofoa—@ K2eoto = 2

6.2.1 Liénard-Wiechert-Potentiale: Abstrahlung einer be-
liebig bewegten, punktférmigen Ladung

p = ad(i" —7o(t))
v 2 e | o-70
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- oo (7 ))o(t —
6.7 i - Féuoq/v )3 ( )d?”dt
4 7|
¢ IP=ro @)
= H,U/OQ/ C )dtl
|7 — 7o
S = (4
mit  f(t) = ¢ + L=l
c
ot —t
S(f(t)) = % f(to) =0  bestimmt g
ar |,
df 1 drp Crr
=1 V|- =1 — 0§
dt' cv|r ol dt’ c v
i - ’WOQ/ as(t' *toq)“ _ar
47T |7,77—,’0| (17 N;U’U)
A7 1) = hmea| _ _
(Tla ) 4 |:| T — 0(1_yi0):|ret
710 (678)
— q 1
(I)(let) 4meg |:T10T10U:|ret
f=¢ 10 (6.79)
c
Liénard-Wiechert-Potential, z. B.
dA(F,t)  9Aor
ot ot ot
I, 2
110 = (7 — 7o (t))
87’10 N dfo(t/)
210 gy = 2o ( ar
67‘10 7?10 . 170(t/)
o0~ — (6.80)
a_tl 1 Uo - T10 1
ot Crio
ot 1
%= o (6.81)
~ Terio
S Tio . Orio
= — tl = tl
Vho \Y% ((h To( )) o 8t’ \Y%
» V1€
619 gy — Vo
c
10 T10 c
Vrp = — 0 (6.82)
1o — UO'CTlo
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V=10 (6.83)
crip — o * T10
2 _42) (fo — D) Tio X |(Fio — 20Tp) x o]
R e SRS AW
4meo 2 F10-90\3 2 1090 \3
¢ (r1o — B2 ¢ (r1o — 242
cx%fijrrmﬁoo cx%fijrrmﬁoo
B = Llhoxp (b)
KC T10
(6.84)
S x %2 fiir r — oo: ,,Abstrahlung*
Nichtrelativistischer Grenzfall: £ <1 (in grofiler Entfernung)
. q 510 X (510 X ’UQ)
E =
47T€0 627’10
6.2.2 Der oszillierende Dipol
Elektrischer Dipol
N&herungen:
1. Dipol klein gegen Abstand zum Aufpunkt
2. Geschwindigkeit v < ¢
3. Periodische Schwingung
4. Abmessungen des Dipols a, a < A
S To,t — T2
A = e [T o=
47 10
Ko . T g
~ = t—-)d 6.85
4dmr JAT0, c) "o ( )
Dipolmoment

p= /pf’dsr

P = /pf’dsr :/(—V-j)FcPr
part. Int. V- (j—»o 7;») d37“+ J—» Vo ngr
N——
E
$=0
- /j’d3r (6.86)

—

A(F t) = o5t — 1) (6.87a)

4rr c



6.2. RETARDIERTE POTENTIALE 7

T o fo (TN sy Ty Ll 10T
voA = (D) gD e ]

o 1 {iﬁ+i@} (6.87b)

1 Dy Theet (—3)7 7 -, 1\ 7
DPret pet( ) +_.pret - -
4meg | 13 rd 73 r

Dot . T Tret (—2)T  Tlret 1
>t 1 +—
cr cr cr

+

0A Kho ﬁ(t — %)
ot 47 r
-~

rdme( 2

/-i
~

|
ol
S~—
w
=L
=i
-

\
13
—
=L

(6.88)

w
=
Sy
—
~
|
(v}
—
=L
=i
\
13
—
3
=i
—_
=
—
~
|
ol
—
—

Ft— 1) (6.89)

E = L JF _spr FX(FXﬁ(f—Z))} (a)

o]

= VxA=vx! ) . (6.90)
= 5 T (3) xplt - 5)+ 1 (~19r) x5}
JF

o Ko 5(t*£)xr
B = 4m T

B in Richtung €,, B-Linien kreisférmig, £-Linien nierenférmig.

Nahzone r < X\ elektro-statisch
Ubergangsbereich
Fernzone >\
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.1 - 4
S=—FxB
KHo
P = po€ coswt (6.92)
Bpem = 2. x &L=t sinvle, (6.93)
Epern M;UCZ sinyEéy )
2
I R —
S=—FExB=g¢g, sin? ¥ i 2 al (6.94)
Ko (4m)" g3 r

Gqf— o T (a2 _ RPpopP(t=1%)  dW
%Sdf—m [p(t—z)} /sm ﬂsmﬂdﬂdcp_T__E

4
3

Mittelung iiber Periode T' = 2T

™
w

p = —powcoswt
P2 o= p%w4 cos® wt
= 1
o _ < 2(.4}4
p 21’0

dW  K*po pow’

Pstrahlune = ——— = 6.95
Strahlung t 6re 2 ( )
p = prosinwt:/j'dV:/I(z)dz =1 l
eff. Antennenlédnge
= —Iysinwtl
——
I(t)
wWpo = Iol
K> K2 2nw2puge (12
Pstrahlung = 12::2102“1212 = —G:COIeQHWQZQ = 73% (X) Ly
Po = Rl

Daraus ,,Strahlungswiderstand“ fiir kleine Dipolantenne (§ <1)

27k2 1\?
Rs — % (X) (6.96)
——

79092
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Beispiel: Strahlungswiderstand einer Uberlandleitung

Wechselstrom 50 Hz, A = 6000 km, Leitung 600 km
Rg ~ 7, 90
Leitung aus Kupfer, 2 cm @, Cu: 1,7 uQcm

1,7-107%-600 - 103
s

Rq = 0 ~ 320

79

Beispiel: Strahlungswiderstand einer kleinen Rahmenantenne

Magnetisches Dipol
m==rlf

Maxwellgleichungen fiir Volumen, e =0,7=0

E - -2
- HQ
B — EQE
€0 < Mo
po—  —pom
6.95 AW K*py  qw?
= F = —— = -
Str dt 6me £0mMo 2
P, = K’2,u’0f2le2ﬁ"w4
' 6med
2
@2m)’ poc ( £\
RBs=—3—"{3x) "
—_———
320740
6.2.3 Beliebiger Multipol
|F—7|
7 wpo [Tt — =
AlFt) = — | ———5——=
() An 7=
p(Fyt) = p(r)e !
gemeint ist der Realteil
1) = 317 e
) = oo 0 [T
A t) = iwt VY d
(7", ) € Ar / |7_,,77:,,| r
A7)
Nahzone d<<r <A
Fenzone r > A
w 2
o=
c A

)

(6.97)

(6.98)

dsT/

(6.99)
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Fernzone: |F — 7| ~r—7 -7

ikr
A = = [ et dy
r
K fto eikr (_

R IL :j) /f(f’)(*-F’)" d*’  (6.101)
n=0 :

n. Term: 1
—/j(F’) (ki - #)" d*r
<1

Es sind nur die niedrigsten, nichtverschwindenden Terme von Bedeutung.
n=0:

/j(F')d?’r' =p=—iwp

>, FUO WP igr _ BHO (ke
A7) = B0 19D grr _ Kb 6.102
(7) e 47Tr( iwpe'™) ( )
pt—L)

Vergleiche (5.87a): Elektrisches Dipol

n =1 "
1RT
Ay = =2 = (—z’kz)/ﬁ-F’oj(F)dgr’
T
R Lo, o .
ro]:E(ro]qL]or)Jri(r oj—7or")
1 1
- (Fof—JoF)==(7 x7) x7
2 2
N k ikr 1 1
(_’)lejrozer {ﬁ /5(7_"0]_’+j’of’)d3T’+§/(7_"><j)d3r/><n}
— ———
L
/F’oj’dg’rl /F'Oj' V' oi d*r
——
E
= V’-j'F'OF'dBT’—/j’ (V’OF')F'CZBT’
N—_— ———
0 ———
E
Ry
1 - = o 3,./ 1 A~ I 33,/ -
— [ (Fof+7o)d’r = —= [FoF V'7dr p = —iwp
2 2 ~~
—p
= %}/F'OF'pdgr’
| —
Q= (5.56)

. k ikr 1
A(py = ol e {Wﬁ-Q-i— — 17 X ﬁ} (6.103)
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® aus Lorentzbedingung (%—‘f =%V ff)

= ikiix A

S }Fernzone ! (6.104)
= reBxn

o o

6.2.4 Quadrupolstrahlung

iﬂuokg ez’kr .
— —n

B= i - 6.105
8me r % (n Q) ( )

dP =
d_Q = T2|S|mittel (6106)

AP o K

8 ez X mQF k= (6107

w
c

Beispiel: Gestreckter Quadrupol
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Kapitel 7

Die makroskopischen
Maxwell-GGleichungen

7.1 Ladungen in Materie

o) — <o /A D) = () (7.1)

oder: Glattungsfunktion f (7 — )

fF—7) = (%) ool ™= (7.2)
g = [ 7= Pt (7.3)
B :/f(Ffﬂ)E(ﬁ)dBT’ (7.4)

v.E_v’ave _ /

v.E_v’ave _

P3¢ 4 p™¥® = 0 im unpolarisiertem Zustand

83



84 KAPITEL 7. DIE MAKROSKOPISCHEN MAXWELL-GLEICHUNGEN

Polarisation
- Dipolmoment
P = M = Dichte der Dipole - mittleres Dipolmoment
Volumeneinheit

-

Verschiebung positiver gegen negative Ladungen: d(7)

P =dp? (7.6)
UberschuBladungen
a) anschaulich
AQ = 7% aved~d§:77{ P.sS
a(AV) a(AV)
= —/ V~13dV:/dev
AV
pF'=-v.P (7.7)
P__ ave7] = _ D =
o =pVd-ni=P-ni (7.8)
b) Dipol
1 1
d = n-\7 7.9
pre T (7.9)
1 - 1
o — & BF) -V 7.10
47r€0/ TP VRS (7.10)
1 / ﬁ 3,./ / 1 BN g3,
= : d - -P()d
47T€0{ /v P T ey P
§ 72r-dS  micdS=iids
& — 1 odS’ pdV’
© 4meg |7 — 7] |7 — 7]

Durch Vergleichen der Gleichungen lassen sich wieder Gleichung (7.7) und (7.8)
ablesen.

7.1.1 Elektrostatik

p=p frei +p pol (711)



7.1. LADUNGEN IN MATERIE

. frei pol frei Vﬁ
v g P _p
€o €o €o

Dielektrische Verschiebung

Definition

= gE+P (im SI-System)

i

= E+ (im GauBschen System mit g9 = 1)

o
&

Im folgenden nur noch im SI-System.

Vﬁ _ pfrei
VxE=0

%ﬁ'dgierei

P =¢eoxE (lineare Ndherung)

x: Skalar oder Tensor

5280E+ﬁ250 1+ E: 9 EoE
\.5;/ ~~
Suszeptibilitit Dielektrizitatskonstante

€0
V-E = £ VxE = 0
vV.D pfel U xD = 0
p! = pMt
€1EJ_I = EQEJ_H

85

(7.12)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)
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Beispiel: Plattenkondensator

Q = w0 pE-dxepa

A
C = % = 507 Kapazitit im Vakuum (7.20)
Vo= U:—/E dS = Ed

1 1
by — Q"
dmeg 1
Grenzbedingungen
Et . @I(x = 0) = (I)H(l‘ = 0)
FoL 0%
Dy: g 1L = g HFUL
L 1 "3z 2=0 2 "oz 2=0
! 1
Q Q Q PRI

NZZEr h VP +a? - VPt an

A/ 1

. . . . / "
a,a’,a"’; Trga linear unabhéngig, wenn a # a’ # a” # a.
peta

:>a:a/:a// QfQ/:QN

20 Ql //_O
_'V— J— _—
€15.C +€1r/2€ €2—5€
o
o 0
Grenzfall: e, = —e;,
! "
€1Q €1Q €2Q

_p2+a2_p2+a2__p2+a2

0 (Q+ Q) =eQ"

Q,/ _ 251
€1+ €2

€1 — &2
g1+ €2

Q =
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7.2 Magnetismus in Materie

V x B 74 OF
X = £ -
HoJ o0M0 ot
]—»:j»frei +j»pol +j* mag (721>
~—
—aP
— ot
- R m
M = N Mat = V (722)
Teilchen
Volumen
Ladungserhaltung fiir p el p pol 7 . ymag —
T/ Ho .7_’(7:‘/) 3 7
A = = d
M = w )=t
- po [ ME)x (F—7) ., ,UO/ . , 3
A = = d — | M v d 7.23
d 477/ 7= i | M)V i (1.23)

$dS" x |F¥—F’\ = 0, falls keine Diskontinuitit (Grenzfliche) auftritt

o po (V' xM o o [ Mxii o,
Ap = Mo B4 Ho § XD g 7.24
O = ) = Tt P o (7.24)
7 mag _ 7
7 VXM (7.25)
Jmes = _jix 0
ppol _ *Vﬁ
o = 7.P

. e oP - OF
V x B = o] ™ + po—— + poV x M + eopro——

ot ot
Mo% <EOE+ ]3) = Moaa—?
V x (E - MOM) = poj ™+ Moaa—j? (7.26)
H= ié - M magnetische (Feld-) Erregung (7.27)
dD

vxﬁ:j—»frei_’_E
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V-ﬁ pfrei
VXEj = —%—Jf
VxH = J"+ g (7.28)
V-B = 0
D = soﬁ+ﬁ
B poH + poM = poH + M’

7.2.1 Magnetostatik

V-D = p V-B 0
VxE = 0 VxH = T
D E+P B poH + M’
D — B
E — H (7.29)
P — M
pPl = _VP magnetische Raumladung -V - M
ol = {.P magnetische Oberflichenladung it M’
E = -Vo H=-VV
[j = EEOE
Uindz—i/é-dg (7.30)
dt '
Lineare Néherung fiir weiche Materialien nahe 0:
B = puoH (7.31)

1 ~ einige 10° fiir Ferromagnetika

L oD
VxH=7+—" V.B=
X J+ It 0

71 gl
gnl = gnn} (7.32)

i - iR

B!

t =L

an oy BJ_I

1 I
tanay _ By B[ ol oy (7.33)
tan a9 BJ_I BHII MQ/’I/OHHII H2

w1 =1 fir Vakuum oder Luft, po > 1 fiir Ferromagnetika.
tan o
tanag = 250
K2

Feldlinien ,fast“ senkrecht auf Ferromagneten.




7.3. EBENE WELLEN IM DIELEKTRIKUM
Beispiel: Elektromagnet
fé-dszlA—BQAz@l—%:o

By = By

%ﬁ-df:%Hdl:H1l1+H212:nI

1. Naherung: B = puoH

nl = —ll + —12
0 Ko

1

B = Monl

h+ 2

nl nl

Hy=— Hy = ———
h+ 3 paly + 12

2. Unter Verwendung der gemessenen Hysteresekurve

pond = Bily + poHals
pond = DBoly 4 poHals

Linearer Zusammenhang zwischen Hs, Bo

B
Hy By=B, H =2
Ho

7.3 Ebene Wellen im Dielektrikum

Maxwell-Gleichungen in Materie

q oB
E = —-—
V x o
. oD
H = 7+—
V x 7+ En
V.-D = P
V-B =0

Mit den Hilfsfeldern

- e Ofl } Né&herungen
= egoF

wilov]

ﬁ = €0XE

89
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1 c
v = =
VEEOMMO  A/EM

oS
Il
S
=
D
D
.
=
Eadl
z
ll
€
g
=

o]
I
|

E = EO ei(E Fwt) Einfallende Welle
E = E) oK't Gebrochene Welle
B = E'xE'

= w_w g
NG

Randbedingungen fiir z = 0

(F7) o= (F7) = (77)

k,k' k" liegen in einer Ebene.

ksina; = k' sinap = k" sin o, — a; = a,
sina; K e on/
— = = pe _ % Snellsches Brechungsgesetz (7.34)
sin g k VHE n

Intensititsverhiltnisse

Normalkomponenten von B und D und Tangentialkomponenten von Eund H
stetig.

1D e (Bo+ By) ~<'By] -7 = 0
Lé : [EX50+EI/X56/—EIXE6 i = 0
| E [EO+E3'_55 xii = 0
| H [%(EXEO+E”xﬁé’)—ﬁ(E’xﬁé) xi = 0
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1. E1 Einfallsebene

|E : Ey+E]—E) =
| H - \/%(EowLE(')’)cosaif \/%E{)cosab =
E_6 B 2 p=p'=1 2 cos a; sin ap
Ey 1+ ﬁ% T sin (@i 4 ap)
A % . sin(a; — )
Fo o 1+%~_Sin(ai+ab)

Senkrechter Einfall

S Ej 2 n—n'\>
S (E) - (n +n' >
Fiir ap < «; ergibt sich ein negatives Vorzeichen: ,Phasensprung® bei

Reflexion am optisch dichteren Medium.

2. E | Einfallsebene

| E : cosa;(Eo+ Elf) —cosapE) =

|H - \/§(E0+E3')—,/;_’,E3 =

E| 1€ sin 2¢; 2 cos a; sin ay,
Ey e sin 2ay + ﬁ sin2a;  sin (o + ap) cos (a; — ap)
g e
El _ W sin 2a;; — sin 2ay, _ tan (a; — )
Ey 5 sin2a; +sin2cp,  tan (o; + ap)
™
= 0 fir a; +ap = 5

Senkrechter Einfall

Ey  2n
Ey n'+n
Fresnellsche Formeln
Brechung
sina;  n'
sin oy, T n

Was passiert fiir sin o = b‘“ﬂ# >17

=k, reell
/
sin oy I

tan oy = i
/1 2 K
— S~ ~—

——— —ii3,, imaginir

imaginér

’LE’Fﬁ 1kHI 7ﬁLZ :
e =e e Totalreflexion
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Genzfliche zu leitendem Medium

Betrachte kleine Frequenze mit 7= JE; o, ~ 1 und € gegeben.

Vxﬁ—seo——aﬁ = 0
_  epdE -
E = EQ(F)G_iwt
g = éo(ﬁe_th

— VXB'O‘F,L—L;(E,U/‘FZIUIOU)E_:OzO
C weo

e 10
2
=ep+ ~e+

weéop weQ

n” =ep ersetzt durch n

n—+1ik

S n—n
R = — =
S n—+n'
Fiir n = 1 (Vakuum, Luft)
n' =n

_ 1—n—ikl|?
T 14 n+is

Fiir k > 1 folgt R — 1.



Kapitel 8

Spezielle Relativititstheorie

Maxwellgleichungen im Vakuum = Wellengleichungen

1 0%®
- ——— =0
v c? ot?
Galileo-Transformation
= z—ot
Yy =y (8.0)
Z = =z
&' (2, 2 1) = B2 +ot,y, 2 )
o'(Ft) = &>, t)
7 =TF
VQ(I) _ le(I)I
0d o0’ . o' oz’
o ot Oz’ Ot
9°d 9%d’ RY 0?9’
-5 = - v+ v
ot? ot? 0x'0t ox'?

1 [/0%d 9%’ 9P’
vie' -5 ( o “ox0i | 027 ”2) =0

C2
8.1 Krummlinige Koordinaten im R3

= z2%ub)
ub = uF(2P)

Ein-Eindeutigkeit und stetige Differenzierbarkeit wird vorausgesetzt.
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94 KAPITEL 8. SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Basisvektoren

- or
b= —
ou’

Beliebiger Vektor A= Aip, A?: kontravariante Vektorkomponente
Reziproke Basis {b*} | auf Koordinatenfliichen, so daf

=

b by = 0l (Kronecker 6)

ub = const b || Vu
du* = dr-Vu*
di = duFby (keine Summe)
duf = duF I_;k VP
——
b = vauk

ds? = d5.d§— (duit};) : (dukt'{k) — du du® gy

gikzgi'gk gikzgi'gk
A? = AiAR gy = AjApg™ = ATAL Y by = AT A,
N——

Sk

gikgkl = gl . gk o gk '5l = 5igl = 5;

E

¢'* und g, sind zueinander invers.



8.2. LORENTZ-TRANSFORMATION

A = A'b =A™,

- or or ou'*
by = 5 = 90* D (Kettenregel)
;o gt
! k oui
_au/k
Ak = 4 ,kotravariant“
aui
. ouk ou”
ko _ k _xo, k() kY _ n_
¥ = Vu —Vu(u)—WVu = 571
pk o~ ou'’*
dul
o l
A, = A 8Tu’k ,kovariant®

0P’ 0P OuF
e W@L’ transformiert wie kovariante Vektorkomponente
ut u”® ou'
0P
- =0, = 0;P
ou’

0 0 0 ok

ori 7" Oz,

8.2 Lorentz-Transformation

c=2,99792458 - 108 ms ! (exakt)

,» Weltlinie“ Z(t),t

Bezugssystem ¥ X4, ta

(@5 —7a) = (tg—ta)” = 0
Bezugssystem %' 74,1,
(@ =)~ (tp—th) = 0

Die Zeit mufl auch transformiert werden!

Translation ¢ = t+s & = Z+a
Rotation t =t ¥ = DT
¥ = Dri+dt+a

t = t+s

-,

b/l

} Galileo-Transformation

95
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Notation
20 = et
(xl,xQ,xg) = T
o 2 = -
(2% —2%)" — (T — Za)’ (8.6)
= 0 wenn B und A durch Lichtblitz verbunden sind
P =7-7= Z (acz)2 = inéikx’“
i ik
3
> (@t = o) g (@ — zav)
w,v=0
1 0 0 0
0 -1 0 0 v
Iw=109 o -1 o |9 (8.7)
0 0 0 -1
ot = {xo = ct,x}
x, = Oppx” (8.8)
rog = v n=20...3
x, = —a 1=1...3
Skalarprodukt A,B® = A“B, = Ao‘gangﬁ = Aago‘ﬁBg (8.9)

x: zeitartiger Vierervektor
x: ,lichtartiger® Vierervektor
x: raumartiger Vierervektor

m
oIy,

AV
o

Gapg” =g =87

Transformation (linear): a* — a'*

't = Atz + o (8.11)
I 7 v vy oy [ 2 10 10
(2% — @) g (2% —2) = 0= (24 — 2’5 gx\a(wA—xB)

= Aﬁg,\gAg = a(A) g (8.12)
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Norm reell, daher auch « reell; Vorzeichen der Norm erhalten, daher a(A) > 0.
Fiir reine Drehungen ist oo = 1.

=1

Transformation v, > 0, Drehung
Skalarprodukt: z#y, =z y,,

Galilei-Transformation:

t = t = z—ot
Yy Y 2=z
Wihle nun:
t' = At+ Bz (a)
' = Ct+ Dz (b)
y =y
Z = =z

t' ist unabhingig von y und z, weil der Koordinatenursprung in y-z-Ebene
willkiirlich gew&hlt werden kann.

Fiir x = vt ist 2’ = 0:

Fiir 2/ = —ot’ ist z = 0:
a t = —At C
((b§ _ot' = Ot }’UZ = C=—-Av A=D (d)

Aus 2?2 — 2'? = *t? — 22 folgt:
C?*t? + D?22 + 20Dtz — P A%? — ?B?2? — 22 ABtx = 2% — 22

Koeffizientenvergleich fiir alle  und t¢:

2 C? —2A? = - (e)
xt : CD—-c?AB = 0 (g)
x? D?—¢2B?2 = 1 ()
02 A2 2
() C=B A=D*=14+B>=1+—+1+ ;)
c c
2
1
A2 (1 - 0—2) -1 A=
C v2
t 1 _ vx
’ ot z ¢ Lorentz-Transformation (8.14)
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v 1
B = - Y= 1*52
x/O — ’}/IEO*ﬂ’yxl
21 = —Bya0 ! ,
P L (8.14)
2B = 23
' = Ab(vey)x”
¥ = A(eé)z
Yy =By 00
By v 00
= HYy — B2l
0 0 01
Riicktransformation: v — —wv
vy By 00
1 _ [ (A1) py v 00
A= {(A )V} 0 0 1 0
0 0 01
=2 A)\g)\aA = Guv (815)
8.2.1 Lingenkontraktion
Koordinaten von Anfangs- und Endpunkt zur gleichen Zeit messen.
' = z/ifx 'y(z —z)*’yl
ll
I = —=Uy/1-p2<V (8.16)
Y

8.2.2 Zeitdiletation
¥, ¥ Uhr am Ort /"

20 = 73@'0 + ﬁ'yazll
[ 67:0’0 + ’y:c’l
B-a = (-2

At
At = At - B2 < At (8.17)
Y
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8.2.3 Minkowski-Diagramm

;T —ut 1
v Vs T
t—ovx

t =

Suche geometrischen Ort aller Punkte mit ¢ =0 und 2’ = 1:

0 = ~t—vyx
- t = vz
1 = —uvyt+nyz

= m = —vt+uw
m = —v2x+x:(1—v2)x
1 = m:r
1 = (1 — v2) z?

2 — 2

,_
\

Ebenso fiir ' =0 und ¢’ = 1.
Relativitat der Gleichzeitigkeit, Lidngenkontraktion, Zwillingsparadoxon

8.2.4 Hintereinanderausfithren von
2 Lorentztransformationen

Zwei Lorentztransformationen mit vi,ve ergeben wieder eine Lorentztransfor-

mation mit n
U1 T V2
= 2 8.18
v 1 —+ V102 ( )

Zum Vergleich: Galileotransformation
v =1+ U9 Addition von Geschwindigkeiten

Vergleiche Lorentztransformation mit Rotation in der Ebene.

Lorentztransformation Rotation
= % x’ xcosp + ysing
f— I_:J; y = —xsingp+ycosy
v = tanhy u = tane
o z—tanh(vy)t o = T+yu
\/1—tanh? ¢ T+u?
¢ = —tenh@att y = —zuty
\/1—tanh? ¢ I+u?
t' = —xsinh + tcoshy (8.19)
2’ = xcoshey —tsinhy :
"\ coshy  —sinh t
2]\ —sinh1  cosh® z
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Hintereinanderausfiihren von 2 Transformationen

coshiy  —sinhyy cosh,  —sinhy
—sinhv;  coshy —sinhvy  coshs

cosh 15 cosh 11 + sinh )5 sinh 91 — cosh 15 sinh ¢; — sinh 15 cosh 1y
— sinh 5 cosh 1)1 — cosh 1o — sinhp;  sinh s sinh 17 + cosh 5 cosh ¢4

B ( cosh(11 +12)  —sinh(¢r + 12) )
- —sinh(¢1 +¢2)  cosh(¢1 + 92)

Beim Hintereinanderausfiirhen von (gleichgerichteten) Lorentztransformationen
addieren sich die Rapiditaten .

8.2.5 Vierervektoren

Rotationsinvarianz —> Vektornotation
Lorentz-Invarianz — Vierervektoren

Vierervektor at = {ct,z,y, 2}
de = A{dt,dr} =dx mit ¢ =1
Skalarprodukt z-y = My,
Viererskalar ds* = daxtdx, = dt* — da?® — dy? — dz?
Bahnkurve dr = w,dt
ds? = dt? (1 —v2 — v§ — vg) = dt* (1 — v2)
wenn v =0 ds =dt ds: Eigenzeit (8.20)

Vierer-(Welt-)Skalar: ds

Geschwindigkeit

V;: Teilchengeschwindigkeit; v: Geschwindigkeit der Lorentztransformation

— dz - 4y - 4z

Vo = d, Vy = d, V. = a,
/o _ dx ey I = az
VﬂE o dt Vy o dt VZ o dt

’ de—vdt _ (Ve—v)dt I
dx 11771”2 - 1—02 dy - dy
_ 1—
dt = dt—vdx _ (1-vVy)dt d2 = dz

Vi—vZ — J/1-2

da’ Ve—v
dt’ - 1—vVy
’ /1T — 02 . . . . .
‘fi?:/ = V!{ iv” nicht rdumlich Komponente eines Vierervektors (8.21)
- x
dz’ _ V1=
ar = 1oV,

Statt durch dt durch ds dividieren.
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Vierergeschwindigkeit u

uO = ﬁ— 1 2 = d—y:

101

Vy
ds = /1= ds —
1 _  dz _ d_zd_lt v V, 3 _  dz 1VZV2 (8.22)
u —  ds ~ dtds 1—V2 u T ds 1—V2
uu, =1 (8.23)
p=mu Impuls
P’ = mu ,» Viererimpuls® (8.24)
Bedeutung von p°?
0 mc ve 14 1V?2 n 1 +mV2 n
= X mc —— =- me ..
P 1 vz 2 c? c ~~ 2
- ez Ruheenergie
p=LZ
c
Newtonsche Mechanik:
L dp
F=2 richtig fiir p—p"
dt
dp”
K" = — 8.27
I (8.27)
p¥ = mu” ds = dt\/1 — v?
K' " Minkowski-Kraft (8.28)
= — inkowski-Kra .
V1—?
p=LZ
c
1dE 1 dE
K° = = (8.29)

cds 2 dt
cyl-—e

Die nullte Komponente ist ,,iiberzihlig”.

Fi—i mu?
S dt \V1—0?
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Addition von Geschwindigkeiten
Bezugssytem ¥’ mit —V; in z-Richtung, Massenpunkt mit V5 in 2-Richtung.

dzr

Vo= 22
2T 0

Vi=Vi+ Vs, (Galileotransformation)

- V2 - V2
Vi-% 1-%

do’  do+Vidt Vit Va
at’ dt+ Vil 14+ 4

. x4Vt . t4 4

Vergleiche (8.18)

8.2.6 Boost: Lorentz-Transformation ohne Drehung

Boost in z-Richtung:

7 —06iv1 0 0
Ay = -6 Y1 0 0
1= 0 0 10
0 0 0 1
Boost in y-Richtung:
2 0 =By O
0 1 0 0
A —
2 —f2y2 0 Y2 0
0 0 0 1
MY2 b1 —Bany2 O
—Bimre M BiBayiy2 0
A=AAy =
12 — 8272 0 Y2 0
0 0 0 1

Hintereinanderausfithren von nicht parallelen Boosts ergibt Bost und rdumliche
Drehung!

Boost in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors 77 im R3:

2’'m = v (20 — Bii - @)
f’H = 7 (fn - ﬁﬁxo) f” = Z-nn (8.30)
fﬁ_ = fJ_ fJ_ = f*fH:(EfﬁOﬁ)

n:n =0, ntn, =1

—  _pH
$|| = X TL#TL
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v —Byn™

AR = (8.31)

—fByn™ (v = 1)nmn" =57

Jede eigentliche, orthochrone Lorentztransformation 148t sich eindeutig als Pro-

dukt A = B(A)R(A) schreiben.

Carton-Zerlegung

=

Il
OO O =

X

Ae Ll (keine Zeitumkehr, keine Raumspiegelung)

1
|0
€np = 0
0
zpa = Aeg
2 -
(z%) — (@) =1
29 = cosh |ZA| = — sinh ¥
Ly
n=i-
|
0
A (7, —9) <fA) = e
TA
A (71, —9) A ist eine reine Rotation!
B(A) = AR,Y)
R(A) = AR, —9)A

8.2.7 Allgemeine Lorentztransformation

Lineare, homogene Transformation, die den Betrag des Linienelementes un-
gedndert 1a£t.

AV = ALAF AL = AEA,

ALAY £ A, A
AAY =06 ALAS =6 (8.32)
A =AA=E

Gruppe
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8.2.8 Lagrange-Formulierung der relativistischen
Mechanik

OL ; muy
=p, etc.=
O0vy b V1— 2
/ 2
L = —mc? 1—0—2— |4
cC S~~~

= 0, freie Teilchen
Weltlinie durch Parameter \ beschrankt

t=1t(\) =2t (\)

2
L, = —mc%/l — v_2
c
2 v? 2
—mc 1-— — dt = —mc ds
c

Lg = —mc? S— A

Az ds
= —mc? d\ ==
S me /Al ™

ds(X) dxt dx .
Iy — —me? — 2y B G 2
AT TIETN TEN T A T

d 0L
d\ Ox+
Py = mc Sl I—— CZC_; :mCde—”
" v 12 ﬁ) ds
dA
)
P = g
d
A T=i S
Noether-Theorem
L(q%, ¢%) invarient .
qz N hZ(S, ql)

Fir s =0:




8.2. LORENTZ-TRANSFORMATION 105

N(A) = A+ 0A(N)

PO =2t = 2"+ s 1o ((6)\)2)

7 _
utu, = L

: 1
L frei _ ——mu’\uA
2

oL d 0L oL

Pu = T9in  dsow  oxv
pu =0

Nichtrelativistischer Grenzfall

L:Tiqq)qu/YO.{; (8.33)
o - .
{_7 A} =: AY Vierervektor
c

1
L= —§mu)‘u,\ — gAyu) (8.34)

Lagrange-Gleichung in Vierernotation:

d 0
— (muy, + qA,) — —qurAy =0

ds ox?
8.2.9 Vierertensoren
H'™ = ASAYHM

— AHM (A)i A= AT

Q= / pdV soll invariant sein
1%

pAV = o' AV’

AV = AV'\/1 — 2 mitc =1
/

p
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106
7-0
J= pvéy
_ P
R
{ep, 7} =2 9"
dp
Fiv.7=0
a TV
9 (cp) .
V-7=0
o(ct) TV
oyt = Kontinuitatsgleichung
1 0% p
V24— — = £
Ve c? Ot? €0
- 10%4
2 _ o
—V A + C—QW = KupjJ
1 02 9
2oz Ve =0=09,0"
00, AY = Kkuoy” wobei A° = %
Lorentzbedingung

O A" =0
Was gilt fiir £, B?
B = VxA
E = —0At—-V®
Feldstarketensor
F, = 0,4, —0,An  Definition
Frv = ghegUAR, Feldstérketensor
0A 0A 0A3  0A?
B, = E_ TV = - =-—Fy3=F
Ay 0z ox?  0x3 2 22
E 0 o [P 0 0
s A== )= At = - AC
c 0 (ct) Oz ( c ) 0x0 Ox!
0 0

= w0



8.2. LORENTZ-TRANSFORMATION 107

E
- 0 -B., B
F, = B B 0 733 (SI-System)
-£ B, B, 0
E,
- 5 0 —-B: By
E _p, B, 0

VxE = -2 (a)
V-E = % ) (b)
VxB = 98 + o) (c)
V-B 0 (d)
@
B, = —F,, usw
0 0 0
oz Y + oy + 9z " 0

() 9B 0B, 0B,

oy 0z ot
0 0 0
@FSO + @Fm + @F% =0
0 0 0

“r Sy
ox* /\“+3z)‘ " +8z“

4 Gleichungen, homogene Maxwell-Gleichung (c) und (d) in Vierernotation.

Fax=0 (8.35)

(:bl d o cp 0
I o P _
oxY €oc? ko]
(a) ( - 1 0F
B (gm) L0,
z 20t s
82F21 - 83F31 + 80F01 Iiluojl
aVFl/i Ii,LL()ji
O, F"" = Kkugy" (8.36)
4 Gleichungen, inhomogene Maxwell-Gleichung (a) und (b) in Vierernotation.
c2
g = & KO — 1ldE ds = dt\/1— 2
R = —iy (B4 x B)
-5

[
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(UXE)

VIBF —FBI = IRk (—Fki)

= OFFM Ll FI 4 i Y
N——"

0
— _,Ukai — ,UkFik
1,7, k: Zyklische Permutation von 1, 2, 3.
Ei — FiOC
K' = kqu,F™
K° = kqu,F% = qivi Foi
’U2
¢ TE 1dE
o w2 cds
Lorentzkraft
K" = kqu, F" Lorentzkraft (8.37)
Beispiel: Ebene Welle
E EO e”b
é éo e“b
P wt— k-7
- 27 w
k = kn k=—=—
" A c
Phase: Vierervektor
o = kyaf
v - (8-
c c’ c

Beispiel: Dopplereffekt

Bewegtes Bezugssystem Y/, Quelle bewegt sich in z-Richtung. Frequenz im Ru-
hesystem des Strahlers wy.

r 1—0ng Ion!
w = wsq’rtl— 5 w TLy wny
Il Ny — Iyl
w le = wsqrt17ﬁ2 w TLZ = W,

n, = cos <{(Beobachtungsrichtung, Bewegungsrichtung)

1. Bewegung direkt auf den Beobachter zu oder von ihm weg:

/1_ 32 /
W:WOET;:WO %zwo(liﬂ)
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2. Bewegungsrichtung senkrecht zur Beobachtungsrichtung: n, =0
w=wpy/1— 32 ,transversaler Dopplereffekt*

Beispiel: Aberration (z.B. Licht von Fixstern)

7 = (0,1,0)
Ng = ﬁ
w
n = =VI-R

Beispiel: Reflexion an bewegtem Spiegel

i = (cos g, sin g, 0) wo

Zweinmal Lorentztransformation, im bewegten System gewohnlich Reflexion.

r 1—fBny I ng—pB
W = w2 wn!, = wy—E=—==
/1_52 x /1_ﬁ2
o o0
wng, = wony w'nl, = won,
, 1—pBng 1 — Bcosty

w = =

e R
, V=B —f)  _ n.—B
* (1 —Bcostdpy)/1—p2 1= [Bcosdy
JI-F

/ — . 19
"ty 1 — Bcosdy S0
Reflexion
;o . [ cos
wR = w = woﬁ
n - _p = 8 — cos g
Re T 1—Bcosty
ng, = My
Riicktransformation
14 Bn/ 1 —2BcosVy + B2
/ Rx
Wwp = wW—mE = ... =uwy ~ wo (1 — 2B costh
i -7 ( )
S cosﬂR:% N, + 0 :'.':7cosﬂ0+26762c031907
i wg sqrtl — 32 1—28cosvg + 32
Kraftdichte
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fi = ]OFOi +]kai = Fu = —JMFW = JMFW

1 _ 1 .
o= uF%=-7E=-7-pE

C C

v v i A 1 i 2
f = F Ju = F J 9ap = —F g,u/\akaF
~~ Mo
Tlua"Fn)\

1

= — |Ox (F""gunF"™) —gua "0, F*"

Ho _—
—Fr28, Foxg¥®

1
F 0. Fpy = 5{F“aﬂlﬁ«zﬂ+FM8A1L«“M}

= % {F"0Fyx + F*0\Fro }

1 1
= ——F"™9,F\. = ~0,F*Fy,
2 ATy A
v 1 V KA 1 V AR
fY = O0x—F\F"™ — —0"F""F\,
o 4po
v VK : VK 1 VKA 1 VK WA
o= 0.T mit TV = — | FYF"™ — —g""F""F,
Ho 4
Energie-Impulstensor
_ Sz
(T,LLV) — §y Tzz Txy Tzz
T Tyr Tyy Tyz
== sz sz Tzz

C

u : Energiedichte
(Sz,Sy,S5:) : Poyntingvektor

1. Komponente [ dV

1d v
/f” dv = —u / S av + / [divT], dV vergleiche frither
c c

$A-T)ds
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