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Kapitel 1

Einleitung

The motivation for a physicist to study 1-dimensional pro-
blems is best illustrated by the story of the man who, returning
home late at night after an alcoholic evening, was scanning the
ground for his key under a lamppost; he knew, to be sure, that
he had dropped it somewhere else, but only under the lamppost
was there enough light to conduct a proper search. - F. Calogero
[Ca71]

Von besonderem Interesse für die verschiedensten Bereiche der Physik sind
vollständig integrable Modelle. Prinzipiell sind schon mechanische Systeme
mit drei oder mehr Körpern im Allgemeinen nicht exakt lösbar. Dennoch
gibt es eine Reihe lösbarer Spezialfälle. In der Quantenmechanik wurde
Anfang der 1970er Jahre mit dem Calogero-Modell ein integrables Modell
gefunden, welchesn Teilchen auf einer Geraden, also in einer Dimension
mit paarweiser Wechselwirkung beschreibt [Ca71]. So simpel dies zunächst
klingen mag, so breit ist doch sein Anwendungsspektrum von Festkörper-
physik bis zur Physik schwarzer Löcher. Aber auch und geradeals integra-
bles Quantenmodell ist es Ausgangspunkt für eine Vielzahl von Verallge-
meinerungen zu neuen integrablen Systemen; dabei spielen vor allem Wur-
zelsysteme von Lie-Algebren als zugrundeliegende Struktur solcher Modelle
eine groÿe Rolle [OlPe83]. Entsprechend naheliegend ist auch der Versuch,
die Calogero-Modelle supersymmetrisch zu erweitern, was schon vor 20
Jahren für N = 2 erweiterte Supersymmetrie in Angri� genommen wurde
[FrMe90].

Supersymmetrische Quantenmechanik war im Gegensatz zu supersym-
metrischer Quantenfeldtheorie jedoch lange ein wenig studiertes Gebiet.
Dies änderte sich deutlich, nachdem sich herausstellte, dass gewisse Aspek-
te der M-Theorie im Zugang über Matrix-Modelle durch Quantenmechanik
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2 1. EINLEITUNG

beschrieben [BFSS96] und dass über die AdS/CFT-Korrespondenz Proble-
me in AdS2-Geometrien dual auch in konformer Quantenmechanik ange-
gangen werden können [Ma98]. Insbesondere führen verschiedene Zugänge
zur Physik schwarzer Löcher im Rahmen der String-Theorie auf super-
konforme Erweiterungen der Calogero-Modelle [CDKKT98 ] und es wur-
de vermutet, dass von besonderem Interesse dieN = 4 Erweiterung mit
SU(1; 1j2)-Symmetrie ist [GiTo98].

Die allgemeine Konstruktion einer solchen Vielteilchen-Quantenmechanik
[Wy00, BeGL04] führt auf zwei Präpotentiale U und F , aus welchen sich
das Potential im Hamilton-Operator ableiten lässt und welche auf diese
Weise die Modelle bestimmen. Sie unterliegen allerdings aufgrund der N =
4 superkonformen Symmetrie einem Satz nichtlinearer, partieller Di�eren-
tialgleichungen. Dabei ist das Präpotential F unabhängig von U Lösung
einer speziellen Form der sogenannten Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde-
Gleichung (WDVV) aus der zweidimensionalen topologischenFeldtheorie
[Wi90, DVV91] und U für ein gegebenesF dann Lösung einer linearen
Di�erentialgleichung.

Die bisher im Rahmen der superkonformen Vielteilchenmechanik be-
trachteten Lösungen der WDVV-Gleichungen beruhen auf Wurzelsystemen
von Lie-Algebren beziehungsweise, etwas allgemeiner, endlicher Coxeter-
Gruppen und Deformationen von diesen und es existieren auchfür bis zu
vier Teilchen entsprechende Lösungen fürU [GLP09, KLP09]. Allerdings
sind aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie und motiviert durch Lö-
sungssysteme ähnlicher Gestalt in Calogero-Moser-Theorie von A.P. Vese-
lov und anderen darüber hinaus auch WDVV-Lösungen für Wurzelsysteme
von Lie-Superalgebren [ChVe01, Ve02] und aus Projektionen solcher Sys-
teme gefunden worden [FeVe07, FeVe08]. Mit den sogenannten_-Systemen
[Ve99, Ve01] wird dazu ein eigenes Konzept verwendet.

In dieser Arbeit wird der Zusammenhang der WDVV-Lösungen inder
N = 4 superkonformen Vielteilchenmechanik zu diesen_-Systemen ge-
klärt, so dass auch den verallgemeinerten Wurzelsystemen und Projek-
tionen auf eindeutige Weise superkonforme Modelle zugeordnet werden
können. Aufbauend auf [Le08b, Le08a] werden diese Lösungssysteme au-
ÿerdem geometrisch interpretiert. Dabei zeigt sich, dass die Interpretation
der Lösungssysteme als Polytope in gewissen Fällen von Vorteil ist, als
allgemeines Klassi�kationsprinzip aber bei den Veselovschen Projektionen
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an seine Grenzen stöÿt. Indem die Kombinatorik der linearenAbhängig-
keiten in den Lösungssystemen in den Mittelpunkt gestellt wird, erweist es
sich stattdessen als sinnvoll, die WDVV-Lösungen mithilfevon Hypergra-
phen beziehungsweise Matroiden zu beschreiben. Auf diese Weise lassen
sich die bekannten Lösungen auf eine neue Art geometrisch verstehen und
klassi�zieren, wobei die besondere Schwierigkeit in einerzu erfüllenden Or-
thogonalitätseigenschaft liegt. Auÿerdem werden Wege aufgezeigt, wie man
prinzipiell zu neuen Lösungen der WDVV-Gleichungen gelangen kann.

Der Aufbau dieser Arbeit ist daher folgendermaÿen. Im Kapitel 2 wird
die N = 4 superkonforme Vielteilchenmechanik eingeführt und es wird
angerissen, auf welche Weise diese die Physik schwarzer Löcher nahe ihrem
Horizont beschreiben könnte.

Im Kapitel 3 werden die Strukturgleichungen für die PräpotentialeU
und F genauer betrachtet, ihr Zusammenhang mit den WDVV-Gleichungen
aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie erläutert und ihre Geometrie
analysiert. Des Weiteren wird gezeigt, wie sich die Strukturgleichungen in
einem speziellen Lösungsansatz zu algebraischen Gleichungen vereinfachen
und auf welche Weise diese äquivalent zu sogenannten Projektorgleichun-
gen und zur de�nierenden Bedingung der Veselovschen_-Systeme sind.

Daraufhin wird im Kapitel 4 demonstriert, dass Wurzelsysteme die WDVV-
Gleichungen lösen und es wird ein vollständiger Überblick über die bislang
bekannten Lösungssysteme der verschiedenen Typen gegeben.

Schlieÿlich wird im Kapitel 5 ausgeführt, wo die Stärken und Schwächen
der Polytopinterpretation liegen. Dann werden die Begri�e des Hypergra-
phen und des Matroids nacheinander eingeführt und untersucht, wie die
WDVV-Lösungen durch sie beschrieben werden können. Insbesondere wird
aufgezeigt, wie sich prinzipiell durch die Matroidoperationen der Kontrak-
tion und unter gewissen Umständen auch der Löschung aus gegebenen
Lösungen weitere Lösungen ergeben. Schlieÿlich werden neue Klassi�kati-
onsstrategien vorgestellt.





Kapitel 2

Superkonforme Quantenmechanik

Zu Beginn soll die N = 4 erweitert superkonforme Vielteilchenmechanik
vorgestellt werden, in welcher die WDVV-Gleichungen auftauchen. Dazu
wird zunächst demonstriert, wie man zu Calogero-Modellen als Vielteil-
chenmodellen konformer Quantenmechanik gelangt. Dann werden die su-
persymmetrischen Erweiterungen eingeführt, deren Einschränkungen an
das Potential durch Strukturgleichungen für Präpotentiale bestimmt sind.
Schlieÿlich soll angedeutet werden, inwiefern die Vermutung besteht, dass
solche superkonformen Modelle die Physik extremaler schwarzer Löcher
vom Reissner-Nordström-Typ am Ereignishorizont beschreiben.

2.1. Konforme Quantenmechanik

Die Grundlegende Arbeit zur konformen Quantenmechanik stammt von
de Alfaro, Fubini und Furlan (DFF) [ DFF76]. Aus generellem Interesse an
Quantenfeldtheorien mit konformer Symmetrie SO(1; d + 1) , beschrieben
durch die Lagrangedichte

L =
1
2

(@� � )(@� � ) � g�
2d

d� 2 ; (2.1.1)

wird die konforme Quantenmechanik als nichttrivialer aber integrabler
Spezialfall lediglich einer (Raum)Zeitdimensiond = 1 betrachtet. Dann
ist � (x � ) ! x(t) und die Lagrangedichte (2.1.1) wird zur Lagrangefunkti-
on

L =
1
2

( _x2 �
g
x2 ): (2.1.2)

Für dieses einfache Modell lässt sich die konforme Algebraso(1; 2),

[H; K ] = 2 i~D; [D; H ] = � i~H; [D; K ] = i~K; (2.1.3)
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auf dem Kon�gurationsraum darstellen durch den Hamiltonoperator

H =
1
2

( _x2 +
g
x2 ) (2.1.4)

sowie dem symmetrisierten Dilatationsoperator

D =
1
4

(x _x + _xx ) (2.1.5)

und dem Generator der speziellen konformen Transformationen

K = �
1
2

t(x _x + _xx ) +
1
2

x2: (2.1.6)

Dabei legt man wie üblich die kanonische Quantisierung

[x(t); p(t)] = i~ (2.1.7)

mit dem kanonischen Impulsp = @L
@_x = _x zugrunde.

Interessant ist für DFF die Integrabilität: Durch die Opera toren kom-
pakter Drehungen R = 1

2( 1
aK + aH ) der konformen Symmetrie, welche

ein diskretes Spektrum und normalisierbare Eigenzuständebesitzen, kön-
nen die Lösungen der Bewegungsleichungen generiert werden.Der Hamil-
tonoperator gehört jedoch nicht zu diesen, sondern bildet den Grenzfall
a ! 1 zu den nichtkompakten Generatoren hyperbolischer Transforma-
tionen S = 1

2( 1
a K � aH ).

Eine interessante Verallgemeinerung des DFF-Modells (2.1.4) erhält man,
wenn man den generischen Hamiltonoperator fürn identische Punktteil-
chen in einer Dimension

H =
1
2

pi pi + VB (x1; :::; xn ) (2.1.8)

betrachtet und zusätzlich konforme Symmetrie fordert. (In der gesam-
ten Arbeit soll die Einsteinsche Summenkonvention für die Teilchenindizes
i; j; k::: = 1 ; 2; :::; n gelten.) Invarianz unter der konformen Algebraso(1; 2)
lässt sich nun durch Invarianz unter der formalen Algebra (2.1.3) von DFF
fordern. Entsprechend der üblichen kanonischen Quantisierung

[x i ; pj ] = i~� i
j (2.1.9)
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kann diese Algebra mittels

D = �
1
4

(x i pi + pi x i ) und K =
1
2

x i x i (2.1.10)

dargestellt werden. Allerdings erfordert diese Invarianzeine Einschränkung
des PotentialsVB . Als illustratives Beispiel für die Bestimmung von quan-
tenmechanischen Modellen einer gewissen Symmetrie soll dies hier explizit
gerechnet werden: Aufgrund des Kommutators

[D; H ] =
1
4

[H; x i pi + pi x i ] =
1
4

(x i [H; p i ] + [ H; x i ]pi + pi [H; x i ] + [ H; p i ]x i )

=
1
4

(x i [VB ; pi ] + [ VB ; pi ]x i ) +
1
8

([pj pj ; x i ]pi + pi [pj pj ; x i ])

=
1
4

(x i i~@i VB + i~(@i VB )x i ) �
1
8

(2pj i~� i
j pi + 2pi pj i~� i

j )

= i~
1
2

(x i @i VB + 2VB ) � i~(
1
2

pi pi + VB ) = � i~H +
i~
2

(x i @i + 2) VB

muss zur Erfüllung der konformen Algebra gelten(x i @i + 2) VB = 0 . Das
Potential VB muss also homogen vom Grad� 2 sein, damit man eine kon-
forme Vielteilchen-Quantenmechanik erhält. Das prominente Beispiel ist
hierfür das Calogero-Modell [Ca71] mit

VB =
X

i<j

g2

(x i � x j )2 ; (2.1.11)

welches eindeutig durch die weitere Forderung nach Translations- sowie
Permutationsinvarianz und eine Beschränkung auf Zweiteilchen- Wechsel-
wirkung bestimmt ist. Indem man den Nenner(x i � x j )2 der Summanden
des Calogero-Potentials (2.1.11) als Quadrat der Wirkung einer Wurzel aus
dem WurzelsystemAn auf die Koordinaten x au�asst, bietet sich die Ver-
allgemeinerung des SpezialfallsAn auf beliebige halbeinfache Lie-Algebren
an und es lässt sich zeigen, dass diese integrable Modelle der Vielteil-
chenmechanik beschreiben [OlPe83]. Man spricht dann auch allgemein von
Calogero-Modellen. Insbesondere haben all diese Modelle Potentiale der
richtigen Homogenität und sind daher konform invariant.
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2.2. Superkonforme Quantenmechanik

Im nächsten Schritt sollen supersymmetrische Erweiterungen der konfor-
men Vielteilchenmechanik (SCQM) betrachtet werden. Dabeiwird im Fol-
genden~ = 1 gesetzt.

In der Quantenmechanik als Quantenfeldtheorie in0 + 1 Dimensionen
reduziert sich die Poincaré-Symmetrie auf Zeittranslation, der einzige Ge-
nerator ist der Hamilton-Operator. Entsprechend besteht die eindimensio-
nale unerweiterte Supersymmetrie-Algebra lediglich aus einer Superladung
und dem Hamilton-Operator:

f Q; Qyg = 2H; f Q; Qg = 0 ; [H; Q] = 0 : (2.2.1)

Für eine Darstellung auf dem Hilbertraum dern-Teilchenmechanik muss
dieser zunächst um fermionische Freiheitsgrade i , � i für eine jede Orts-
koordinate x i erweitert werden, i = 1 ; :::; n. Diese sollen die kanonischen
Antivertauschungsrelationen

f  i ; � j g = � ij und [x i ;  j ] = [ x i ; � j ] = 0 (2.2.2)

erfüllen. Um die Superalgebra auf diesem Raum darzustellen, bietet sich
zunächst der Ansatz

Q =  i pi �Q = � i pi (2.2.3)

an, da

f Q; �Qg = f  i pi ; � j pj g =  i � j pi pj +  j � i pi pj (2.2.4)

= f  i ; � j gpi pj = pi pi = 2H0: (2.2.5)

Für die supersymmetrische Erweiterung der konformen Quantenmecha-
nik kommen solche Supersymmetrie-Algebren in Frage, die imbosonischen
Teil die obige konforme Algebra (2.1.3) als Unteralgebra enthalten. Dazu
werden zusätzlich zu den SuperladungenQ fermionische GeneratorenS
mit Antikommutator proportional zum Generator der speziellen konfor-
men Transformationen K benötigt. Sie werden daher als superkonforme
Partner der Q bezeichnet.
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Für den N = 2 erweiterten Fall hat die Algebra beispielsweise die Gestalt

[H; D ] = iH [K; D ] = � iK [H; K ] = 2 iD

f Q; �Qg = 2H f S; �Sg = 2K f Q; �Sg = � 2D � 2iJ + iC (2.2.6)

[Q; D ] =
i
2

Q [S; D] = � i
2S [S; H ] = iQ

[Q; J ] = �
1
2

Q [S; J] = � 1
2S [Q; K ] = � iS;

wobei die fermionischen Generatoren in zueinander hermitesch konjugier-
ten Paaren Q, �Q beziehungsweiseS, �S auftreten. Auÿerdem hat man im
Allgemeinen einenu(1)-Generator J sowie eine reelle zentrale LadungC.

Für die Darstellung dieser Algebra auf dem Hilbertraum der wechsel-
wirkungsfreien n-Teilchen-Quantenmechanik bietet sich analog zu (2.2.3)
für die superkonformen Generatoren an

S =  i x i �S = � i x i (2.2.7)

und für den u(1)-Generator

J =
1
4

( i � i � � i  i ): (2.2.8)

Letztlich soll in dieser Arbeit jedoch N = 4 erweiterte Supersymmetrie
untersucht werden. Genauer gesagt soll die Superalgebrasu(1; 1j2)

[H; D ] = iH [K; D ] = � iK

[H; K ] = 2 iD [Ja; Jb] = i� abcJc

f Q� ; �Q� g = 2H� �
� f S� ; �S� g = 2K� �

�

[Q� ; D ] =
i
2

Q� [S� ; D ] = �
i
2

S� (2.2.9)

[Q� ; Ja] = �
1
2

(� a)�
� Q� [S� ; Ja] = �

1
2

(� a)�
� S�

[Q� ; K ] = � iS � [S� ; H ] = iQ �

f Q� ; �S� g = � 2D� �
� � 2i (� a)�

� Ja + iC� �
�

gefordert werden [GLP09], wobei die durch dieJa generierte R-Symmetrie
hier eineSU(2) ist, dargestellt mit den Paulimatrizen (� a), a = 1 ; 2; 3. Ent-
sprechend sind die SuperladungenQ� und deren superkonforme Partner
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S� nun SU(2)-Dubletts, � = 1 ; 2, mit den Hermitizitätsbedingungen

(Q� )y = �Q� ; (S� )y = �S� : (2.2.10)

Für eine Vielteilchenmechanik-Darstellung wird der Kon�gurationsraum
um zusätzliche fermionische Freiheitsgrade i

� und � �i erweitert und die
Generatoren werden mit der Ausnahme von

Ja =
1
2

� �i (� a)�
�  i

� (2.2.11)

vollkommen analog zum FallN = 2 dargestellt.
Analog zur Untersuchung der konformen Modelle ohne Supersymmetrie

im letzten Abschnitt erhält man aus der Forderung, dass die darzustellen-
den Algebren auf dem Kon�gurationsraum schlieÿen, nun Einschränkun-
gen an das PotentialV eines Modells. Im Gegensatz zu den unerweiter-
ten konformen Modellen ist bei den supersymmetrischen eineV -abhängige
Modi�kation der Darstellung der Supergeneratoren Q nötig.

Im Fall der N = 2 erweiterten Algebra (2.2.6) erhält man so [GLP06]
zusätzlich zum bosonischen PotentialVB eine fermionische Erweiterung

VF = � (@i @j U) i � j (2.2.12)

bestimmt durch ein Präpotential U, welches aufgrund der Algebra weiter-
hin durch folgende Gleichungen eingeschränkt ist:

@i @i U + ( @i U)(@i U) = 2 VB ; x i @i U = C: (2.2.13)

Diese Gleichungen kann man beispielsweise für das Potential des Calogero-
Modells (2.1.11) allgemein lösen und damit dieN = 2 erweiterten Verall-
gemeinerungen des Calogero-Modells klassi�zieren. Die schon 1990 gefun-
denen Verallgemeinerungen von [FrMe90] sind darin enthalten.

In N = 4 erweiterter Vielteilchenmechanik geht man vollkommen analog
vor [GLP07]; es stellt sich heraus, dass hier nicht nur quadratische, sondern
auch quartische Terme der fermionischen Freiheitsgrade imPotential zu
berücksichtigen sind. Aus der vollen Algebra erhält man dann das Potential

V = VB +
~2

8
Fijk Fijk � Uij



 i

�
� �j �

+
1
4

Fijkl

D
 i

�  j� � �k � l
�

E
; (2.2.14)
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wobei h:::i das Weyl-geordnete Produkt bezeichnet. Die Koe�zientenfunk-
tionen Uij , Fijk und Fijkl lassen sich aufgrund der Superalgebra (2.2.9)
letztlich durch lediglich zwei skalare PräpotentialeU und F folgenderma-
ÿen schreiben

Fijkl = @i Fjkl = @i @j @k@l F (2.2.15)

Uij = @i Uj = @i @j U: (2.2.16)

Das klassische (~ ! 0), bosonische Potential kann dann imN = 4 super-
konformen Fall durch

VB =
1
2

(@i U)(@i U) (2.2.17)

ausgedrückt werden.
Schlieÿlich erschöpfen sich die Einschränkungen aus der Superalgebra in

den folgendenStrukturgleichungen

Fikp Fj lp = Fjkp Filp (2.2.18)

x i Fijk = � � jk (2.2.19)

@i Uj + Fijk Uk = 0 (2.2.20)

x i Ui = � C: (2.2.21)

Die Struktur und Lösungsmöglichkeiten dieser Gleichungenund damit die
Klassi�kation dieser N = 4 superkonformen Vielteilchen-Mechanik soll
Thema dieser Arbeit sein.

2.3. SCQM und Schwarze Löcher

Superkonform quantenmechanische Modelle bilden nicht nureine spezi-
elle Klasse integrabler Systeme, sondern es besteht auch die Annahme,
dass sich mit ihnen physikalisch relevante Modelle beschreiben lassen. Ins-
besondere gibt es Vermutungen, dass sich die Dynamik von extremalen
geladenen schwarzen Löchern e�ektiv durch derartige Modelle beschreiben
lässt.

Der entscheidende Punkt ist hierbei, dass die AdS2 � S2-Geometrie
spezieller vierdimensionaler schwarzer Löcher nahe ihresEreignishorizonts
mithilfe der AdSd+1 /CFT d-Korrespondenz im Rahmen von Stringtheorie
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durch eine eindimensionale konforme Feldtheorie, also eine konforme Quan-
tenmechanik beschrieben werden kann [CDKKT98 ].

Genauer gesagt handelt es sich bei diesen schwarzen Löchernum solche
vom Reissner-Nordström-Typ. Dies sind eindeutige, sphärisch symmetri-
sche, statische Lösungen der Vakuum-Einstein-Gleichungen zusammen mit
quellenfreien Maxwell-Gleichungen, also beschrieben durch die klassische
Wirkung (mit Gravitationskonstante GN =1)

S =
1

16�

�
d4x

p
� g(R � F�� F �� ): (2.3.1)

Diese schwarzen Löcher sind durch MasseM und elektrische sowie magne-
tische Ladung Q, P charakterisiert. Für

M 2 = Q2 + P2 (2.3.2)

gibt es nur einen Ereignishorizont, man bezeichnet ein solches schwarzes
Loch dann als extremal. In isotropischen Koordinaten wird es durch die
Metrik

ds2 = � (1 +
M
r

)� 2dt2 + (1 +
M
r

)2(dr 2 + r 2d
 2) (2.3.3)

beschrieben. Nahe dem Ereignishorizont,r � M , wird der Winkelanteil
der Metrik r -unabhängig und Radial- und Zeitteil zu einer Anti-de-Sitter-
Metrik,

ds2 = ( �
r 2

M 2 dt2 +
M 2

r 2 dr 2) + ( M 2d
 2); (2.3.4)

der sogenannten Bertotti-Robinson-Metrik. Dabei handelt es sich gerade
um eineSO(1; 2)� SO(3)-invariante Metrik auf dem AdS2 � S2. Die Masse
M ist gleichermaÿen der Radius der 2-Sphäre wie auch proportional zum
Krümmungsradius des Anti-de-Sitter-Raumes.

Ein Testteilchen mit Masse m und Ladung q in dieser Geometrie kann
nun ebenso gut auch durch eine eindimensionale, konform symmetrische
Mechanik beschrieben werden. In [CDKKT98 ] wird gezeigt, dass diese Me-
chanik durch den relativistischen Hamilton-Operator

H =
_x2

2f
+

mg
2x2f

(2.3.5)
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beschrieben wird mit

f (x; _x) =
1
2

(
p

m2 + ( x2 _x2 + 4L 2)=4M 2 + q) (2.3.6)

und

g =
4M 2(m2 � q2)

m
+

4L 2

m
: (2.3.7)

Hierbei entspricht x = 0 im Anti-de-Sitter-Raum r = 1 und x = 1 dem
Ereignishorizont. Die konforme Symmetrie ist dann durch die Generatoren
der konformen Boosts beziehungsweise der Dilatation

K = �
1
2

f (x; _x)x2 ; D =
1
2

x _x (2.3.8)

gegeben. Im nicht-relativistischen Limes einer groÿen Masse des schwarzen
Lochs M ! 1 und minimaler Di�erenz von Masse zu Ladung des Test-
teilchens (m � q) ! 0 bei festgehaltenemM 2(m � q) erhält man wieder
den wohlbekannten DFF-Hamilton-Operator

H =
_x2

2m
+

g
2x2 ; (2.3.9)

nun mit

g = 8M 2(m � q) +
4l(l + 1)

m
: (2.3.10)

Für verschwindenden Drehimpulsl = 0 lassen sich drei Fälle unterscheiden:
Ein ultra-relativistisches Teilchen (m < q ), dass vom negativen Potential
zu x = 0 angezogen wird, dass heiÿt vom schwarzen Loch ins unendliche
abgestoÿen wird, einem �sub-relativistischen� Teilchen (m > q ), welches
vom schwarzen Loch angezogen wird und der Extremalfall (m = q), in
dem das Potential verschwindet, also Anziehung durch Gravitation und
Abstoÿung durch elektromagnetische Wechselwirkung sich gerade gegen-
seitig aufheben.

In [CDKKT98 ] wird des Weiteren ein Superteilchen durch eine Erwei-
terung der Symmetrie aufOSp(1j2) beschrieben. Als physikalisch relevant
wird jedoch eineSU(1; 1j2)-Symmetrie vermutet [GiTo98]: Da die Lösung
eines schwarzen Loches in IIb Supergravitation kompakti�ziert auf den
Torus T6 ein extremales schwarzes Loch vom Reissner-Nordström-Typ
mit SU(1; 1j2)-Isometrie darstellt und eine äquivalente Formulierung als
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Schnittpunkt von D3-branen hat, wird dort vermutet, dass eineSU(1; 1j2)
invariante superkonforme Erweiterung des Calogero-Modells, wie sie nun
mit ( 2.2.14) konstruiert ist, die Fluktuationen der D3-branen in der Nä-
he des Schnittpunkts und damit die mikroskopischen Freiheitsgrade des
schwarzen Lochs nahe dem Horizont fürn ! 1 beschreibt. Dabei ist die
Vorstellung, dass dien-Teilchen-Quantenmechanik ein Teilchen in Wechsel-
wirkung mit einem n � 1-Teilchen-Cluster beschreibt, der als das schwarze
Loch mit seinenn � 1 Freiheitsgrade, den �Calogeronen�, auf dem Horizont
verstanden wird.

Diese Vermutung ist also neben dem prinzipiellen Interessean integra-
blen Systemen Motivation für die hier betrachtete N = 4 superkonforme
Vielteilchenmechanik.



Kapitel 3

Die Struktur der WDVV-Gleichungen

Die Strukturgleichungen (2.2.18- 2.2.21) für die Präpotentiale U und F der
N = 4 SCQM aus dem letzten Kapitel werden nun genauer untersucht und
ihre Beziehung zu den verallgemeinerten WDVV-Gleichungen aus Seiberg-
Witten-Theorie und topologischer Feldtheorie geklärt. Aus der Forderung
nach einem �achen Kon�gurationsraum wird ein logarithmischer Kovek-
torlösungsansatz motiviert, der die WDVV-Gleichungen aufalgebraische
Gleichungen reduziert, und es werden verschiedene äquivalente Formulie-
rungen dieser Gleichungen verglichen.

3.1. Die WDVV-Gleichungen in N = 4 SCQM

Im Abschnitt 2.2 wurde erläutert, wie man zu DarstellungenN = 4 erwei-
terter Supersymmetrie in Form der Lie-Superalgebrasu(1; 1j2) mit einer
zentralen ErweiterungC auf dem Hilbertraum einer Quantenmechanik von
n Teilchen gleicher Masse in einer Raumdimension mit zusätzlichen fer-
mionischen Freiheitsgraden gelangt. Ein derart superkonformer Hamilton-
Operator ist demnach von der Form

H =
1
2

pi pi +
1
2

(@i U)(@i U) +
~2

8
(@i @j @kF )(@i @j @kF )

� (@i @j U)


 i

�
� �j �

+
1
4

(@i @j @k@l F )
D

 i
�  j� � �k � l

�

E
: (3.1.1)

Damit sind die Modelle einer solcher SCQM vollständig durchdie beiden
Präpotentiale U und F bestimmt, welche Funktionen von den Orten der
n Punktteilchen auf der reellen Gerade sind und den Strukturgleichungen
(2.2.18 - 2.2.21) genügen müssen. Insbesondere ist der klassische, bosoni-

15
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sche Teil des Potentials

VB =
1
2

(@i U)(@i U) (3.1.2)

vollständig durch das Präpotential U bestimmt.
Es bieten sich daher zwei Wege an, Modelle einer solchen SCQMzu

konstruieren:

1. Superkonforme Erweiterung spezieller konformer Modelle: Man star-
tet mit einer bekannten, rein bosonischen Quantenmechanik, wie zum
Beispiel dem Calogero-Modell mit VB =

P g2

(x i � x j )2 (2.1.11), und
sucht nach möglichen PräpotentialenU als Lösung der Di�erential-
gleichung (3.1.2). Diese untersucht man dann dahingehend, ob sich
ein Präpotential F �nden lässt, so dass die Strukturgleichungen er-
füllt werden. Dabei erhält auch der bosonische Teil des Potentials
dann Quantenkorrekturen V~ = ~2

8 (@i @j @kF )(@i @j @kF ).

2. Direktes Lösen der Strukturgleichungen mit bosonischenPotentialen
als Konsequenz aus der(U; F )-Lösung.

In [BeGL04] beispielsweise wurde Ersteres fürn = 2 ; 3 mit Calogero-
Potential versucht. Umfassender ist allerdings der zweiteAnsatz, auf den
sich im Folgenden konzentriert werden soll. Dazu sollen dieStrukturglei-
chungen zunächst noch einmal explizit inU und F formuliert und genauer
betrachtet werden.

Die erste Gleichung (2.2.18) hat so die Form

(@i @k@pF ) (@j @l @pF ) = ( @j @k@pF ) (@i @l @pF ) (3.1.3)

Dies ist eine spezielle Version der aus der zweidimensionalen topologischen
Feldtheorie bekannten, nach Witten, Dijkgraaf sowie den Verlinde-Brüdern
benanntenWDVV-Gleichung [Wi90, DVV91]. Die WDVV-Gleichung taucht
auÿerdem in e�ektiver Seiberg-Witten-Theorie auf, indem das Präpotential
der N = 2 supersymmetrischen Yang-Mills-Wirkung diese erfüllt [MMM96].

Versteht man die dritten Ableitungen des Präpotentials F als Zusam-
menhangskoe�zienten F j

ik = � j l @i @l @kF auf dem Kon�gurationsraum, kann
man die WDVV-Gleichung als Bedingung au�assen, dass der Krümmungs-
tensor Rijkl zu diesem Zusammenhang verschwindet, weil dieser sich wegen
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der totalen Symmetrie von Fijk = @i @j @kF aufgrund der Vertauschbarkeit
von partiellen Ableitungen auf

Rijkl = [ Fi ; Fj ]kl = F p
ik Fj lp � F p

jk Filp (3.1.4)

reduziert. Auf diese geometrische Struktur der Gleichungen wird noch ge-
nauer im nächsten Abschnitt eingegangen. An dieser Stelle hilft diese Be-
trachtung aber schon zu der unmittelbaren Erkenntnis, dassdie Anzahl
der unabhängigen Gleichungen in der WDVV-Gleichung zunächst der An-
zahl der Komponenten des Riemanntensors entspricht, also(n+1) n2 (n� 1)

12
beträgt. Dies wird durch die anderen Strukturgleichungen allerdings noch
weiter eingeschränkt.

Das Präpotential U muss entsprechend (2.2.20) der Gleichung

@i @j U � (@i @j @kF )@kU = 0 (3.1.5)

genügen. Sie lässt sich als Forderung nach kovarianter Konstanz des Ko-
vektors Uj = @j U bezüglich obigen Zusammenhangs verstehen, da sie äqui-
valent zu

(Di U) j = @i Uj � F k
ij Uk = 0 (3.1.6)

ist. Auf diese Weise muss allerdings auch

0 = [Di ; Dj ] l
k Ul = R l

ijk Ul = [ Fi ; Fj ] l
k Ul (3.1.7)

gelten, was bedeutet, dass die auf@Uprojizierten WDVV-Gleichungen von
(3.1.5) impliziert werden.

Schlieÿlich müssen sowohlU als auch F noch unabhängig voneinander
die Homogenitätsbedingungen (2.2.21) und (2.2.19) erfüllen. Für U lautet
diese

x i @i U = � C: (3.1.8)

Damit ist U nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmbar, was bedeu-
tet, dass die eigentlich relevante Gröÿe tatsächlich der Kovektor Ui = @i U
ist, der sich aus dem PräpotentialU generieren lässt.

Ebenso ist vom Präpotential F die Homogenitätsgleichung

x i (@i @j @kF ) = � � jk ; (3.1.9)
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zu fordern, so dassF sogar nur eindeutig bis auf Polynome zweiten Grades
ist. Diese Freiheit ausnutzend lässt sich (3.1.9) zweifach au�ntegrieren zu

(x i @i � 2)F = �
1
2

x i x i : (3.1.10)

Bemerkenswert ist, dass die Homogenitätsgleichung (3.1.9) die Kontrak-
tion der WDVV-Gleichungen (3.1.3) mit x i impliziert, so dass nur die
WDVV-Gleichungen in den Winkelanteilen der Koordinaten unabhängig
sind. Mit dieser Dimensionsreduktion n ! n � 1 verringert sich die Zahl
der unabhängigen WDVV-Gleichungen auf

# =
n(n � 1)2(n � 2)

12
; (3.1.11)

so dass sie insbesondere inn = 2 automatisch erfüllt sind und sich in n = 3
auf eine einzige Gleichung reduzieren, die sogar schon aus (3.1.7) folgt.

Sowohl fürU als auch fürF sind die �Homogenitätsgleichungen� inhomo-
gen. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass diese Inhomogenität
im Fall von U durch die zentrale LadungC der Superalgebra gegeben ist.
Dabei erlaubt nur C = 0 ein Präpotential U � 0, wenngleich es selbst
dann nichtverschwindende homogeneU-Lösungen geben kann.

Dagegen ist die Inhomogenität fürF in (3.1.9) mit � � jk eine Konstan-
te und lässt daher generell keine LösungF � 0 zu. Das bedeutet, dass
selbst Darstellungen der Superalgebra ohne zentrale Ladung nicht wech-
selwirkungsfrei möglich sind, sondern es immer Potentialterme quartisch
in den fermionischen Freiheitsgraden geben muss. Dies spiegelt die obige
Tatsache wider (Abschnitt 2.2), dass die Superalgebra in freier Darstellung
nicht schlieÿt.

Aufgrund dieser Diskussion stellen sich die beiden am Anfang des Ab-
schnitts skizzierten Konstruktionsstrategien N = 4 superkonformer Viel-
teilchenmechanik wie folgt dar: Folgt man der ersten Strategie, in dem
man von einem klassischen bosonischen PotentialVB startet, muss man
ein dazu passendes PräpotentialU �nden, welches einerseits die Homo-
genitätsgleichung (3.1.8) erfüllt, zu dem sich aber andererseits auch noch
ein ZusammenhangF j

ik mit geeigneter Struktur �nden lässt, so dass die
entsprechende kovariante Ableitung von@i U gemäÿ (3.1.6) verschwindet.
Dies scheint ohne vorherige Kenntnis des Ergebnis kaum möglich.
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Folgt man der zweiten Strategie und sucht nach superkonformen Model-
len als Lösung der Strukturgleichungen unabhängig von deren klassischen,
bosonischen Grenzfällen, bietet es sich an, zunächst die WDVV- und Ho-
mogenitätsgleichungen für das PräpotentialF zu lösen; damit hat man auf
jeden Fall schon die Lösungen für verschwindende zentrale Ladung C und
U � 0. Andererseits kann man dann auch noch nach kovarianten Kovekto-
ren @Usuchen, die nebenbei die Homogenitätsgleichungen fürU erfüllen.

In dieser Arbeit soll diesem Weg gefolgt werden. Auÿerdem soll der
Schwerpunkt auf den WDVV-Gleichungen liegen, das schwierige Geschäft
der Suche nachU-Lösungen, wie es in [GLP09] und im Rahmen einer
Superraumformulierung dieser superkonformen Mechanik mithilfe analo-
ger Gleichungen in [KLP09] betrieben wird, wird hier nicht betrachtet.

3.2. Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen
und ihre Geometrie

Interessanterweise stehen die WDVV- und Homogenitäts-Gleichungen (3.1.3,
3.1.9) zusammen genommen in einem direktem Zusammenhang mit den
sogenanntenverallgemeinerten WDVV-Gleichungen, wie sie im Rahmen
von Seiberg-Witten-Theorie eingeführt wurden [MMM96]. Da ein Groÿteil
der Literatur von den WDVV-Gleichungen in dieser Form ausgeht, ist es
hilfreich, sie genauer zu betrachten und die Beziehung zu denStruktur-
gleichungen derN = 4 SCQM zu klären.

Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen werden als

Fi F
� 1
k Fj = Fj F � 1

k Fi (3.2.1)

formuliert, wobei die (Fi ) jk = @i @j @kF zu einem Präpotential F : V ! R
auf einem Vektorraum V �= Rn als Komponenten vonn � n-Matrizen be-
ziehungsweise(0; 2)-TensorenFi aufgefasst werden. In [Ve99] werden diese
Gleichungen als verallgemeinert bezeichnet, weil bis zu [MMM96] nur der
Spezialfall k = 1 einer ausgezeichneten Variable fürF � 1 betrachtet wurde.
Gleichwohl stellen sie unter gewissen Nebenbedingungen auch eine allge-
meinere Formulierung der Strukturgleichungen fürF aus dem vorherigen
Abschnitt dar.

Um dies zu demonstrieren, betrachtet man zunächst eine nichtentartete
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Linearkombination

G(y) := � i (y)Fi (y) = ( � xF )(y); (3.2.2)

für y 2 V , de�niert durch ein Vektorfeld � (y) = � i (y)@i . Wegen der Sym-
metrie der Fi -Matrizen kann diese als MetrikGy := G(y) auf dem Tangen-
tialbündel T V verstanden werden und ermöglicht eine Dualität zwischen
Vektoren u 2 T V und Kovektoren in �u 2 T V � gemäÿ

�u(v) = Gy(u; v) = � i (y)Fijk (y)ui vk ; (3.2.3)

was in Koordinaten dem Herauf- beziehungsweise Herunterziehen von In-
dizes

(�u) j = uj = Gij ui

entspricht.
Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen (3.2.1) sind für ein gegebenes

G äquivalent zu [MMM97, MaGr99]

Fi G� 1Fj = Fj G� 1Fi (3.2.4)

und durch Linksmultiplikation mit G� 1 entspricht dies der Kommutator-
gleichung � �Fi ; �Fj

�
= �Fi �Fj � �Fj �Fi = 0 : (3.2.5)

Die WDVV-Gleichungen (3.1.3) im vorherigen Abschnitt sind hiervon
der Spezialfall, in demGij = � ij die Metrik zum Standardskalarprodukt
ist, was lokal immer möglich ist, insbesondere aufgrund derTrivialität
des TangentialbündelsT V �= TRn �= Rn �= V hier auch global. Fordert
man dies, erhält man mit der De�nition der Metrik G (3.2.2) aber eine
zusätzliche Gleichung, die in der Wahl des Euler-Vektorfeldes � i (y) = yi

bis auf Vorzeichen gerade der Homogenitätsgleichung (3.1.9) entspricht.
Das Vorzeichen lässt sich ins PräpotentialF absorbieren, da die WDVV-
Gleichungen (3.1.3) beziehungsweise die Kommutatorgleichung (3.2.5) un-
abhängig von einer Skalierung vonF sind. Die Homogenitätsgleichung legt
in diesem Sinne lediglich die Koordinaten als euklidisch fest.

Also sind Kommutatorgleichung (3.2.5) und Metrikde�nition ( 3.2.2) mit
dem Euler-Vektorfeld zusammen äquivalent zu den Strukturgleichungen
für das Präpotential F der N = 4 SCQM. Für ein solches gegebenes Vek-
torfeld � sind diese wiederum auch äquivalent zu den verallgemeinerten
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WDVV-Gleichungen (3.2.1), es ist aber nicht der Fall, dass die Kommu-
tatorgleichung mit einer beliebigen Metrik aus ihnen hervorgeht. Das be-
deutet, dass unter Voraussetzung der Homogenitätsgleichung (3.1.9) die
WDVV-Gleichungen (3.1.3) äquivalent zu den verallgemeinerten WDVV-
Gleichungen (3.2.1) sind.

Für unsere Zwecke soll also die Metrik im Folgenden immer über das
Euler-Vektorfeld de�niert sein. Der zugehörige Levi-Cività-Zusammenhang
hat dann als Christo�elsymbole

� j
ik =

1
2

Gj l (@kGil + @i Gkl � @l Gik )

=
1
2

Gj l (� p
kFpil + yp@pFikl ); (3.2.6)

die sich mit der Identität

0 = @k (Gil Glj ) = @k(ypF j
ip ) = F j

ik + yp@kF j
ip (3.2.7)

= Gj l (Fikl + yp@pFikl ) + ( @kGlj )ypFilp (3.2.8)

zu

� j
ik =

1
2

Gj l (Fikl + ypFpikl ) = �
1
2

Gil (@kGj l ) =
1
2

Gj l (@kGil )(3.2.9)

vereinfachen. Davon zu unterscheiden sind obige Überlegungen (3.1.4) zu
einem durch das PräpotentialF de�nierten Zusammenhang, der sich nun
aber auch präzisieren lässt: Die Gesamtheit der Matrizen�Fi lässt sich als
Einsform �F := �Fi dyi verstehen, so dassD = @+ �F o�ensichtlich die einen
Zusammenhang de�nierenden Eigenschaften der Linearität in der letzten
Komponente und die Leibnizregel erfüllt. Die Krümmungsform dieses Zu-
sammenhangs ist dann

RF
ij = ( d �F + �F ^ �F ) ij (3.2.10)

= @i �Fj � @j �Fi + �Fi �Fj � �Fj �Fi (3.2.11)

=
� �Fi ; �Fj

�
(3.2.12)

und verschwindet gemäÿ der WDVV-Gleichungen (3.2.5). In die De�nition
dieses �achen Zusammenhangs ist dabei zwar die MetrikG schon einge-
gangen, der Zusammenhang ist aber von deren Levi-Cività-Zusammenhang
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(3.2.6) o�ensichtlich verschieden. Aufgrund der Symmetrie in denbeiden
unteren Indizes ist �F zwar auch ein torsionsfreier, jedoch im Allgemei-
nen kein metrischer Zusammenhang; der naheliegende Ansatzeiner Metrik
gij := @i @j F beispielsweise liefert nicht �F als Levi-Cività-Zusammenhang:

� j
ik (g) =

1
2

gj l Fikl 6= Gj l Fikl = ( �Fi )
j
k :

Ein bemerkenswerter Aspekt dieser Konstruktion ist, dass sich durch �F
eine Multiplikation auf T V de�nieren lässt

u ? v := ux �F (v) = vx �F (u); (3.2.13)

beziehungsweise in Koordinaten

(u ? v) i = ( �Fj ) i
kuj vk ;

welche nicht nur de�nitionsgemäÿ kommutativ ist und die sogenannte
Frobenius-Eigenschaft[FeVe07]

(u ? v) � w = u � (v ? w)

erfüllt (mit � �� für das Skalarprodukt bezüglich G), sondern dank der
WDVV-Gleichungen auch assoziativ ist,

(u ? v) ? w = u ? (v ? w):

Für ein �aches G erhält man so eine Frobenius-Mannigfaltigkeit und da-
mit einen weiteren, spezi�sch geometrischen Rahmen, in demdie WDVV-
Gleichungen mathematisch untersucht werden können [Du94].

Es liegt nun für einen Vektorraum als Mannigfaltigkeit mit euklidischer
Struktur nahe, konstante Metriken G zu betrachten. Dann ist die Transfor-
mation von euklidischen Koordinaten f x i g in beliebige anderef yi g linear
und wird im Folgenden mit

f : Rn ! V ; yi = f i (x j ) = M i
j x j = ( M � 1x) i (3.2.14)

bezeichnet, so dass Kovektoren� i = M j
i � j = ( M� ) i über die Matrix M

transformieren. Damit erhält man eine Zerlegung der vonf induzierten
Metrik in den Koordinaten f yi g [Le08a]

Gij = M k
i M l

j � kl = ( MM T ) ij : (3.2.15)
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Man kann sich leicht davon überzeugen, dass die WDVV-Gleichungen auch
tatsächlich invariant unter solchen linearen Transformationen sind: Die
dritten Ableitung des Präpotentials F transformieren als (1; 2)-Tensoren
F j

i k = ( �Fi )
j
k ! M l

i M j
mM n

k F m
l n , so dass die Gleichungen

0 =
� �Fi (x); �Fj (x)

� k
l = F k

p [i (x)F p
j ] l (x) (3.2.16)

! M m
i M n

j M k
r M s

l
�F r

p [m (y); �F p
n] s(y) = 0 (3.2.17)

äquivalent zu Gleichungen identischer Struktur

�F r
p [m (y); �F p

n] s(y) = 0 (3.2.18)

in den neuen Koordianten sind. Nach (3.3.18) sind die WDVV-Gleichungen
damit insbesondere invariant unter orthogonalen Transformationen MM T =
1, welche die Metrik erhalten beziehungsweise die Homogenitätsgleichung
invariant lassen.

Explizit lässt sich für eine gegebene MetrikG die Transformations-
matrix M mittels Cholesky-Zerlegung berechnen. Auf diese Weise lassen
sich alle Betrachtungen in der Literatur zu den verallgemeinerten WDVV-
Gleichungen mit konstanter Metrik G direkt in die Problematik der N = 4
SCQM transformieren.

Im Übrigen kann auch die SCQM von Grund auf derart formuliert wer-
den, dass die Struktur-Gleichungen mit einer allgemeinen,konstanten Me-
trik G folgen. Dafür muss der Antikommutator der fermionischen Freiheits-
grade verallgemeinert als

n
 i

� ;  j�
o

= Gij � �
�

postuliert werden. Dies wird besonders in der Superraumformulierung von
[KLP09] deutlich, wo G direkt in der Wirkung auftaucht.

3.3. Algebraisierung der WDVV-Gleichungen

Durch einen geschickten Lösungsansatz lassen sich die WDVVvon parti-
ellen Di�erentialgleichungen auf algebraische Gleichungen reduzieren. Die
Motivation für diesen Ansatz liegt gerade in der Forderung einer konstan-
ten Metrik G. Aufgrund der euklidischen Struktur des Vektorraums wird
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im FolgendenT V �= V identi�ziert und von (Ko)Vektoren nur noch im Sin-
ne der linearen Algebra und von der �Metrik� G als der ein Skalarprodukt
� �� de�nierenden Bilinearform gesprochen.

Die De�nition der Metrik ( 3.2.2) wird durch die Forderung der Konstanz
analog zur Homogenitätsgleichung (3.1.10) zu einer inhomogenen Di�eren-
tialgleichung

(yi @i � 2)F (y) =
1
2

Gij yi yj (3.3.1)

für das Präpotential F . Diese wird durch die Summe einer inhomogenen
Lösung Finhom mit beliebigen homogenen LösungenFhom gelöst. Da die
Gleichung in sphärischen Koordinatenf yi g ! f r =

p
Gij yi yj ; �̂ g ausge-

drückt

(r@r � 2)F (r; �̂ ) = �
1
2

r 2 (3.3.2)

nur noch von der radialen Koordinate abhängt, separieren die homogenen
Lösungen in Radial- und Winkelanteil zu

Fhom (r; �̂ ) = f (�̂ )g(r ) = r 2f (�̂ ); (3.3.3)

sind also durch beliebige Funktionen der Winkelf (�̂ ) = f ( y i

y1 ) bestimmt.
Eine einfache und naheliegende inhomogene Lösung ist durch

Finhom (r ) =
1
2

r 2 ln r =
1
4

r 2 ln r 2 (3.3.4)

gegeben. Da sich sphärische Koordinaten aber für die Lösungder WDVV-
Gleichungen eher als unhandlich erweisen1, verzichtet man in der weiteren
Betrachtung lieber auf die homogenen Lösungen und verallgemeinert statt-
dessen die inhomogene Lösung (3.3.4) in den ursprünglichen Koordinaten
f yi g zu

Finhom (y) =
1
4

pX

a=1

Qa(y) ln jQa(y)j; (3.3.5)

1 In [KLP09 ] sind für n = 2 ; 3 spezielle Lösungen für äquivalente Gleichungen in sphäri-
schen Koordinaten formuliert; sie scheinen die Symmetrien der WDVV-Gleichungen
allerdings eher zu verschleiern.
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charakterisiert durch quadratische FormenQa(y) = Qa
ij yi yj mit

pX

a=1

Qa
ij = Gij : (3.3.6)

Die Lösung (3.3.4) ist dann der einfachste Fall einer einzigen quadratischen
Form Q(y) = Gij yi yj = r 2.

Mit diesem Ansatz ergeben sich die dritten Ableitungen zu

@i @j @kF (y) =
pX

a=1

(
Qa

ij Qa
kl + Qa

ik Qa
jl + Qa

il Q
a
jk

Qa(y)
yl � 2

Qa
il Q

a
jm Qa

kn

(Qa(x))2 yl ym yn ):

(3.3.7)
Als Spezialfall betrachtet man lediglich quadratische Formen vom Rang 1,
die durch Kovektoren � a 2 B = f � 1; :::; � pg mit spanB = V � als Qa(y) =
� a(y)2 � � ai � aj yi yj dargestellt werden können. Dabei wird die Wirkung
der Kovektoren auf Vektoren als

� a(y) � � ai yi (3.3.8)

verstanden. Somit erhält man den Lösungsansatz

F (y) =
1
2

pX

a=1

� a(y)2lnj� a(y)j; (3.3.9)

beziehungsweise, die Nummerierung der Kovektoren unterdrückend,

F =
1
2

X

� 2B

� (y)2lnj� (y)j: (3.3.10)

Die dritten Ableitungen dieser logarithmischen Funktion sind entsprechend
(3.3.7) nun durch

@i @j @kF =
X

� 2B

� i � j � k

� (y)
; (3.3.11)

gegeben, so dass man die Metrik als

Gij (y) = yk@i @j @kF (y) =
X

� 2B

� i � j (3.3.12)
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erhält. Die WDVV-Kommutatorgleichung ( 3.2.5) wird damit zu

0 = 2G[ �Fi ; �Fj ] = 2G

2

4
X

� 2B

� i �� 
 �
� (y)

;
X

� 02B

� 0
j

�� 0 
 � 0

� 0(y)

3

5 (3.3.13)

= 2G
X

�;� 02B

� i � 0
j

� (y)� 0(y)

� �� 
 � ( �� 0)� 0 � �� 0 
 � 0( �� )�
�

(3.3.14)

=
X

�;� 02B

� � � 0 � i � 0
j

� (y)� 0(y)
� ^ � 0+

X

�;� 02B

�
� $ � 0� (3.3.15)

=
X

�;� 02B

� � � 0 (� ^ � 0) ij

� (y)� 0(y)
� ^ � 0: (3.3.16)

Auf diese Weise ist das komplizierte System partieller, nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen nun auf einen Satz nichtlinearer, algebraischer Glei-
chungen reduziert. Aufgrund der Antisymmetrie des Dach-Produkts und
Symmetrie des Skalarprodukts ist die Doppelsumme symmetrisch und be-
steht so ausp(p� 1)

2 verschiedenen Summanden, also

1
2

X

�;� 02B

� � � 0 (� ^ � 0) ij

� (y)� 0(y)
� ^ � 0 =

X

1� a<b � p

� a � � b (� a ^ � b) ij

� a(y)� b(y)
� a ^ � b = 0 :

(3.3.17)
An den algebraisierten WDVV-Gleichungen sieht man direkt,dass zwei

Lösungen dieser Gleichungen charakterisiert durch KovektormengenB �
V � und B0 � V 0� gemeinsam wiederum eine durch~B = B [ B 0 =: B � B 0

charakterisierte Lösung inV � V 0 ergeben; Lösungen dieser Form werden
als reduzibel bezeichnet, lässt sich keine derartige Zerlegung vollziehen,
nennt man sieirreduzibel.

Wesentlich für die Vereinfachung der Gleichungen ist, dasssich die qua-
dratische Form in das Produkt zweier LinearformenQ(y) = � (y)� (y) =
� (y)2 zerlegt, so dass sich in den drittenF -Ableitungen alle y-Terme aus
dem Zähler herauskürzen. Diese Vereinfachung bekommt man für quadra-
tische Formen höheren Ranges nicht; selbst wenn sie symmetrisch sind,
erhält man durch Cholesky-ZerlegungQ = N T N in obere Dreiecksmatri-
zen N nur eine Zerlegung in ein SkalarproduktQ(y) = N (y) � N (y), was
eine derartige Vereinfachung nicht ermöglicht. In dieser Arbeit wird sich
daher prinzipiell auf den Kovektoransatz beschränkt.
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In der Literatur zu den WDVV-Lösungen gibt es davon eine Ausnah-
me: Die radiale Lösung (3.3.4) lässt sich in Kovektorlösungen integrieren
[GLP09] und mithilfe dieser Technik kann man sogar die irreduziblen Tei-
le einer reduziblen Lösung auf verschiedene Arten zu einer irreduziblen
Lösung kombinieren [LePo09].

Schlieÿlich soll noch die Transformation in euklidische Koordinaten f x i g
(3.2.14) betrachtet werden. Die Kovektoren � 2 B transformieren sich zu
� = M � 1� 2 A , so dass die Metrik in diesen Koordinaten zu

G =
X

�

� 
 � =
X

�

M� 
 M� = M (
X

�

� 
 � )M T = MM T (3.3.18)

wird und aus dem Vergleich mit der allgemeinen Metriktransformation
(3.2.15) direkt X

� 2A

� i � j = � ij (3.3.19)

abgelesen werden kann. Dies ist somit die Form der Homogenitätsgleichung
(3.1.9) im Kovektoransatz.

Die WDVV-Gleichungen (3.3.16) sind, wie nach (3.2.16) zu erwarten,
von gleicher Form

X

�;� 02A

� � � 0 (� ^ � 0) ij

� (x)� 0(x)
� ^ � 0 = 0 (3.3.20)

und unterscheiden sich nur darin, dass� � � 0 = � ij � i � 0
j nun das Standards-

kalarprodukt bezeichnet.

3.4. Die Projektorgleichung

Motiviert durch die Feststellung, dass die entscheidendenTeilsummen in
den algebraisierten WDVV-Gleichungen (3.3.20) solche über koplanare Ko-
vektorpaare sind, wie weiter unten im Abschnitt 4.1näher ausgeführt wird,
bietet sich eine weitere Betrachtungsweise der Gleichungenan.

Die Homogenitätsgleichung im Kovektor-Ansatz lässt sich auch auf eine
etwas andere Weise formulieren und verstehen: SeiA die Matrix die sich
aus den Kovektorenf � aga=1 ;:::;p als Spaltenvektoren aufbaut, also in Koor-
dinaten A ia := � ia . Damit hat man eine lineare Abbildung f A : Rp ! V � ,



28 3. DIE STRUKTUR DER WDVV-GLEICHUNGEN

welche die Standard-Einheitsbasis desRp auf die Kovektoren � 2 V abbil-
det. Die Homogenitätsgleichung (3.3.19) lässt sich dann in diesen Matrizen
schreiben als

AA T = 1n : (3.4.1)

Der umgekehrte Ausdruck
P := AT A (3.4.2)

ist wegenP2 = AT AA T A = AT A = P dann ein Projektor im Rp.
Die Einschränkung auf diep0 Kovektoren aus A , welche in einer Ebene

� � V � liegen,
A � := A \ � = f � i 1 ; :::; � i p0g (3.4.3)

lässt sich nun als AbbildungRp ! Rp0
formulieren, deren Matrix E � aus

p Einsen an passenden Stellen besteht und daher aufgrundE � E T
� = 1p0

wiederum einen Projektor Q� := E T
� E � im Rp0

mit sich bringt. Damit
kann man die Abbildung f A im Urbild auf Rp0

eingeschränkt durch die
Matrix A � := AE T

� beschreiben, alsof A jRp0 = f A � .
Die Einschränkung auf die entsprechende Ebene� in V � ist nicht von

derart einfacher Form, sondern muss explizit mithilfe zweier in der Ebene
liegenden Kovektoren� 1; � 2 2 � durch

C� � :=
� 1 � �

� 1 � � 1
� 1 +

� 2 � �
� 2 � � 2

� 2 (3.4.4)

de�niert werden. Wiederum ist C� CT
� = 12 und die entsprechende Pro-

jektormatrix zu dieser Einschränkung f C� : V � ! � wird im Folgenden
R� := CT

� C� genannt. Da das Bild von f A � die Ebene� in V � ist, das
heiÿt

Bild (A � ) ? Kern(C� ); (3.4.5)

bleibt die Matrix A � invariant unter Linksmultiplikation mit diesem Pro-
jektor,

A � = R� A � : (3.4.6)

Die Situation lässt sich damit folgendermaÿen in einem kommutativem
Diagramm darstellen:

Rp A //

E �

��

V �

C�

��
Rq

D �

//

A �

=={{{{{{{{
�
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Die zunächst überraschende Feststellung bei der Betrachtung einiger
Beispiele ist nun, dass für die Fortsetzung der Abbildungf A � auf die Ebene
� , also für D � = C� A � = C� AE T

� , zu gelten scheint, dass

D � D T
� = � � 12 (3.4.7)

für ein � � 2 R. Das bedeutet nun, dassP� := D T
� D � proportional zu

einem Projektor in Rp0
ist. Aufgrund der Linksinvarianz von A � kann

dieser wieder zu

P� = ( C� A � )T (C� A � ) = AT
� CT

� C� A � = AT
� R� A � = AT

� A � (3.4.8)

vereinfacht werden.
Auf diese Weise führt die Analyse von Beispielen zur Vermutung, dass

für jede Ebene� = spanf � i 1 ; :::; � i p0g ein Projektor 1
� �

P� existiert. Die
entsprechenden Gleichungen

P2
� = � � P� (3.4.9)

werden im Folgenden alsProjektorgleichung für die Ebenen� bezeichnet.

3.5. Äquivalenz zur Veselovschen _-Bedingung

Es stellt sich heraus, dass diese Projektorgleichungen tatsächlich äquiva-
lent zu den algebraisierten WDVV-Gleichungen sind. Der entscheidende
Punkt hierfür ist, dass die Projektorgleichungen eine äquivalente Formulie-
rung zur sogenannten_-Bedingung von A.P. Veselov sind [Ve99]. In [Ve01]
wurde gezeigt, dass diese_-Bedingung eine notwendige und hinreichende
Charakterisierung für Lösungen der WDVV-Gleichungen im Kovektoran-
satz (3.3.10) ist. Dies soll im Folgenden skizziert und die Äquivalenz zu
den Projektorgleichungen gezeigt werden.

Die _-Bedingung ist für eine Menge von KovektorenB = f � 1; :::; � pg
de�niert durch die Forderung, dass es für beliebige Flächen� � V � ein
� � 2 R gibt, so dass für jeden Kovektor� 2 � gilt

X

� 02 �

� 0( �� ) �� 0 = � � ��; (3.5.1)
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wobei die_� Dualität wie gehabt durch (3.3.12) gegeben ist. Erfüllt B die
_-Bedingung, wird B auch als_-System bezeichnet.

In Indexschreibweise haben die Gleichungen (3.5.1) der _-Bedingung die
Gestalt X

� 02 �

� 0
i �

0j � i = � � � j : (3.5.2)

Eine weitere Formulierung dafür erhält man durch De�nition einer weiteren
Bilinearform

G� (y; y0) :=
X

� 2 �

� (y)� (y0) =
X

� 2 �

� i � j yi y0j (3.5.3)

und Anwenden der Metrik Gkj auf die _-Bedingung (3.5.2), nämlich dass
für � 2 �

G� (�; �� ) =
X

� 02 �

� 0
k � 0

i �
i = � � Gkj � j = � � G(�; �� ); (3.5.4)

oder verkürzt
G� j �� = � � Gj �� (3.5.5)

gilt, wobei �� � V die duale Ebene bezeichnet.
Der exakte Beweis in [Ve01] für die Aussage, dass der Kovektoransatz

(3.3.10) genau dann die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen (3.2.5) löst,
wenn B ein _-System darstellt, ist zu umfangreich, um hier im Detail nach-
vollzogen zu werden. Zumindest die Argumentation für die eine Richtung,
nämlich dass_-Systeme Lösungen der WDVV-Gleichungen sind, ist fürs
Weitere aber von Interesse und soll daher kurz skizziert werden.

Für ein gegebenes_-System lassen sich drei Arten von Ebenen� unter-
scheiden:

1. Es gibt lediglich ein � 2 B , welches in� liegt. Dann ist (3.5.1) aber
trivialerweise mit � � = � ( �� ) erfüllt. Damit sind _-Systeme durch
eine endliche Anzahl von Gleichungen bestimmt, nämlich maximal
von der Anzahl p(p� 1)

2 von Kovektorpaaren.

2. Es liegen zwei (linear unabhängige)�; � 0 2 � vor. Dann ist (3.5.1)
gleichbedeutend mit der Aussage, dass die beiden Kovektoren ortho-
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gonal zueinander stehen bezüglichG, weil

� ( �� ) �� + � 0( �� ) �� 0 = jj � jj2� + ( � � � 0)� 0 = � � � (3.5.6)

, � � � 0 = 0 : (3.5.7)

3. Mehr als zwei Kovektoren liegen in der Ebene� . Dann ist die Teil-
summe über diese Kovektorpaare in der algebraisierten Gleichung
(3.3.16) jedoch gemäÿ (3.5.5) proportional zu der WDVV-Gleichung
einer zweidimensionalen Lösung

F (y) =
1
2

X

� 2 � \B

� (y)2 ln � (y)2 (3.5.8)

und in zwei Dimensionen ist die WDVV-Gleichung gemäÿ (3.1.11)
trivial.

Damit ist klar, dass _-Systeme Lösungen der WDVV-Gleichungen sind
und es lässt sich zeigen, dass dies auch eine hinreichende Bedingung ist.

Um die Äquivalenz der Projektorüberlegungen aus Abschnitt(3.4) zur
_-Bedingung zu zeigen, muss man einfach die Projektorgleichungen mittels
der linearen Transformation durch die Matrix M in die Koordinaten f yi g
mit beliebiger konstanter Metrik G entsprechend (3.2.15) transformieren.

Die Projektoren für eine Ebene� 2 V � ermitteln sich dann folgender-
maÿen: Analog zur Matrix A ia = � ia de�niert man B ia := � ia = M j

i � ja =
(MA ) ia , so dass sich die MetrikG nun gemäÿ (3.3.18) als

Gij = � ia � aj = ( BB T ) ij (3.5.9)

schreiben lässt. Zur Veranschaulichung hilft wiederum einDiagramm:

Rp

A   BB
BB

BB
BB

B

))RRRRRRRRRRRRRRR

E �

��

V �

C�

��

M //(V � ; G)

~C�

��

Rq

D �   BB
BB

BB
BB

))RRRRRRRRRRRRRRR

A �

>>|||||||| B �

55lllllllllllllll

�
M �

//(� ; G� )
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Der Projektor P wirkt im Rp und bleibt daher derselbe wie in euklidi-
schen Koordinaten,

Pa
b = Aa

i �
ij A jb = B a

i G
ij B jb = ( B T G� 1B )a

b: (3.5.10)

Ebenfalls analog zum euklidischen Fall erhält man durch Auswahl der p0

Kovektoren, die in der Ebene� liegen, die Matrix B � := BE T
� und somit

eine weitere Form für den Projektor P� = B T
� G� 1B � = AT

� A � für die
Ebene� . Entsprechend (3.5.3) ist nun

G� = B � B T
� = MAQ � AT M T ; (3.5.11)

so dass die Projektorgleichung (3.4.9) in diesen Koordinaten die Form

P2
� = B T

� G� 1B � B T
� G� 1B � = B T

� G� 1G� G� 1B �

= B T
� � � G� 1B � = � � P� (3.5.12)

annimmt. Dabei ist entscheidend, dass das Bild vonB � wiederum die
Ebene� in V � ist. Die enthaltene Gleichung

G� 1G� G� 1 = � � G� 1 (3.5.13)

,

G� = � � G (3.5.14)

im Sinne der Äquivalenz zur Projektorgleichung ist gültig auf Kovektoren
aus der Ebene� beziehungsweise für Vektoren aus�� . Letztere Gleichung
ist aber schon die Gleichung der_-Bedingung (3.5.5). Die Erfüllung der
Projektorgleichung für beliebige Ebenen� � V � entspricht also genau der
_-Bedingung, insbesondere auch in der besonders einfachen Form euklidi-
scher Koordinaten (3.4.9).

In diesem Kapitel wurde also die Struktur der WDVV-Gleichungen und
ihre Geometrie untersucht, sowie für den Fall einer �achen,konstanten
Metrik ein allgemeiner, logarithmische Lösungsansatz, de�niert über eine
Menge von Kovektoren, vorgestellt. In diesem Fall lassen sich die WDVV
algebraisieren und es gibt mit den_-Bedingungen beziehungsweise den
Projektorgleichungen weitere interessante, äquivalenteFormulierungen des
Problems. Insbesondere die Projektorgleichungen in euklidischen Koordi-
naten haben dabei eine besonders einfache Gestalt, die durch die Homo-
genitätsgleichung als zusätzliche Gleichung erkauft wird.



Kapitel 4

Lösungen der WDVV-Gleichungen

In diesem Kapitel sollen nun konkret Lösungen der WDVV-Gleichungen
aus dem Kovektoransatz untersucht werden. Ziel ist es dabei, die in der
Literatur bekannten Kovektorlösungen vollständig zusammenzutragen und
zu verstehen.

4.1. Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen als
WDVV-Lösungen

Eine erste gröÿere Klasse von Lösungen der WDVV-Gleichungen aus dem
Kovektoransatz bilden die positiven WurzelnB = � + aus Wurzelsystemen
� halbeinfacher Lie-Algebren, wie von Martini und Gragert in [MaGr99]
bewiesen wurde. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass dieForm der
Metrik G im Kovektoransatz (3.3.12) gerade der De�nition der Killing-
Form entspricht, so dass die Skalarprodukte positiver Wurzeln durch die
Cartan-Matrix gegebene, ganze Zahlen sind.

Inwiefern solche Wurzelsysteme die WDVV-Gleichungen lösen, soll hier
jedoch nach [GLP09] in den euklidischen Koordinaten derN = 4 superkon-
formen n-Teilchenmechanik demonstriert werden, da diese Sichtweise für
die Betrachtung der Kovektorlösungssysteme über Polytope später noch
relevant wird (Abschnitt 5.1). Um die Wurzeln ~� a 2 ~A = � + verwenden
und dennoch die Homogenitätsgleichung erfüllen zu können,zieht man aus
den Wurzeln � a in euklidischen Koordinaten einen skalaren Vorfaktor

p
f �

heraus, so dass mit

� a =
p

f a ~� a (4.1.1)

33
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der Kovektoransatz (modulo Polynome zweiten Grades) nun

F = �
1
2

pX

a=1

f a ~� a(x)2lnj ~� a(x)j (4.1.2)

und WDVV- sowie Homogenitätsgleichungen

pX

a;b=1

f af b
~� a � ~� b (~� a ^ ~� b) ij

~� a(x)~� b(x)
~� a ^ ~� b = 0 (4.1.3)

pX

a=1

f a ~� a 
 ~� a = 1n (4.1.4)

lauten. Die Wurzelsysteme� werden damit als abstrakte Wurzelsysteme
verstanden, so dass die eigentlich relevanten Strukturen in dieser Behand-
lung weniger bestimmte Lie-Algebren als vielmehr deren Weyl-Gruppen
sind. Die Struktur einfacher Lie-Algebren ist über ihre Weyl-Gruppen in
Typen ABCDEFG klassi�ziert (zu Wurzelsystemen und ihrer Klassi�ka-
tion [HiNe09, Hu72, Ca84]).

Der entscheidende Punkt für den Beweis ist die Tatsache, dasssich alle
positiven Wurzeln ~� a 2 � + als Linearkombinationen mit Koe�zienten in
f 0; 1; 2; 3g aus einfachen Wurzeln darstellen lassen und es auf diese Weise
nach dem Wurzelketten-Lemma für zwei positive Wurzeln~� 1, ~� 2 entweder
eine dritte als Linearkombination aus diesen gibt oder die beiden senkrecht
zueinander stehen, also~� 1 � ~� 2 = 0 .

Ein zweiter wichtiger Fakt ist die Existenz der Coxeterzahl h und ihrer
dualen �h, welche

X

~� 2 � +

2
~� 
 ~�
~� � ~�

= h1 sowie
X

~� 2 � +

~� 
 ~� = �h1 (4.1.5)

erfüllen.
Damit lässt sich die Summe in den algebraisierten WDVV-Gleichungen

(3.3.20) nun nach den Argumenten zu (3.5.6, 3.5.8) in Teilsummen über
Kovektoren gleicher Ebenen zerlegen.

Betrachten wir zunächst den einfacheren Fall derADE -Wurzelsysteme,
deren Wurzeln alle von der Länge~� � ~� = 2 sind und damit jeweils gleich-
seitige Dreiecke bilden. Daher gilt aber für die drei Kovektoren in einer



4.1. WURZELSYSTEME VON COXETER-GRUPPEN 35

Ebene mit geeigneten Vorzeichen

~� 1 + ~� 2 + ~� 3 = 0 ; (4.1.6)

woraus sich des Weiteren

~� 1 ^ ~� 2 = ~� 2 ^ ~� 3 = ~� 3 ^ ~� 1 ; ~� 1 � ~� 2 = ~� 2 � ~� 3 = ~� 3 � ~� 1 (4.1.7)

ergibt. Aufgrund dieser Identitäten lässt sich die Teilsumme solcher drei
Kovektoren als

3X

a;b=1

f af b
~� a � ~� b (~� a ^ ~� b) ij

~� a(x)~� b(x)
~� a ^ ~� b = (4.1.8)

~� 1 � ~� 2(~� 1^ ~� 2) ij (~� 1^ ~� 2)(
f 1f 2

~� 1(x)~� 2(x)
+

f 3f 2

~� 3(x)~� 2(x)
+

f 1f 3

~� 1(x)~� 3(x)
) (4.1.9)

schreiben. Aufgrund der imADE -Fall identischen Coxeteridentitäten (4.1.5),
h = �h, lassen sich die Skalierungsfaktoren aber zu allen Wurzeln~� 2 � +

gleichermaÿen zur Erfüllung der Homogenitätsgleichung als f a = 1
�h

wählen,
so dass die Teilsumme (4.1.9) weiter vereinfacht werden kann zu

�
1

~� 1(x)~� 2(x)
+

1
~� 3(x)~� 2(x)

+
1

~� 1(x)~� 3(x)
=

(~� 1 + ~� 2 + ~� 3)(x)
~� 1(x)~� 2(x)~� 3(x)

= 0 :

(4.1.10)
Damit sind sowohl die WDVV-Gleichungen als auch die Homogenitätsglei-
chung für ADE -Wurzelsysteme erfüllt.

Auf die BCFG-Wurzelsysteme lässt sich dieses Argument mit kleinen
Modi�kationen ebenso verallgemeinern. Der entscheidendePunkt ist hier,
dass es einfache Wurzeln zweier Längen gibt, die üblicherweise ~� lang �
~� lang = 2 und ~� kurz � ~� kurz = 2

r normiert sind. Dabei ist r die Länge
der Wurzelketten der kurzen Wurzeln durch die langen, im Fall von BCF
ist r = 2 und für das G-Wurzelsystem r = 3 . Für r = 2 sind dies in jeder
Ebene neben Wurzeln~� 1 = ~� lang und ~� 2 = ~� kurz noch die kurze Wurzel
~� 3 = ~� 1 + ~� 2 und die lange ~� 4 = ~� 1 + 2~� 2. Mittels deren in der jeweili-
ger Cartan-Matrix enkodierten sechs Skalarprodukten, vondenen die zwei
zwischen Wurzeln gleicher Länge verschwinden, erhält man die zugehörige
Teilsumme in den WDVV-Gleichungen als

� f 1 f 2
~� 1 (x)~� 2 (x) + f 1 f 3

~� 1 (x)(~� 1 +~� 2 )( x) + f 4 f 2
(~� 1 +2~� 2 )( x)~� 2 (x) + f 4 f 3

(~� 1 +2~� 2 )( x)(~� 1 (x)+~� 2 )( x)

= 2~� 1 (x)2 (f 2 f 4 � f 1 f 2)+2~� 2 (x)2 (f 1 f 3 � f 1 f 2)+ ~� 1 (x)~� 2 (x)( f 1 f 3+ f 4 f 2+ f 4 f 3 � 3f 1 f 2)
~� 1(x)~� 2 (x)~� 3 (x)~� 4 (x)
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und sieht durch Koe�zientenvergleich direkt, dass dies nur für

f 1 = f 4 =: f lang (4.1.11)

f 2 = f 3 =: f kurz (4.1.12)

verschwindet. Damit sind die WDVV-Gleichungen erfüllt, denn im noch
ausstehenden Fall derG2 hat man lediglich eine Ebene und direktes Aus-
rechnen bestätigt vollkommen analog (4.1.11, 4.1.12).

Um der Homogenitätsgleichung ebenso zu genügen, kann man wie im
ADE -Fall schlicht, die duale Coxeterzahl nutzend, alle Vorfaktoren glei-
chermaÿen

f lang = f kurz =
1
�h

(4.1.13)

setzen. Darüber hinaus lassen sich aber die Summen in den beiden, nun
voneinander verschiedenen Coxeteridentitäten (4.1.5) in die Teile von Ko-
vektoren langer und kurzer Länge zerlegen. Durch Umformungsieht man
dann, dass sie unabhängig voneinander proportional zur Identität sind,

(r � 1)
X

~� lang 
 ~� lang = ( r �h � h)1 (4.1.14)

(1 � r )
X

~� kurz 
 ~� kurz = ( �h � h)1: (4.1.15)

Das bedeutet aber, dass man in der Homogenitätsgleichung

f lang

X
~� lang 
 ~� lang + f kurz

X
~� kurz 
 ~� kurz (4.1.16)

= f lang
r �h � h
r � 1

1 + f kurz
h � �h
r � 1

1 = 1 (4.1.17)

zu der Lösung (4.1.13) noch beliebige, durch eint 2 R parametrisierte
Vielfache der Koe�zienten in ( 4.1.17) zu den Skalierungsfaktoren hinzu-
addieren kann, so dass sie sich in der Homogenitätsgleichung gegenseitig
wegheben:

f lang =
1
�h

+ ( �h � h)t ; f kurz =
1
�h

+ ( r �h � h)t: (4.1.18)

Die Homogenitätsgleichung liefert als allgemeine Wurzelsystemlösung für
BCFG also gleich eine Einparameterfamilie von Lösungen, wobei der Grund
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hierfür eine relative Skalierungsfreiheit des Längenverhältnisses zwischen
langen und kurzen Wurzeln ist. Auf diese Weise werden insbesondere die
Lösungen zumB - und C-System identisch, da sie sich nur im Längenver-
hältnis zwischen kurzen und langen Wurzeln unterscheiden.Das G- und
F -System werden durch Inversion dieses Längenverhältnis insich selbst
abgebildet, so dass man den Parameterbereich e�ektiv auft 2 R+

0 halbie-
ren kann.

Wie weiter oben schon angesprochen demonstriert diese Argumentation,
dass genuine Eigenschaften halbeinfacher Lie-Algebren, wie beispielsweise
die Killing-Form überhaupt nicht verwendet werden müssen,sondern die
Spiegelgruppen der abstrakten Wurzelsysteme, die Weylgruppen, für den
Beweis entscheidend sind und ausreichen. Für diese gibt es mit dem Begri�
der endlichen Coxeter-Gruppe eine natürliche Verallgemeinerung.

Der Begri� einer Coxeter-GruppeG abstrahiert zunächst von einer spe-
ziellen Darstellung als Spiegelgruppe und ist durch die Präsentation

G := hs1; s2; :::; sn j(si sj )m ij = 1 i (4.1.19)

mit mii = 2 und mij � 2 für i 6= j de�niert. Dabei ist zunächst mij = 1
auch zugelassen in dem Sinn, dass keine Relation für(si sj )m gefordert
wird. Über die zusätzliche Forderungmij < 1 sind dann geradeendliche
Coxeter-Gruppen de�niert.

Während die Winkel zwischen den Wurzeln respektive Spiegelachsen in
Weyl-Gruppen aufgrund des Wurzelketten-Lemmas auf

\ 2 f 30°; 45°; 60°; 90°; 120°; 135°; 150°g (4.1.20)

beschränkt sind, unterliegen Darstellungen von Coxeter-Gruppen zunächst
keiner derartigen Einschränkung. Die endlichen Coxeter-Gruppen sind je-
doch klassi�zierbar und entsprechen gerade den Weylgruppen zusammen
mit drei weiteren Typen: Die dihedrale Gruppe I 2(p) als Symmetriegrup-
pe regulärer2p-Ecke, die Symmetriegruppe des Ikosaeders beziehungsweise
DodekaedersH3 und jene des 120- beziehungsweise des 600-Zellers in vier
DimensionenH4.

Der Beweis, dass Coxeter-Gruppen allgemein Lösungen der WDVV-
Gleichungen darstellen, wurde erstmals in [Ve01] geführt. Da die Verallge-
meinerung von Weyl- auf Coxeter-Gruppen aber nur in den dreiBeispielen
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I 2(p), H3 und H4 besteht, kann man diese drei Fälle analog zur obigen
Betrachtung der Weyl-Wurzelsysteme auch einfach explizit prüfen.

4.2. Deformierte und verallgemeinerte
Wurzelsysteme

Im Fall der BCFG-Wurzelsysteme ergab sich im vorigen Abschnitt aus ei-
ner einfachen Überlegung, dass die Lösungen der WDVV-Gleichungen in-
klusive Homogenitätsgleichung eine ganze kontinuierliche Parametergrup-
pe von Lösungen darstellen; dies veranlasst prinzipiell zur Annahme, dass
die Lösungen aus den Wurzelsystemen Teil eines höherdimensionalen Mo-
dulraums sein können. Auÿerdem kann man über einen verallgemeiner-
ten Begri� von Wurzelsystemen auch Lösungen zu kontragradienten Lie-
Superalgebren �nden. Im Folgenden soll hierzu der Stand derDinge in
der Literatur zusammengetragen und die bekannten Lösungenmit ihren
Modulräumen aufgelistet werden.

Die Kenntnis verschiedener Klassen solcher deformierten Wurzelsysteme
ist in erster Linie einer bislang nicht vollständig verstandenen Beziehun-
gen zwischen WDVV-Kovektorlösungen und integrablen Calogero-Moser-
Sutherland-Modellen (CMS) zu verdanken. In [VFC96] wurden Deforma-
tionen des Calogero-Moser Quantenproblems fürABC -Wurzelsysteme ge-
funden, welche überraschenderweise auch schon Lösungen der WDVV-
Gleichungen darstellen [Ve99]. Es stellte sich jedoch heraus, dass nicht jede
CMS-Deformation einer WDVV-Lösung entspricht [ChVe01] und in [Ve02]
wurde ein Kriterium für CMS-Operatoren bewiesen, welches garantiert,
dass solche Deformationen auch WDVV-Lösungen darstellen.

Während in der zitierten Literatur die WDVV-Gleichungen nu r aus
dem Kontext zweidimensionaler topologischer Feldtheoriesowie Seiberg-
Witten-Theorie bekannt war, erhält dieser Zusammenhang zwischen CMS-
Theorie und WDVV-Gleichungen im neuen Kontext der N = 4 SCQM
eine unmittelbare Plausibilität; schlieÿlich handelt es sich hierbei um ei-
ne supersymmetrische Verallgemeinerung von Calogero-Modellen, und die
konkreten U 6= 0-Lösungen, welche in [KLP09, GLP09] für n = 2 ; 3 gefun-
den wurden, legen die Vermutung nahe, dass sich allgemein zuden in F
quadratischen Quantenkorrekturen zum bosonischen Potential in ( 3.1.1)
auch U-Lösungen mit einem bosonischen Potential (3.1.2) �nden lassen,
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welches zu diesem proportional ist. In diesem Sinne könnte man vermuten,
dass die WDVV-Gleichungen die spezielle Einschränkung derCalogero-
artigen Modelle ausmacht, welcheN = 4 supersymmetrische Erweiterun-
gen erlauben, und dass dies in einem Zusammenhang mit dem Kriterium
an die CMS-Operatoren aus [Ve02] steht. Hierzu müsste aber noch der
genaue Zusammenhang zwischen superkonformer Symmetrie des Modells
und seiner Integrabilität analysiert werden.

Explizit sind die bekannten Deformationen für dieABC -Wurzelsysteme
in der Notation von [Ve99, ChVe01] schlieÿlich

An (c) = f
p

ci cj (ei � ej )j1 � i < j � n + 1g (4.2.1)

�= f
q

c0
i c

0
j (ei � ej );

q
c0

i ei j1 � i < j � ng (4.2.2)

(p =
n(n + 1)

2
) (4.2.3)

als Deformation desAn -Wurzelsystems und

Bn (
; c ) = f
p

ci cj (ei � ej );
p

2ci (ci + 
 )ei j1 � i < j � ng(4.2.4)

(p = n2) (4.2.5)

für BCn , wobei ci ; 
 2 R die Modulraumparameter undf e1; :::; en g die Ba-
siskovektoren desn-dimensionalenV � sind. Es stellt sich weiterhin heraus,
dass auch die Deformationen vonDn in letzterem als Spezialfall enthalten
sind.

Der Vollständigkeit halber soll hier auch noch konkret der gemäÿ (4.1.18)
eindimensionale Modulraum zu

F4(t) = f ei � ej j1 � i < j � 4g [

(p = 24) f 2te1; 2te2; 2te3; 2te4; t(e1 � e2 � e3 � e4)g (4.2.6)

in dieser Notation angegeben werden. Für diesen ist in [FeVe07] auch ge-
zeigt, dass er bereits der maximal mögliche Modulraum ist. Etwaige De-
formationen der E-Wurzelsysteme wurden soweit bekannt noch nicht un-
tersucht. Es ist jedoch wahrscheinlich, dass sie nicht deformierbar sind,
weil sie gegenüber denA- und D-Systemen gleicher Dimensionn aus deut-
lich mehr Wurzeln bestehen und entsprechend mehr Projektorgleichungen
(3.5.12) erfüllen müssen.
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Neben der Deformation von Coxeter-Wurzelsystemen ist ein weiterer frucht-
barer Ansatz für Kovektorlösungen der WDVV-Gleichungen die Verallge-
meinerung des Begri�s des Wurzelsystems im Sinne von Serganova [Se96].
Die Klassi�kation dieser verallgemeinerten Wurzelsysteme entspricht im
Wesentlichen der Klassi�kation kontragradienter Lie-Superalgebren [FSS00].
Alle diese Wurzelsysteme erlauben CMS-Operatoren mit eindimensionalem
Modulraum [ChVe01].

Auch wenn es sich um komplexe Wurzelsysteme handelt, kann man auf-
grund der Tatsache, dass die Kovektoren sowohl in der Bilinearform G
(3.3.12) als auch im Kovektoransatz (3.3.10) quadratisch auftauchen, reelle
WDVV-Lösungen aus ihnen erhalten. E�ektiv werden dabei dieungeraden
Wurzeln einfach mit i =

p
� 1 multipliziert [ FeVe08]1.

Im Allgemeinen kann die Bilinearform G (3.3.12) für Lie-Superalgebren
allerdings entartet sein, so dass nicht alle dieser verallgemeinerten Wurzel-
systeme auch WDVV-Lösungen sind. Dies betri�t die Lie-Superalgebren
A(n; n), D (n; n + 1) sowieD(2; 1; � ). Trotzdem können deren Deformatio-
nen aber ein nichtentartetesG haben.

Nach [ChVe01, FeVe08] sind die WDVV-Lösungen der Wurzelsysteme
A(n; m) schon in An (c) und die der BCD (n; m)-Systeme inBn (
; c ) ent-
halten. Neue _-Systeme erhält man demnach zu den exzeptionellen Lie-
SuperalgebrenAB (1; 3) und G(1; 2) sowie zuD(1; 2; � ); dies sind konkret
für t 2 R

AB 4(t) = f e1 � e2; e1 � e3; e2 � e3; t(e1 � e2 � e3 � e4); (4.2.7)

(p = 18)
p

2(2t2 + 1) e1;
p

2(2t2 + 1) e2;
p

2(2t2 + 1) e3;

r
2t2(t2 � 1)

t2 + 1
e4g

und für t 6= 0

1Dort wird der Begri� der _ -Systeme aufC-Vektorräume erweitert und die Wurzelsys-
teme werden tatsächlich in aller Allgemeinheit als komplex verstanden. Aus unserer
physikalischen Motivation ist dies jedoch nicht sinnvoll u nd es werden daher die Ko-
vektoren als lineare Abbildungen eingeschränkt auf reelle Vektoren verstanden, was
problemlos zu e�ektiv reellen WDVV-Lösungen führt.
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G3(t) = f
p

2t + 1e1;
p

2t + 1 e2;
p

2t + 1( e1 + e2); (4.2.8)

(p = 13)

r
2t � 1

3
(e1 � e2);

r
2t � 1

3
(2e1 + e2);

r
2t � 1

3
(e1 + 2e2);

r
t
3

e3; e1 � e3; e2 � e3; e1 + e2 � e3g:

Auÿerdem für t; s 2 R unter Ausschluss des Entartungsfallst + s + 1 = 0

D3(t; s) = f e1 � e2 � e3;
p

2(t + s � 1)e1 (4.2.9)

(p = 7)

r
2(s � t + 1)

t
e2;

r
2(t � s + 1)

s
e3g:

Für alle in diesem Abschnitt aufgelisteten Deformationssysteme wurden
die Projektorgleichungen (3.5.12) nachgerechnet (sieheA.1) und auf diese
Weise gemäÿ der in Abschnitt 3.5 demonstrierten Äquivalenz überprüft,
dass diese tatsächlich Kovektorlösungen der WDVV-Gleichungen darstel-
len.

4.3. Restriktionen von Lösungssystemen

In diesem Kapitel wurden bisher mit Coxeter- sowie verallgemeinerten
Wurzelsystemen und ihren Deformationen die bekannten Klassen von Ko-
vektorlösungen im Wesentlichen besprochen. Es gibt aber noch eine Tech-
nik, wie man von diesen ausgehend zu weiteren Lösungen gelangen kann. In
[FeVe07] wird eine Möglichkeit präsentiert, wie man aus bekannten Kovek-
torlösungen FB : V ! R durch Restriktion auf Unterräume U � V neue
Lösungen erhalten kann. Dies entspricht im Wesentlichen einer Projektion
der LösungssystemeB � V � auf den dualen UnterraumU � .

Zur De�nition einer solchen Restriktion eines Kovektorlösungs- bezie-
hungsweise_-SystemsB benötigt man zunächst den Begri� einesUnter-
systemsC := B \ U � für einen beliebigen UnterraumU � � V � . Das Un-
tersystem enthält gerade die Kovektoren, welche herausprojiziert werden
sollen. Daher de�niert man den Untervektorraum, auf den dasLösungssys-
tem restringiert werden soll, mittels der durch die 
 2 C de�nierten Nor-
malhyper�ächen � 
 = f x 2 V j
 (x) = 0 g als L C :=

S

 2C � 
 . In [FeVe07]
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ist nun bewiesen, dass die Einschränkung eines LösungssystemsB auf L C

zu einem UntersystemCallgemein wieder ein Lösungssystem darstellt. Das
Lösungssystem wird dann mit(B; C) bezeichnet. Der Beweis dafür macht
sich gerade die über das zugehörige PräpotentialFB de�nierte Frobenius-
Struktur ( 3.2.13) zu Nutze.

Das Präpotential ist für ein solche Restriktion nun durch

F(B;C) :=
1
2

X

� 2BnC

� (y)2 ln � (y)2 (4.3.1)

gegeben. Dabei sind die Kovektoren inBnC im Allgemeinen nicht mehr
paarweise linear unabhängig voneinander. Linear abhängige Kovektoren
� 1; � 2 = �� 1 lassen sich für KovektorlösungenF aber wieder durch ein
einziges� = (1 + � )� 1 beschreiben. In diesem Sinne erhält man mit der
Restriktion (B; C) e�ektiv eine Projektion von B mit neu skalierten Kovek-
toren, deren Anzahl aber im Allgemeinen geringer ist als dievon BnC.

Die möglichen Restriktionen der bekannten Systeme sind in [FeVe07]
auch untersucht worden. Aufgrund der Trivialität des n = 2 Falles, sind
dafür nur n � 4 Lösungssysteme von Interesse.

Für die ABCD -Systeme bringt dies zwar keine neuen Lösungen; startet
man allerdings mit dem undeformiertenAn -System erhält man bemerkens-
werter Weise als Restriktionen im AllgemeinenAn (c) (4.2.1) mit ci 2 Z.
Betrachtet man die zugehörigen Projektorgleichungen (3.5.12) beziehungs-
weise _-Bedingungen (3.5.1) als algebraische Gleichungen in den Varia-
blen ci , folgt im Sinne der algebraischen Geometrie die Verallgemeinerung
auf ci 2 R einfach durch den Abschluss des Lösungsraums bezüglich der
Zariski-Topologie.

Analog erhält man aus den undeformiertenBCD -Systemen auch deren
Deformationen Bn (c; 
 ) (4.2.4). Erstaunlicherweise lassen sich in diesen
Fällen also die Deformation bereits über die Technik der Restriktionen
ermitteln. Allerdings ist damit natürlich noch nicht bewie sen, dass damit
der vollständige Modulraum schon gefunden ist.

Für das F4(t)-System ergeben sich zwei äquivalente Restriktionen ent-
lang A1-Untersystemen, die durch

F3(t) := ( F4(t); A1) = f ei � ej ;
p

4t2 + 2 ei ; (4.3.2)

(p = 13)
p

2t(e1 � e2 � e3j1 � i < j � 3g
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gegeben sind. Dabei besteht die Äquivalenz übert ! 1
2t , so dass durch

eine Transformation des Systems aucht = 1 ein Lösung darstellt, also
t 2 RP1. Für die übrigen relevanten Coxeter-SystemeE6; E7; E8 sowie
H4 sind keine Modulräume bekannt beziehungsweise möglich; aufgrund
ihrer hohen Dimension n � 8 erhält man aus ihnen eine Vielzahl, nach
[FeVe08] genau 41 Restriktionssysteme, welche allerdings teilweise in den
Deformationsräumen der analysierten Systeme liegen.

Von den Lie-Superalgebra-Systemen ist nur dasAB 4(t)-Systems (4.2.7)
von Interesse. Es hat ähnlich demF4(t)-System Restriktionen bezüglich
zweier A1-Untersysteme, die hier allerdings verschieden sind, nämlich

(AB 4(t); A1)1 = f
p

2(e1 � e2);
p

2t(e1 � e3); t(e1 � 2e2 � e3); (4.3.3)

(p = 11)
p

2(2t2 + 1) e1; 2
p

2(t2 + 1) e2; t

r
2(2t2 � 1)

t2 + 1
e3g

sowie

(AB 4(t); A1)2 = f ei + ej ;
1

p
4t2 + 1

(ei � ej );
p

2ei ;

(p = 10)

p
2t

p
t2 + 1

(e1 + e2 + e3)j1 � i < j � 3g (4.3.4)

für t 2 R. Damit ist ein vollständiger Überblick über die Restriktionssys-
teme gegeben.

Nach aktuellem, gesichertem Kenntnisstand lassen sich also folgende Ty-
pen von Kovektorlösungen der WDVV-Gleichungen klassi�zieren:

1. Coxeter-Wurzelsysteme

2. Verallgemeinerte Wurzelsysteme

3. Deformationen dieser beiden

4. Restriktionen dieser Wurzelsysteme

Dabei unterliegen die Coxeter- und verallgemeinerten Wurzelsysteme einer
endlichen Klassi�kation, so dass die resultierenden WDVV-Lösungen voll-
ständig gefunden wurden. Dagegen gibt es nicht für alle ihreDeformatio-
nen die Gewissheit, dass sie schon mit den in diesem Kapitel präsentierten
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Modulräumen vollständig ausgeschöpft sind. Die Restriktionen aller die-
ser bekannten Lösungssysteme sind zwar in [FeVe07] umfassend untersucht
worden, das Resultat beinhaltet jedoch eine Vielzahl einzelner Fälle, die
teilweise in den Modulräumen deformierter Systeme schon enthalten sind,
teilweise aber auch eigenständige Lösungen darstellen. Unterm Strich hat
man daher einen etwas unübersichtlichen Zoo von Lösungen, wie beson-
ders in der Gra�k aller Systeme für n = 3 am Ende von [FeVe08] au�ällt.
Es ist daher eine natürliche Frage, ob die Kovektorlösungeneinem, durch
die obigen 4 Typen noch nicht erkannten, systematischeren Prinzip un-
terliegen. Dieser Frage soll im nächsten Kapitel in verschieden Ansätzen
nachgegangen werden.



Kapitel 5

Die Struktur der WDVV-Lösungen:
Polytope, Hypergraphen und Matroide

Die WDVV-Kovektorlösungen als _-Systeme beziehungsweise Lösungen
der Projektorgleichungen wurden bislang nur über Wurzelsysteme von Lie-
(Super)Algebren und ihren Deformationen und Projektionenverstanden,
es ist aber vollkommen o�en, ob damit der gesamte Modulraum der al-
gebraisierten WDVV-Gleichungen (3.3.16) schon gefunden ist. In diesem
Kapitel sollen daher alternative Interpretationen über Polytope, Hypergra-
phen und Matroide versucht werden. Dabei besteht der Ausgangspunkt im
Besonderen in den kombinatorischen Eigenschaften der Lösungssysteme,
weil diese zusammen mit einer Orthogonalitätseigenschaftdas Wesentliche
der Lösungen auszumachen scheinen.

5.1. WDVV-Lösungen als Polytope

Die Coxeter-Gruppen sind zunächst Symmetriegruppen von Polytopen,
wobei die Wurzeln der Coxeter-Systeme die Spiegel�ächen als deren Nor-
malvektoren de�nieren; sie lassen sich aber auch als Kantender Polytope
selbst verstehen. Damit kann man die Lösungssysteme aus demletzten
Kapitel unter gewissen Voraussetzungen als Polytope interpretieren, was
im besonderen fürn = 3 zu einer besonderen Anschaulichkeit durch Po-
lyeder verhilft. Dies soll im Folgenden demonstriert werden; dabei stellt
sich heraus, dass der Polytopbegri� für eine allgemeinere Klassi�zierung
der Lösungen nur bedingt geeignet ist, da er schon bei der Beschreibung
der bekannten Lösungen an seine Grenzen stöÿt.

Die Idee, Wurzelsysteme als Polytope aufzufassen [Le08a, Le08b], ver-
deutlicht sich am einfachsten bei der Betrachtung eines Beispiels. Der ein-
fachste nichttriviale Fall ist hierfür das A3-System (Abb. 5.1) bestehend

45
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Abbildung 5.1.: A3-Wurzeln und der aus ihnen gebildete Tetraeder (mit
den Zi�ern i werden verkürzt die Kovektoren ~� i bezeich-
net)

aus p = 6 positiven Wurzeln, die sich als Wurzelketten aus den einfachen
Wurzeln ~� 1; ~� 2; ~� 3 ergeben. In euklidischen Koordinaten kann man die-
se Kovektoren ~� i , welche in vier Dreiergruppierungen jeweils als Dreiecke
inzident sind, durch Verschiebung imV � �= R3 zu einem regulären Tetra-
eder kombinieren, Wurzelsystem der Spiegelsymmetriegruppe und Tetra-
eder selbst sind in diesem Fall also modulo solcher Translationen identisch.

Gemäÿ der Argumentation in Abschnitt 4.1 sind die algebraisierten
WDVV-Gleichungen (3.3.20) einerseits gerade wegen dieser Inzidenz in
Dreiecken, andererseits wegen der Orthogonalität der übrigen drei Paare
erfüllt. Daher kann man die Frage nach Deformationen desA3-Systems
nun ganz anschaulich betrachten, indem man nach Deformationen des Te-
traeders sucht, welche die drei Paare jeweils gegenüberliegender Kanten
orthogonal zueinander lässt. Nach [Le08a] sind dies gerade die sogenann-
ten orthozentrischen Tetraeder und, während der Modulraum beliebiger
Tetraeder abgesehen von der Gesamtskala fünfdimensional ist, reduziert er
sich durch die drei Orthogonalitätsbedingungen auf drei Parameter. Dies
entspricht genau dem Ergebnis (4.2.2) aus der CMS-Theorie, wenn man
dort den Parameter für die Gesamtskala vernachlässigt.

Dieses Resultat für Deformationen des orthozentrischen Tetraeders als3-
Simplex lässt sich auf beliebigen-Simplices verallgemeinern. Der entschei-
dene geometrische Gedanke ist, dass der orthozentrische Tetraeder von 3
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Kanten, bestimmt durch ihre 3 Winkel zueinander, aufgespannt wird, bei-
spielsweise in Abbildung5.1 die Kanten (123). Die Orthogonalität dieser
zu ihren gegenüberliegenden Partnern �xiert dann eindeutig sowohl ihre
Längen als auch die restlichen Kanten.

Genauso wird dern-Simplex vonn Kanten mit n(n+1)
2 relativen Winkeln

zueinander aufgespannt, von denen aber wiederum nurn Winkel unabhän-
gig sind, wie man sich leicht durch iterative Konstruktion verdeutlichen
kann. Deren Längen sowie die restlichenn(n� 1)

2 Kanten sind durch die Or-
thogonalitätsforderung dann schon festgelegt. Damit hat man nicht nur
den A3-Fall, sondern ganz allgemein die möglichenAn -Deformationen ge-
zeigt in Übereinstimmung mit (4.2.1).

Die Parametrisierung (4.2.2) entspricht dabei in gewisser Weise sogar
gerade der beschriebenen Orthogonalitätskonstruktion, nur dass dort die
Richtungen der V � aufspannendenn Kovektoren � i =

p
c0

i ei durch die
Einheitsvektoren f ei g zwar gegeben, die relativen Winkel aber durch deren
Längen

p
ci über die resultierende Metrik

Gij = (1 +
X

k6= i

ck )ci � ij � ci cj (5.1.1)

frei parametrisiert sind.
Die Schwierigkeit in nicht-euklidischen Koordinaten besteht allerdings

darin, dass in die Metrik auch schon die restlichen, passendgewählten
n(n� 1)

2 Kovektoren eingehen müssen, was eine Konstruktion wie in eukli-
dischen Koordinaten erschwert. Daher war es in [Ve99] auch noch nicht
möglich zu zeigen, dass mit demAn (c)-System (4.2.1) schon die maximal
möglichen Deformationen gefunden sind. Dies leistet erst das Orthozentri-
tätsargument in [Le08a].

Durch diesen Vorzug der Interpretation von Lösungssystemen als Poly-
tope motiviert, ist man geneigt, die folgende Hypothese aufstellen:

ˆ Die Kantenmengenf ~� g von (konvexen) Polytopen stellen Kovektor-
lösungen der WDVV-Gleichungen mit konstanter Metrik (3.2.4) dar,
wenn sie die Orthogonalitätseigenschaft erfüllen. Diese besteht in der
Forderung, dass alle nicht in Flächen inzidenten und nicht linear ab-
hängigen Kanten orthogonal zueinander stehen.

Es hat sich gezeigt, dass die Inzidenz der Kanten in den Flächen ausreicht,
um die Teilsummen in den WDVV-Gleichungen (4.1.3) in euklidischen



48 5. POLYTOPE, HYPERGRAPHEN UND MATROIDE

Abbildung 5.2.: Hexaederstumpf und Rhombenkuboktaeder als BC3-
Polytope

Koordinaten verschwinden zu lassen. Wenn die restlichen Kovektorpaare
senkrecht aufeinanderstehen, wird die gesamte Summe zu Null. Für die
Skalierungsfaktoren

p
f a scheint es genug Freiheit zu geben, sie passend zur

Erfüllung der Homogenitätsgleichung (4.1.4) zu wählen. Denn diese besteht
als symmetrische Matrixgleichung ausn(n+1)

2 unabhängigen Gleichungen,
der Simplex als einfachstes Polytop hat jedoch die Mindenstanzahl von
p = n(n+1)

2 Kanten und entsprechend genauso viele freie
p

f a. Daher scheint
die Erfüllung der Homogenitätsgleichung für allgemeine Polytope immer
möglich zu sein.

Dies ist noch kein Beweis, dass die Hypothese allgemein gültig ist. Statt-
dessen soll aber lieber ihre Nützlichkeit und ihre Mängel anweiteren Bei-
spielen untersucht werden. Ein neues systematisches Prinzip für die Kovek-
torlösungen wäre sie schlieÿlich erst dann, wenn die bekannten Lösungen
sich auch aus ihr ergeben würden.

Für das BC3-System lässt sich ein Polyeder, konstruiert aus den Kovek-
toren als Kanten, �nden, nämlich beispielsweise der sogenannte Hexaeder-
stumpf (Abb. 5.2) [Le08b]. Allerdings erhält man ihn nur, indem man je-
den Kovektor vierfach verwendet: in den Ebenen mit zwei langen und zwei
kurzen Wurzeln lassen sich durch ihre Verdopplung Achteckekonstruieren,
die wiederum verdoppelt zum Hexaederstumpf zusammengesetzt werden
können.

Dies verdeutlicht schon ein erstes Problem mit der Polytopinterpretati-
on:

ˆ Die Konstruktion eines Polytops aus den Kovektoren eines Lösungs-
systems der WDVV-Gleichungen als Kanten ist nicht immer ohne
Kopien der Kovektoren möglich. Insbesondere ist sie nicht eindeutig.
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Im Fall des BC3-Systems kann man die Kovektoren zum Beispiel ebenso
zu einem Rhombenkuboktaeder (Abb.5.2) kombinieren. Dann liegen aber
die Achtecke nicht als äuÿere Flächen vor, sondern im Polyederinneren.
Da diese aber gerade die für die WDVV-Gleichungen zu prüfenden Ebe-
nen mit vier Kovektoren repräsentieren, muss die Polytophypothese weiter
präzisiert werden: Auch innere Flächen scheinen in der Argumentation be-
rücksichtigt werden zu müssen. Die möglichen Deformationen sind aber
dieselben wie für den Hexaederstumpf und in [Le08b] explizit ausgeführt;
sie entsprechen dem vierdimensionalen Modulraum vonB3(c; 
 ) (4.2.4).

Lassen sich über Polytope unter Umständen neue Lösungen �nden? Auf-
grund der Fülle der klassi�zierten Polytoptypen scheint diese Ho�nung
zunächst berechtigt.

Die fünf platonischen Körper, bestehend aus lediglich einem Typ regulä-
rer Polygone, lassen sich zunächst analog zum Tetraeder ausden Kovekto-
ren ihrer Spiegelgruppe konstruieren, der Oktaeder ausD3

�= A3, explizit
betrachtet in [GLP09], und Dodekaeder sowie Ikosaeder ausH3. Der Hexa-
eder ist mit seinenp = 3 linear unabhängigen Kanten als Lösungssystem
in ohnehin trivial. Sie ergeben sich also direkt aus den bekannten Wurzel-
systemen.

Interessanter scheinen dieArchimedischen Körper, welche aus regulären
Polygonen mit verschiedener Seitenzahl bestehen. Zu ihnenzählen Hexa-
ederstumpf und Rhombenkuboktaeder (5.3), ebenfalls ausBC3-Wurzeln
konstruiert �ndet sich noch der Kuboktaederstumpf. Ebenso gibt es mit
Kuboktaeder, Tetraederstumpf und Oktaederstumpf weiteredrei Körper
aus denA3-Wurzeln sowie eine ganze Reihe vonH3-Polyedern. Der einzige
Archimedische Körper mit nicht direkt einsichtiger Strukt ur ist der abge-
schrägte Hexaeder, es liegt aber die Vermutung nahe, dass erebenso einem
Coxeter-System zugeordnet werden kann.

Geht man weiter zu den dualen Polyedern der Archimedischen Körper,
denCatalanischen Körpern, so fällt schon beim Triakistetraeder als dualem
Körper zum Tetraderstumpf auf, dass sie deutlich mehr linear unabhängi-
ge Kanten besitzen, welche die Orthogonalitätsbedingung im Allgemeinen
nicht mehr erfüllen können.

Eine Ausnahme davon stellt der Rhombendodekaeder (5.3) dar. In [Le08b]
wurde er im Zusammenhang mit demBC3-System als Kombination aus
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Abbildung 5.3.: Rhombendodekaeder

den drei B3-Gewichten der Fundamentaldarstellung und den vier Gewich-
ten der Spinordarstellung konstruiert und ein zweidimensionaler Deforma-
tionsraum ermittelt. Allerdings sind in dieser Konstrukti on die Vektorge-
wichte keine äuÿeren Kanten, sondern liegen als Diagonalenin den äuÿeren
Flächen. Dies erfordert eine entsprechenden Korrektur derPolytophypo-
these.

Auf den ersten Blick scheint der Rhombendodekaeder aber tatsächlich
eine neuep = 7-Lösung hervorzubringen. Auf den zweiten Blick stellt sich
jedoch heraus, dass diese Lösung über lineare Transformationen identisch
mit dem D3(t; s)-System (4.2.9) zur Lie-SuperalgebraD(2; 1; � ) ist. Gleich-
wohl ist diese Verbindung überraschend und es ist unverstanden, ob es sich
um bloÿen Zufall oder eine unbekannte Struktur handelt.

Über die erwähnten Polyederklassen hinaus gibt es zwar eineVielzahl
spezieller Polytope, aber eine weitere systematische Betrachtung oder viel-
versprechende Kandidaten für Lösungssystemen bieten sichkaum an.

Während sich also aus der Polytophypothese keine naheliegenden neu-
en Lösungen aufdrängen, kann man die umgekehrte Frage stellen, ob alle
bekannten Lösungen als Polytope interpretierbar sind. Neben der schon
besprochen Ambiguität in den Konstruktionen stöÿt man hier bei der Be-
trachtung der Restriktionssysteme bald auf prinzipielle Schwierigkeiten.
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Abbildung 5.4.: Konstruktionsversuch eines Polyeders für(E6; A1 � A2)

Als Beispiel hierfür soll das in [FeVe07] gefundene Restriktionssystem

(E6; A1 � A2) = f
p

6(e1 � e2); 2e1; 2
p

3e3;
1
2

(� 2e1 + 3e2 + e3);
p

3
2

(� 2e1 � e2 + e3);

p
2

2
(� 3e2 + e3);

p
6

2
(e2 + e3)g

2 (AB 4(t); A1)2 (5.1.2)

von E6 mit p = 10 Kovektoren betrachtet werden. Versucht man aus des-
sen vier Flächen aus jeweils vier Kovektoren und sieben Flächen aus drei
Kovektoren einen Polyeder zu konstruieren, stellt sich heraus, dass nicht
nur nicht alle 11 Flächen nach auÿen gebracht werden können,sondern
dass sich auch nicht alle Kovektoren als äuÿere Kanten konstruieren lassen
(Abb. 5.4, Bezeichnung der Kovektoren über ihre Indizes in der Reihenfolge
von (5.1.2)). Insbesondere der neunte Kovektor kann nur zu einer inneren
Verstrebung werden. Als Polytop besteht es dann aber maximal aus den
neun anderen Kanten und entspricht nicht der Struktur von (E6; A1 � A2).
Dass prinzipiell keine Polytope konstruierbar sind, siehtman direkt in der
Betrachtung der fünf möglichen Simplices aus den Kovektorenf 123789g,
f 1237810g, f 1245710g, f 1457910g und f 2468910g als Grundbausteine mög-
licher Polytope, die sich in keiner Weise unter Einbeziehung aller 10 Ko-
vektoren zu einer konvexen Gestalt zusammenfügen lassen.

Die Interpretation der Lösungssysteme als Polytope liefert zwar für die
Deformationen von An über den Begri� orthozentrischer Simplices einen
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starken Argumentationsrahmen; darüber hinaus ist aber nicht abzuschät-
zen, wie sinnvoll er ist. Einige bekannte Ergebnisse reproduziert er auf
vielfache Weise, andere lassen sich gar nicht als Polytop verstehen. Insge-
samt scheint er daher für die Suche einer Systematik hinter den WDVV-
Lösungen wenig fruchtbar.

5.2. Kombinatorik von Lösungen als Hypergraphen

Beim Versuch der Interpretation spezieller Lösungen als Polytope war der
entscheidene Schritt die Konstruktion der inzidenten Flächen. Betrachtet
man solche Konstruktionen weniger als ein Körper als vielmehr als dessen
Skelett, bestehend lediglich aus den Kanten, so sind innereVerstrebungen
wie in (5.4) eigentlich kein Problem. Solche Skelette enthalten im Wesent-
lichen die benötigte kombinatorische Information zu den Inzidenzen der
Kovektoren in Flächen. Nicht die Polytope als Körper selbst, sondern ihre
kombinatorische Struktur, scheint der Schlüssel zum Problem zu sein.

Die Skelette haben den Vorteil, dass in ihnen die Kovektorenkonkret
enthalten sind und die Information über Ebenen und zu fordernde Ortho-
gonalitäten damit direkt ablesbar ist; sie haben aber auch einen groÿen
Nachteil: Im Allgemeinen enthalten sie mehrfache Kopien der relevanten p
Kovektoren.

Die eigentlich relevante, kombinatorische Struktur einesLösungssystems
B besteht also vor allem in den linearen Abhängigkeiten seiner Kovektoren
untereinander. Das kombinatorische Problem ist also das folgende:

ˆ Eine generische Menge von KovektorenB = f � 1; :::; � pg � V �= Rn

wird zunächst durch die prinzipiell möglichen Koplanaritäten der Ko-
vektoren untereinander modulo Permutation beschrieben.

ˆ Für gegebenesn ist zu prüfen, ob die Orthogonalitätseigenschaft er-
füllbar ist; diese besteht nun in der Forderung, dass alle Kovektor-
paare, für die es keinen weiteren mit ihnen koplanaren Kovektor gibt,
simultan jeweils orthogonal zueinander konstruiert werden können.

Da die Kovektoren als solche für dieses kombinatorische Problem irrele-
vant sind, ist zunächst nur die IndexmengeX := f 1; 2; :::; pg zu betrach-
ten. Damit lässt sich die Fragestellung weiter präzisieren: Gesucht sind
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Mengen von Teilmengen dieserp-elementigen Menge, also Mengensysteme
E � P (X ). Die leere Menge; und die einelementigen Mengen sind hier
allerdings uninteressant und daher auszuschlieÿen.

Das mathematische Konzept, welches für diese Formalisierung zunächst
den besten Rahmen bietet, ist das einesHypergraphen [Be89]:

ˆ Das Paar H = ( X; E) aus einer MengeX und einem Mengensystem
E � P (X ) n f;g ist ein Hypergraph, wenn gilt

S
E = X .

Der Hypergraph ist eine Verallgemeinerung des Konzepts gewöhnlicher
Graphen insofern, als dass jene den Spezialfall lediglich ein- oder zwei-
elementiger Teilmengen inE bilden.

Einelementige Teilmengen inE sind also zunächst im Begri� des Hyper-
graphen enthalten. Diese haben aber für die Kombinatorik der Lösungssys-
teme keine Bedeutung und können über folgenden Begri� ausgeschlossen
werden:

ˆ Ein Hypergraph H = ( X; E) heiÿt einfach, wenn es fürE 2 E weiter
kein E 0 ( E in E gibt.

Da für unsere Zwecke Hypergraphen betrachtet werden, die für jedesa 2 X
mehrelementigeE 2 E enthalten, eliminiert die Forderung nach Einfach-
heit die einelementigen Teilmengen.

Hypergraphen werden typischerweise dargestellt durch Knoten für die
Elemente a 2 X und Umkreisungen der Knoten als diese beinhaltende
MengenEb 2 E, wenn sie mehr als zweielementig sind, sogenannte Hyper-
kanten. Für zweielementige verwendet man Kanten wie bei Graphen. Dies
ist für das Beispiel desA3-Systems mit Hypergraphen

H (A3) = ( f 123456g; ff 124gf 156gf 235gf 346gf 13gf 26gf 45gg) (5.2.1)

in der Abbildung 5.5 mit obiger Nummerierung (Abb. 5.1) demonstriert.
Dabei stehen diea 2 f 123456g � f 1; 2; 3; 4; 5; 6g wiederum für Kovektoren
� a 2 A3(c) und die Eb für die vier Ebenen b = 1 ; 2; 3; 4 und die drei
orthogonalen Kovektorpaareb = 5 ; 6; 7. Ebenso ist der Hypergraph auch
durch seine Inzidenzmatrix J 2 M jX j�jEj (f 0; 1g) bestimmt mit Jab = 1
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Abbildung 5.5.: Hypergraph zu A3

genau dann, wenna 2 Eb. Für das A3-Beispiel ist dies

J =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 0
1 0 1 0
0 0 1 1
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 0 1

1 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 1
0 0 1
0 1 0

1

C
C
C
C
C
C
A

(5.2.2)

Nicht jeder Hypergraph hat schon die Struktur eines Lösungssystems.
Eine wichtige Forderung für die Kombinatorik der Lösungssysteme ist,
dass zwei Elemente ausX = f 1; :::; pg jeweils nur in genau einer Teilmenge
Eb 2 E enthalten sind, weil zwei Kovektoren genau eine Ebene aufspannen.
Liegen beispielsweise die Elemente 1, 2, 3 in einer Ebene undsind des
Weiteren auch die Elemente 1, 3, 4 koplanar, so ist o�ensichtlich, dass alle
vier in derselben Ebene liegen und daher nurf 1234g ein erlaubtes Element
des Mengensystems ist, nicht aberf 123g oder f 134g.

In der Sprache der Hypergraphen entspricht dies der Forderung nach
linearen Hypergraphen:

ˆ Ein Hypergraph H = ( X; E) ist linear, wenn gilt 8E1; E2 2 E; E1 6=
E2 : jE1 \ E2j 2 f 0; 1g.

Damit ist also die Eindeutigkeit der Ebenen garantiert. Insbesondere wird
eine Ebene mit mehr als drei Kovektoren durch genau einE 2 E, bestehend
aus allen Kovektoren, aufgeführt.
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Im A3-Beispiel könnte man weiterhin ein beliebigesEb weglassen und
hätte immernoch einen Hypergraphen. Für die Kovektorsysteme ist es je-
doch wichtig, dass alle Koplanaritäten und Orthogonalitäten angegeben
werden. Eine weitere Forderung an Hypergraphen von Lösungssystemen
muss also auch die Vollständigkeit der Beschreibung von Koplanaritäten
sein:

ˆ Ein Hypergraph soll vollständig heiÿen, wenn8a; b 2 X 9E 2 E :
a; b2 E.

Mit diesen Eigenschaften ist also garantiert, dass man einen Hypergraphen
als Träger der Information aller Koplanaritäten einer Menge von Kovekto-
ren interpretieren kann.

Die Darstellung solcher einfacher, linearer, vollständiger Hypergraphen
H = ( X; E) lässt sich nun noch einfacher gestalten. Man kann sie näm-
lich in einem weiteren Schritt mit ihrem Unterhypergraphen ~H = ( X; ~E)
identi�zieren, der aus allen mehr als zweielementigen TeilmengenE 2 E
besteht; aufgrund der Vollständigkeit kann man alle Kovektorpaare ohne
gemeinsamesE 2 E0 dann bereits als solche Paare verstehen. Dies spiegelt
die triviale Tatsache wider, dass zwei Kovektoren immer schon koplanar
sind. Aufgrund dieser Identi�kation

~H = ( X; ~E) � (X; E) = H (5.2.3)

kann man in eindeutiger Weise alle Kanten in der Darstellungeinfacher, li-
nearer, vollständiger Hypergraphen weglassen, und dafür die Hyperkanten
durch Linien ersetzten. Im BeispielA3 ergibt dies den deutlich übersicht-
licheren Graph (Abb. 5.6).

Schlieÿlich ist man an irreduziblen Systemen interessiert. Die Reduzi-
bilität lässt sich direkt für Hypergraphen formulieren, wobei es die Sache
vereinfacht, gemäÿ der Identi�kation ( 5.2.3) die zweielementigen Teilmen-
gen auszuschlieÿen:

ˆ Ein einfacher, linearer, vollständiger Hypergraph ~H = ( X; ~E) soll
reduzibel genannt werden, wenn er von der Form~H = ( X; ~E1 [ ~E2)
mit ~E1 \ ~E2 = ; ist.

Die Orthogonalitätsforderung kann man leider nicht derart direkt in die
Sprache der Mengensysteme und Hypergraphen übersetzen. Dies ist zu-
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Abbildung 5.6.: a) Alternative Darstellung des A3-Hypergraphen und b)
ein äquivalentes Diagramm ohne krumme Kanten

nächst nicht weiter verwunderlich, da die Realisierung derOrthogonali-
tätseigenschaft von der Dimensionn des Vektorraums abhängig ist. Ins-
besondere geht diese Frage genau genommen über das Kombinatorische
hinaus.

Im Sinne der Kovektorlösungssysteme ist man also an irreduziblen, li-
nearen und vollständigen Hypergraphen interessiert. Die in einem solchen
Hypergraphen enthaltene Kombinatorik ist eine notwendigeVoraussetzung
für Lösungssysteme.

Eine Klassi�kation solcher Hypergraphen, parametrisiert durch p = jX j,
ist prinzipiell möglich, wenngleich die Anzahl der Möglichkeiten mit p
schnell wächst. Da in der Theorie der Hypergraphen kaum Resultate sol-
cher Art bekannt sind, lohnt es sich jedoch einen etwas anderen Begri�
anstelle der Hypergraphen zu betrachten.

5.3. Matroide

In einem engen Zusammenhang mit dem Begri� des Hypergraphen steht
der des Matroids. Matroide wurden in den 1930er Jahren als Versuch, linea-
re Abhängigkeiten in linearer Algebra abstrakt zu behandeln, eingeführt.
Dies scheint auf den ersten Blick genau auf die WDVV-Lösungssysteme zu
passen, hat aber den Nachteil, dass durch Matroide nicht nurKoplanari-
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täten, sondern auch höhere lineare Abhängigkeiten beschrieben werden. In
n = 3 Dimensionen entsprechen die geometrischen Darstellungeneinfacher
Matroide aber genau den einfachen, linearen, vollständigen Hypergraphen
des vorherigen Abschnitts.

Im Folgenden sollen die wesentlichen Begri�e aus der Matroidtheorie
nach [Ox07, Ho07] vorgestellt werden. Um die Ähnlichkeit mit den Hyper-
graphen zu betonen, wird eine äquivalente Notation benutzt.

Eine abstrakte De�nition für Matroide ist zunächst die folg ende: Das
Paar M = ( X; U) aus einer endlichen MengeX und einem nichtleeren
MengensystemU 2 P(X ) wird als Matroid bezeichnet, wenn

1. jede Teilmenge eines Elements inU wieder in U ist (Erblichkeitsbe-
dingung) und,

2. falls U1; U2 2 U und jU1j = jU2j + 1 , es eina 2 U1nU2 gibt, so dass
U2 [ f ag 2 U (Augmentationsbedingung).

Die Elemente inX lassen sich wie gehabt als Nummerierung von (Ko)Vektoren
au�assen, X wird auch Grundmenge genannt. Gerade umgekehrt zu den
Hypergraphen sindU aber die unabhängigenMengen, d.h. im Vektorbild
Mengen linear unabhängiger Vektoren.

Im Allgemeinen ist allerdings nicht jedes Matroid als Mengevon Vekto-
ren über einem Körperk mit linearen Abhängigkeiten darstellbar; ist dies
möglich spricht man vom k-Vektormatroid M [A] zur Matrix A. Matroide,
die über jedem beliebigen Körper darstellbar sind, heiÿenregulär.

Für das Problem der WDVV-LösungssystemeB bilden also die über
R darstellbaren Vektormatroide den richtigen Begri�. Insbesondere de-
�nieren die zugehörigen Matrizen B aus den Projektorüberlegungen im
Abschnitt 3.5 R-Vektormatroide. Im folgenden wird daher immer von Ma-
troiden M (B) := M (B ) die Rede sein.

Neben Vektormatroiden aus Matrizen kommt eine weitere Klasse funda-
mentaler Beispiele für Matroide aus der Graphentheorie: Identi�ziert man
die Menge der Kanten eines GraphenG mit X und entfernt aus P(X ) alle
Kreise in G, so erhält man ein passendesU. Man bezeichnet das Matro-
id dann auch alsKreismatroid M [G] und nennt umgekehrt jedes Matroid
graphisch, das isomorph zu einem Kreismatroid ist.

Ausreichend für die Bestimmung eines Matroids ist aufgrund der Erb-
lichkeitsbedingung schon die Menge der maximalen unabhängigen Mengen,
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welche daher auchBasengenannt werden. Maximal bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass die Menge durch Hinzufügen eines weiterenElements
abhängig wird, wobei eine Menge alsabhängigbezeichnet wird, wenn sie
nicht unabhängig ist. Deswegen kann man umgekehrt aber auchdie Menge
der minimalen abhängigen Mengen, als äquivalente De�nition verwenden;
diese werden alsKreise bezeichnet, weil sie für graphische Matroide genau
den Kreisen im zugehörigen Graphen entsprechen:

Das Paar M = ( X; K) aus einer endlichen MengeX und K � P (X ) ist
ein Matroid, wenn folgendes erfüllt ist:

1. ; * K,

2. Kein Element in K ist echte Teilmenge eines anderen Elements inK,

3. Sind K 1 6= K 2 Elemente in K und a 2 K 1 \ K 2, dann enthält (K 1 [
K 2)nf ag ein weiteres Element inK.

Die Äquivalenz der beiden De�nitionen ist zwar nicht o�ensichtlich, lässt
sich aber beweisen. Ebenso gibt es noch eine Reihe weiterer äquivalenter
De�nitionen, naheliegender Weise zum Beispiel mittels der Basen [Ox07,
Ho07].

Die Basen sind noch weiter interessant, denn weil alle BasenB dieselbe
Kardinalität besitzen, lässt sich der Rang eines Matroids M analog zur
Dimension in der linearen Algebra alsrM := jB j de�nieren. Damit kann
man auch allgemein den Rang unabhängiger Teilmengen als Basis in Teil-
matroiden verstanden alsrU = jUj au�assen. Entsprechend ist der Rang
von minimal abhängigen TeilmengenK dann rK = jK j � 1.

Die De�nition über ein System von Kreisen enthält die bisherige Be-
schreibung der Lösungssysteme über ihre Flächen beziehungsweise ihre
Hypergraphen. Für das beliebte BeispielA3 hat man als Kreissystem

K(A3) = ff 124gf 156gf 235gf 346gf 1236gf 1345gf 2456gg: (5.3.1)

Abgesehen von den vierelementigen Teilmengen entspricht dies dem ein-
fachen, linearen Hypergraphen vonA3 (5.2.1) unter Vernachlässigung der
zweielementigen Mengen. Diese Übereinstimmung ist aber dem Spezialfall
geschuldet, dass alle linear abhängigen Mengen hier schon minimal sind.
Hat man im WDVV-Lösungssystem Ebenen mit vier (oder mehr) Vektoren
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wie beispielsweise imB3-System, ist nicht die entsprechende vierelemen-
tige Menge ein Kreis, da bei Entfernung eines beliebigen Elements immer
noch eine abhängige Menge überbleibt. Zur Rekonstruktion der relevanten
Informationen muss man daher die Kreise der gleichen Ebene zusammen-
fügen.

Die zweite Spezialität der Matroide sind Kreise höheren Rangs, im Bei-
spiel An=3 also Rang-3-Kreise. Im Sinne der Matroidde�nitionen sind sie
wesentlich; betrachtet man beispielsweise inK(A3) die KreiseK 1 = f 124g
und K 2 = f 156g, dann muss de�nitionsgemäÿ(K 1 [ K 2)nf 1g = f 2456g
auch wieder in K(A3) liegen. Dies ist der gröÿere Nachteil des Matroid-
begri�s gegenüber dem Hypergraphen, da man auf diese Weise für die
WDVV-Lösungen unnötige Struktur dabei hat.

Prinzipiell kann ein Matroid auch ein- oder zweielementigeKreise ent-
halten. Ersteres entspricht für Kreismatroide M (G) gerade einer Schleife
im Graphen G. Zweielementige Kreise dagegen gehören bei Vektormatro-
iden M (A) zu parallelen Spalten in der Matrix A. Enthält ein Matroid
weder ein- noch zweielementige Kreise, wird er alseinfach bezeichnet. Im
Sinne der WDVV-Kovektorlösungen sind also nur einfache Vektormatroide
von Bedeutung.

Auch Matroide können in Diagrammen dargestellt werden, so dassA3

gerade durch Abbildung5.6 beschrieben wird, in [Ox07] werden sie alsgeo-
metrische Darstellungenbezeichnet1. Dabei werden tatsächlich auch alle
Kreise, deren Elemente die gleiche Ebene repräsentieren, als Knoten auf ei-
ner Kante dargestellt. Während die Hypergraphen aber immerals Graphen
zweidimensional zu zeichnen sind, gehen in die geometrischen Darstellun-
gen allgemein auch die Kreise höheren Rangs ein; die Knoten der Elemente
von Kreisen vom Rang 3 müssen so in einer Ebene des Diagramms liegen.
In drei Dimensionen sind also prinzipiell nur geometrischeDarstellungen
von Matroiden mit maximal Rang 4 möglich. Man gewinnt also e�ektiv
eine Dimension durch die geometrische Darstellung, kann damit auch vier-
dimensionale Systeme noch in drei Dimensionen darstellen.

Dieser Unterschied soll am BeispielA4 demonstriert werden: Während
das Diagramm des einfachen, linearen Hypergraphen~H (A4) planar bleibt,
ist die geometrische Darstellung des MatroidsM (A4) notwendig ein drei-
dimensionales Gebilde (Abb5.7) und enthält sowohl 10 Rang-2-Kreise als

1 In [Ho07] dagegen werden sieMatroidkon�gurationen genannt.
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Abbildung 5.7.: Geometrische Darstellung des MatroidsM (A4)

Kanten, als auch 5 Rang-3-Kreise, von denen 4 als Flächen dargestellt wer-
den können; der fünfte besteht aus den vier krummen Kanten imInneren,
hier kommen die Möglichkeiten der Darstellbarkeit in Diagrammen an ih-
re Grenzen. Die geometrischen Darstellungen der Matroide der bekannten
Kovektordeformationslösungen fürn = 3 , die also mit den Hypergraphen
identisch sind, sind im Anhang A.2 aufgelistet.

Im Sinne der WDVV-Kovektorlösungen ist natürlich über Einfachheit
und R-Darstellbarkeit hinaus noch die Orthogonalitätseigenschaft zu for-
dern. Die Formulierung dieser Eigenschaft macht im Gegensatz zu den
Hypergraphen für Vektormatroide keinerlei Schwierigkeiten:

ˆ Ein Vektormatroid M (A) = ( X; K) erfüllt die Orthogonalitätseigen-
schaft, wenn für alle a; b 2 X , die in keinem gemeinsamen Kreis
K 2 K liegen, die Spalten(ko)vektoren� a und � b in A orthogonal
sind.

So einfach diese Forderung auch zu formulieren ist, so schwer ist es doch
allgemeine Implikationen für die Vektormatroide aus ihr zu�nden.
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Abbildung 5.8.: a) M (D3(t; s)) = F �
7 , das Non-Fano-Diagramm und b)

das Fano-DiagrammF7

5.4. Vererbung von Matroideigenschaften

Ein entscheidender Vorteil von Matroiden für die WDVV-Lösungen liegt
in ihren fundamentalen Operationen, der Kontraktion und dem Löschen
von Elementen, unter denen die typischen Matroideigenschaften vererbt
werden, so dass sich mit ihnen eine Vielzahl von Resultaten ableiten lassen.
Kontraktion und Löschung verallgemeinern die entsprechenden Begri�e aus
der Graphentheorie und sollen nun näher erläutert werden.

ˆ Die Löschung M na eines Elementsa 2 X aus dem Matroid M =
(X; U) ist das Matroid (X nf ag; U0) mit unabhängigen MengenU0 =
f U � X nf agjU 2 Ug.

Äquivalent bleiben auch alle minimal abhängigen Mengen, die nicht a ent-
halten im Kreissystem der Löschung erhalten und in geometrischer Dar-
stellung ist dies gleichbedeutend mit der Entfernung einesKnoten und aller
seiner Kanten, auf denen dann nur noch zwei weitere Knoten lägen. Als
Beispiel kann man dazu

M (D3(t; s))nf 7g = M (A3) (5.4.1)

betrachten: Löscht man im Matroiden von D3(t; s) (Abb. 5.8) den Knoten
a = 7 , erhält man das Matroid von A3 (in der Form Abb. 5.6b). Die Modul-
räume dieser beiden Lösungssysteme sind allerdings von unterschiedlicher
Dimensionalität.
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Im Allgemeinen ist nicht garantiert, dass man durch Löschung wieder
einen Vektormatroiden mit Orthogonalitätseigenschaft bekommt. Betrach-
tet man als eine weitere LöschungM (A3)nf 3g in Abbildung 5.6b, bleiben
nur die beiden Kanten f 124g und f 156g bestehen; dies entspricht als Lö-
sungssystem zwei Dreiecken mit gemeinsamem Kovektor� 1. In n = 3 ist
es aber nicht möglich, dass� 2 und � 3 dann gleichermaÿen auf� 5 und � 6

senkrecht stehen.
Die zweite wichtige Operation ist die Kontraktion:

ˆ Die Kontraktion M=f ag eines Elementsa 2 X aus dem einfachen
Matroid (X; U) ist das Matroid (X nf ag; U00) mit unabhängigen Men-
gen U00= f U � X nf agjU [ f ag 2 Ug.

Diese Operation lässt alle unabhängigen TeilmengenU 2 U bestehen und
entfernt aus ihnen lediglich jeweils das Elementa. Im komplementären Bild
der abhängigen Mengen werden dadurch viel mehr Teilmengen entfernt. Es
zeigt sich, dass in der geometrischen Darstellung die Kontraktion einem
Löschen des Knotensa und der Kanten, auf der er liegt, bei Identi�kation
der weiteren Knoten auf diesen Kanten entspricht. Als Beispiel kann man
hierfür eine Kontraktion von A3 (Abb. 5.6) betrachten:

M (A3)=f 3g = M (A2): (5.4.2)

Durch Kontraktion des Knotens a = 3 werden nicht nur die zwei Kanten
gelöscht, auf denen er liegt, sondern auch der Knoten2 mit 6 sowie 4
mit 5 identi�ziert. Übrig bleibt lediglich eine einzige Kante f 124g, die als
Lösungssystem nur ein Dreieck, dasA2-System repräsentiert.

Für die Kovektorsysteme bedeutet eine Kontraktion also notwendiger-
weise eine Verkleinerung der Dimensionn auf n � 1. Zur Illustration ist als
weiteres, nichttriviales Beispiel

M (A4)=f 8g = M (A3) (5.4.3)

sehr hilfreich: Durch Kontraktion des Knoten a = 8 im Matroid von A4

(Abb. 5.7) erhält man gerade das Matroid vonA3 (Abb. 5.6); dabei hätte
man mit gleichem Ergebnis aucha = 7 ; 9 oder 10 wählen können, da diese
bei der Kontraktion mit Knoten in M (A3) identi�ziert werden.

An diesem Beispiel wird nun sehr anschaulich klar, dass es sich bei Kon-
traktionen gerade um die Projektionen respektive Restriktionen von Lö-
sungssystemen aus Abschnitt4.3 handelt. In diesem Kontext ist allgemein
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gezeigt worden [FeVe07], dass die Projektionen vonAn -Systemen wieder
ein Am� n -System zum Resultat hat. Dieses Ergebnis wird nun in den Bei-
spielen (5.4.2, 5.4.3) für deren Kombinatorik in Matroiden reproduziert
und es ist eine naheliegende Vermutung, dass sich nicht nur alle Projektio-
nen bekannter Lösungssysteme durch Matroidkontraktion verstehen lassen,
sondern dass man umgekehrt ganz allgemein Matroidkontraktion als an-
schauliche Technik für die Projektionen von Kovektorlösungen verwenden
kann. Insbesondere ist durch den Beweis für Projektionen vonLösungssys-
temen auch schon garantiert, dass sich bei der Matroidkontraktion auch
die Orthogonalitätseigenschaft vererbt.

In der Matroidtheorie werden solche Matroide, die durch Kontraktion
oder Löschen gebildet werden,Minoren genannt. Es gibt eine Reihe von
Theoremen über Eigenschaften von Matroiden, die sich auf Minoren ver-
erben. Dazu gehört im Besonderen auch die Darstellbarkeit über einem
Körper k. Damit ist die Interpretation der kombinatorischen Eigenschaf-
ten von WDVV-Lösungssystemen alsR-darstellbare Matroide eine sehr
natürliche.

Es liegt aber die Vermutung nahe, dass die Nützlichkeit von Matroiden
noch darüber hinausgeht. Da sich zumindest bei Kontraktionen die Ortho-
gonalitätseigenschaft vererbt und eine solche Vererbung bei bestimmten
Beispielen von Löschungen ebenso funktioniert, gibt es berechtigte Ho�-
nung, dass die Interpretation als Matroid sogar mehr als nurdie kombi-
natorischen Eigenschaften wiedergibt und unter bestimmten zusätzlichen
Bedingungen eine Vererbung der Orthogonalitätseigenschaft auf Minoren
auch möglich ist.

Da bislang keine Beispiele fürR-Vektormatroide mit Orthogonalitäts-
eigenschaft bekannt sind, die nicht auch schon die Projektorgleichungen
(3.5.12) erfüllen und damit WDVV-Lösungen sind, besteht die Hypothese,

ˆ dass es zu einem jedemR-Vektormatroid mit Orthogonalitätseigen-
schaft auch eine WDVV-Lösung gibt.

Lediglich der genaue Modulraum wäre dann noch über die Projektorglei-
chungen zu bestimmen.
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5.5. Klassi�kation von Matroiden

Die Interpretation von Lösungssystemen als einfacheR-Vektormatroide
mit Orthogonalitätseigenschaft würde sich besonders dannals fruchtbar
erweisen, wenn man mit ihr zu einer Klassi�kation der Lösungssysteme
käme. Leider besteht ein Groÿteil der Matroidtheorie aus Ergebnissen zu
Vektormatroiden über endlichen Körpern k. Eine solche Klassi�kation ist
daher noch kaum vorhanden und erfordert einen gröÿeren Aufwand.

Ein naheliegender Ansatz zur Klassi�kation von Vektormatroiden be-
steht in der Konstruktion ihrer geometrischen Darstellungen. Schon im
einfachsten BeispielA3 ist das konkrete Kreissystem (5.3.1) deutlich un-
übersichtlicher als seine geometrische Darstellung (Abb.5.6), vor allem
sind Permutationen von X nicht leicht von echt verschiedenen Matroiden
zu unterscheiden. In der geometrischen Darstellung bleibtdie Gestalt bei
Umnummerierung dagegen oft die gleiche. Die geometrische Darstellung
wird für n > 3 zwar mehr als zweidimensional und ist damit nur schwer
zu zeichnen, da die abhängigen Mengen höheren Rangs für die WDVV-
Lösungen aber irrelevant sind, kann man immer die Projektionen der geo-
metrischen Darstellungen auf die Ebene (ohne Knoten oder Kanten aufein-
ander zu projizieren) zur Klassi�kation betrachten. Dies entspricht dann
aber gerade der Klassi�kation der einfachen, linearen, vollständigen Hyper-
graphen und ist zunächst unabhängig von der (Ko)Vektorraumdimension
n.

Ein sinnvoller Ansatz ist also, zunächst alle einfachen, linearen, vollstän-
digen Hypergraphen für ein gegebenesp = jX j aufzulisten und sie dann
als Matroide verstanden auf ihreR-Darstellbarkeit und die Erfüllbarkeit
der Orthogonalitätseigenschaft zu überprüfen.

Bei der Konstruktion der Hypergraphen ist die Identi�kation modulo
Permutation identischer Graphen zwar meist unproblematisch, sie ist aber
trotzdem nicht eindeutig. Ein Beispiel sind die beiden äquivalenten A3-
Hypergraphen (Abb. 5.6).

Um eine eindeutige und e�ziente Klassi�zierung vorzunehmen, ist es
daher zunächst nötig, geeignete unter diesen Äquivalenzrelationen invari-
ante Parameter zu verwenden. Hierzu kommen für einen Hypergraphen in
Frage die Anzahl der

ˆ Knoten (Kovektoren) p,
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ˆ Kanten q (für Ebenen, mit drei oder mehr Kovektoren),

ˆ orthogonale Paare k,

ˆ Knoten mit l anliegenden Kantenpl ,

ˆ Kanten mit m � 3 enthaltenen Knoten qm ,

ˆ der Kanten ra an einem Knoten a,

ˆ der Knoten sb � 3 auf einer Kante b.

Diese Gröÿen sind nicht unabhängig voneinander und man mussdaher
schauen, welche Parameter für eine Klassi�kation geeignetsind. Relationen
sind

X
=

pX

a=1

ra =
1X

l=3

pl � l =
qX

b=1

sb =
1X

m=3

qm � m: (5.5.1)

Eine mögliche Klassi�zierung von Hypergraphen für einp wäre also bei-
spielsweise im Parameter

P
. Dies hat den praktischen Vorteil, dass man

für ein gegebenes
P

komplementär sowohl Partitionen in ra und in sb

betrachten kann, wodurch das Ausschlieÿen von Graphen, deren Nicht-
Existenz in der einen Partition schwer zu zeigen ist, durch o�ensichtliche
Widersprüche in der anderen Partition erleichtert wird. Insbesondere bie-
tet es sich an, zunächst in denra zu zerlegen und bei unklaren Graphen
dann zu überprüfen, ob einesb-Partition mit sb � 3 überhaupt möglich
ist.

Auf diese Weise haben wir die einfachen Matroide fürp � 8 explizit auf-
gelistet und überprüft, welche von ihnenR-darstellbar sind (Appendix C).
Dabei reicht esn = 3 zu betrachten, da das einfachste bekannte irreduzible
System für n = 4 durch A4 mit p = 10 gegeben ist. Unter der zusätzlichen
Forderung der Orthogonalitätseigenschaft reproduziert dies gerade die be-
kannten LösungssystemeA3(c) (4.2.1, Abb. 5.6) und D3(t; s) (4.2.9, Abb.
5.8) sowieB3(
; c ) (4.2.4) mit einem der drei letzten Kovektoren auf Länge
Null skaliert, beispielsweise der dritte inB3(
 = � c3; c) (Abb. 5.9). Da der
Verzicht auf einen Kovektor nach der Diskussion des letztenAbschnitts 5.5
der Löschung des entsprechenden Knoten im Matroiden entspricht, kann
man dies verstehen als

M (B3)nf 9g = M (B3(
 = � c3; c)) : (5.5.2)
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Abbildung 5.9.: Das Matroid M (B3)nf 9g zu B3(
 = � c3; c)

Das D3(t; s)-System ist ein gutes Beispiel dafür, dass man in den Er-
gebnissen der Matroidtheorie auch für die WDVV-Lösungssysteme rele-
vante Resultate �nden kann, obwohl sie sich bislang zum gröÿten Teil mit
Vektormatroiden über endlichen Körpern beschäftigt. Denndas D3(t; s)-
Matroid ist als Non-Fano-Matroid F �

7 , dem Gegenstück zum MatroidF7

(Abb. 5.8b) der prominenten Fano-Ebene, der diskreten projektiven Ebene
PG(2; 2), bekannt und ein Theorem besagt, dassF7 nur über GF (2) und
F �

7 über allen Körpern auÿerGF (2) darstellbar ist [Ox07]. Die Orthogo-
nalitätseigenschaft ist für F �

7 = M (D3(t; s)) als Matroid einer WDVV-
Lösung dann natürlich noch zu zeigen, was durch die Angabe und Über-
prüfung einer konkreten Darstellung wie (4.2.9) erfüllt ist.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die WDVV-Gleichungen als spezi�sche Einschrän-
kung der ModelleN = 4 superkonformer Vielteilchenmechanik untersucht.
Dazu wurde zunächst herausgearbeitet, welcher Zusammenhang zu den
verallgemeinerten WDVV-Gleichungen aus der Seiberg-Witten-Theorie be-
steht. Aus der Forderung eines �achen Kon�gurationsraums der Vielteil-
chenmechanik ergab sich dann auf natürliche Weise ein Lösungsansatz über
Kovektorsysteme, so dass sich die WDVV-Gleichungen von nichtlinearen
Di�erentialgleichungen zu nichtlinearen algebraischen Gleichungen verein-
fachen. Mit den Projektorgleichungen wurden Gleichungen besonders ein-
facher Form aufgestellt und ihre Äquivalenz zu den WDVV-Gleichungen
mithilfe der Veselovsche_-Bedingung gezeigt. Weiterhin konnten so über
die Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen hinaus auch die als_-Systeme
bekannten verallgemeinerten Wurzelsysteme und Projektionen von Kovek-
torsystemen konkret als Lösungen für das PräpotentialF der N = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik verstanden werden.

Darüber hinaus wurden Ansätze entwickelt, die Lösungssysteme alterna-
tiv geometrisch zu interpretieren und den Modulraum der WDVV-Lösungen
so besser zu verstehen. Als Ausgangspunkt diente hierfür die kritische Aus-
einandersetzung mit der Hypothese, die Kovektorsysteme als Kanten von
Polytopen aufzufassen. Mit dem Gegenbeispiel des Systems(E6; A1 � A2)
wurde gezeigt, dass der Polytopbegri� allgemein zur Charakterisierung der
Lösungssysteme unzureichend ist. Stattdessen wurden mit Hypergraphen
und Matroiden neue Konzepte präsentiert. Es wurde ausgeführt, inwieweit
einfache, lineare, vollständige Hypergraphen und einfache Matroide äqui-
valente Begri�e sind und wie sie diagrammatisch durch geometrische Dar-
stellungen repräsentiert werden können. Die Matroidoperationen des Lö-
schens und Kontrahierens konnten geometrisch als Entfernen einer Kante
und Projizieren entlang einer Kante interpretiert werden.Schlieÿlich konn-

67
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te die für die Lösungssysteme entscheidende Orthogonalitätseigenschaft
für Vektormatroide präzise formuliert werden. Damit wurde die Grund-
lage für eine Beschreibung des WDVV-Modulraums durch Klassi�kation
der Lösungssysteme mittels ihrer Vektormatroide gescha�en und mit die-
ser Klassi�kation für die Systeme mit p � 8 begonnen.

Die Klassi�kationen für p � 8 ist natürlich nur ein erster Schritt. Die-
se wurde durch explizite Überprüfung aller einfachen Matroide auf Dar-
stellbarkeit und Orthogonalitätseigenschaft erreicht. Für p > 8 wird eine
Klassi�kation der einfachen Matroide mittels der geometrischen Darstel-
lungen von Hand allerdings schon sehr aufwendig, da ihre Zahl sehr schnell
wächst: für n = 3 ist sie durch die Folge fürp = 0 ; 1; 2; :::; 13

0; 0; 0; 1; 2; 4; 9; 23; 68; 383; 5249; 232928; 28872972 (6.0.1)

gegeben ([A058731] in der Sloane-Datenbank) und für beliebigen und
p = 0 ; 1; 2; :::; 10 durch

1; 1; 1; 2; 4; 9; 26; 101; 950; 376467

gemäÿ ([A002773]). Es ist allgemein gezeigt worden, dass das Wachsen der
Anzahl der einfachen Matroide von der Gröÿenordnung22p

ist [Kn74]. Im
Sinne der Lösungssystem wären hier noch die Matroide gleicher abhän-
giger Mengen vom Rang 2 zu identi�zieren und die reduziblen Matroide
auszusortieren. Auÿerdem sind alle bisp � 1 aufgelisteten Matroide auch
in der Liste für p wieder enthalten. Ohne diese Verdopplung ist die Folge
der Anzahl der einfachen Matroide

0; 0; 0; 1; 1; 2; 5; 14; 45; 315; 4866; ::: (6.0.2)

Dennoch steigt die Anzahl der Möglichkeiten derart schnell, dass man
zur weiteren Klassi�kation nicht ohne Rechnerhilfe und Ideen für geschickte
Algorithmen weiterkommt. Insbesondere wäre es von groÿem Vorteil, in
solche Algorithmen auch sofort die Abfrage notwendiger Eigenschaften für
R-Darstellbarkeit und Orthogonalität zu integrieren.

Auf der anderen Seite bringt die Vererblichkeit der Orthogonalitätsei-
genschaft eine weitere Strategie: Findet man, wie auch immer, einzelne
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höherdimensionaleR-Vektormatroide mit Orthogonalitätseigenschaft, las-
sen sich unter Umständen in ihren Minoren eine Vielzahl weiterer Lösungen
�nden.

Ein dritter Ansatzpunkt für neue Resultate mithilfe von Mat roiden ist
natürlich ein genaueres Studium der Matroidtheorie. So gibt es beispiels-
weise ein weiteres Theorem, welches besagt, dass sowohl über GF (2) als
auch überGF (3) darstellbare Matroide schon über jedem beliebigen Kör-
per k darstellbar sind. Dies zeigt, dass es durchaus auch aus den Resultaten
für Vektormatroide über endlichen Körpern Implikationen für die WDVV-
Lösungssysteme geben kann. Es ist nicht klar, inwieweit es noch weitere
Resultate der Matroidtheorie mit Relevanz für das Problem der WDVV-
Gleichungen gibt. Daher ist ein vertieftes Studium der Matroidtheorie mit
Blick auf die WDVV-Lösungen sicher Gewinn bringend.

Mithilfe der Vektormatroide lässt sich die kombinatorische Struktur der
Koplanaritäten der Kovektorsysteme analysieren und die Orthogonalitäts-
eigenschaft formulieren und überprüfen. Die Gesamtheit der bekannten
und hier als Matroide analysierten Lösungssysteme und die Überlegungen
zu Inzidenzen von Kovektoren in Polygonen im Rahmen der Polytopin-
terpretation legen die Vermutung nahe, dass damit nicht nurnotwendige,
sondern auch schon hinreichende Eigenschaften für WDVV-Lösungen ge-
funden sind. Eine Herausforderung besteht aber noch in einem striktem
Beweis, dassR-Vektormatroide mit Orthogonalitätseigenschaft automa-
tisch auch die Projektorgleichungen erfüllen.

Darüber hinaus bleibt noch die Frage nach Deformationsmöglichkeiten
eines gegebenen Lösungssystems; hier gilt es, weitere Techniken zu ent-
wickeln, mit denen die Deformationen aus den Projektorgleichungen er-
mittelt werden können. Ein möglicher Ansatz besteht in einer störungs-
theoretischen Betrachtung der Projektorgleichungen durchVariation eines
Kovektorsystems mit geeigneten Parametern.

Der Schwerpunkt wurde in dieser Arbeit auf die Bestimmung desMo-
dulraums der WDVV-Gleichungen gelegt. Im Rahmen derN = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik ist eine weitere interessante Fragestel-
lung, inwiefern die Erkenntnisse dieser Arbeit zu den WDVV-Lösungen
und damit für das Präpotential F Implikationen für die Bestimmung des
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zweiten Präpotentials U bei nichtverschwindender zentraler LadungC mit
sich bringt. Bislang wurde dieses nämlich nur für undeformierte Coxeter-
Wurzelsysteme betrachtet.

Schlieÿlich ist ein weiterer Aspekt, den besser zu verstehen sich sicher
lohnen würde, der Zusammenhang zwischen Integrabilität und supersym-
metrischer Erweiterung von mechanischen Vielteilchenmodellen. Während
die WDVV-Strukturen sich für uns als Einschränkungen aus der Forderung
nach N = 4 superkonformer Symmetrie ergaben und die Integrabilität
dieser Modelle nicht primär hinterfragt wurden, sind die _-Systeme zwar
für die WDVV-Strukturen der Seiberg-Witten-Theorie formu liert, aber aus
der CMS-Theorie motiviert. Daher drängt sich die Vermutung auf, dass die
WDVV-Gleichungen in gewisser Weise auch eine Verbindung zwischen der
Integrabilität und der supersymmetrischen Erweiterbarkeit von Calogero-
Modellen herstellen.



Anhang A

Lösungssysteme und Matroide

A.1. Projektorgleichung und Matroide mit
Mathematica

Mit der folgenden Mathematica-Datei wurden alle bekanntenDeformati-
onslösungen aus Kapitel4 überprüft. Die Ausgabe ist hier für den Spezi-
alfall D3(t; s) aufgeführt. Sie besteht aus der Dimension derp � n-Matrix
B gemäÿ Abschnitt (3.5), der Matrix selbst (zur Kontrolle); des Weiteren
aus der Anzahl der Ebenenq, der p � q-Inzidenzmatrix für die p Kovek-
toren in den q Ebenen, die resultierende Anzahl notwendig orthogonaler
Kovektorpaare, sowie schlieÿlich einer Matrix, welche dieMatroidstruktur
zeilenweise in den ersten Spalten enthält sowie in der vorletzten Spalte die
Anzahl sb der Kovektoren in dieser Ebene und schlieÿlich in der letzten
Spalte � � als Resultat der geprüften Projektorgleichung (3.5.12).

(* Einlesen des Loesungssystems (aus seperater Mathematica-Datei*)(* Einlesen des Loesungssystems (aus seperater Mathematica-Datei*)(* Einlesen des Loesungssystems (aus seperater Mathematica-Datei*)
A:=D3A:=D3A:=D3
d=Dimensions[A]d=Dimensions[A]d=Dimensions[A]
p=d[[1]];p=d[[1]];p=d[[1]];
n=d[[2]];n=d[[2]];n=d[[2]];
MatrixForm[A]MatrixForm[A]MatrixForm[A]

f 7; 3g
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0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

p
2
p

� 1 + s + t 0 0

0
p

2
q

1+ s� t
t 0

0 0
p

2
q

1� s+ t
s

1 1 1
1 � 1 1
1 1 � 1
1 � 1 � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(* Loesen der ProjektorGleichungen *)(* Loesen der ProjektorGleichungen *)(* Loesen der ProjektorGleichungen *)
G=Transpose[A].A;G=Transpose[A].A;G=Transpose[A].A;
Gi=FullSimplify[Inverse[G]];Gi=FullSimplify[Inverse[G]];Gi=FullSimplify[Inverse[G]];
Module[{qq=0},Module[{qq=0},Module[{qq=0},
Do[Do[Do[
Do[Do[Do[
If[K[[i,k]] 6= 0 ;qq=k],If[K[[i,k]] 6= 0 ;qq=k],If[K[[i,k]] 6= 0 ;qq=k],
{k,1,7}];{k,1,7}];{k,1,7}];
A'=Simplify[Table[A[[K[[i,j]]]],{j,qq}]];A'=Simplify[Table[A[[K[[i,j]]]],{j,qq}]];A'=Simplify[Table[A[[K[[i,j]]]],{j,qq}]];
P'= A'.Gi.Transpose[A'];P'= A'.Gi.Transpose[A'];P'= A'.Gi.Transpose[A'];
(* Lambda x zur Projektorgleichung P'P' = lambda P' *)(* Lambda x zur Projektorgleichung P'P' = lambda P' *)(* Lambda x zur Projektorgleichung P'P' = lambda P' *)
K[[i,9]]=Solve[P'.P'== x P', {x}],K[[i,9]]=Solve[P'.P'== x P', {x}],K[[i,9]]=Solve[P'.P'== x P', {x}],
{i,1,q}];{i,1,q}];{i,1,q}];
(* K enthaelt die 2�ats, die Anzahl ihrer Elemente und den Eigenwert x *)(* K enthaelt die 2�ats, die Anzahl ihrer Elemente und den Eigenwert x *)(* K enthaelt die 2�ats, die Anzahl ihrer Elemente und den Eigenwert x *)
MatrixForm[K]MatrixForm[K]MatrixForm[K]
]]]
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B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A
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(*Ermittelung der 2�at Anzahl q und der 2�ats explizit*)(*Ermittelung der 2�at Anzahl q und der 2�ats explizit*)(*Ermittelung der 2�at Anzahl q und der 2�ats explizit*)
q1=0;q1=0;q1=0;
q=0;q=0;q=0;
Module[{m=0,h,s,qi=0},Module[{m=0,h,s,qi=0},Module[{m=0,h,s,qi=0},
Do[Do[Do[
Do[Do[Do[
Do[Do[Do[
If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,m++],If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,m++],If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,m++],
{k,j+1,p}],{k,j+1,p}],{k,j+1,p}],
{j,i+1,p}],{j,i+1,p}],{j,i+1,p}],
{i,1,p}];{i,1,p}];{i,1,p}];
q1=m;q1=m;q1=m;
J=Table[0,{p},{q1}];J=Table[0,{p},{q1}];J=Table[0,{p},{q1}];
m=1;m=1;m=1;
Do[Do[Do[
Do[Do[Do[
Do[s=False;Do[s=False;Do[s=False;
If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,If[MatrixRank[{A[[i]],A[[j]],A[[k]]}]==2,
Do[Do[Do[
If[J[[i,r]]==J[[j,r]] == 1,If[J[[i,r]]==J[[j,r]] == 1,If[J[[i,r]]==J[[j,r]] == 1,
J[[k,r]]=1;s=True],J[[k,r]]=1;s=True],J[[k,r]]=1;s=True],
{r,1,m}];{r,1,m}];{r,1,m}];
If[s==False,If[s==False,If[s==False,
J[[i,m]]=J[[j,m]] =J[[k,m]]=1;m++]J[[i,m]]=J[[j,m]] =J[[k,m]]=1;m++]J[[i,m]]=J[[j,m]] =J[[k,m]]=1;m++]
],],],
{k,j+1,p}],{k,j+1,p}],{k,j+1,p}],
{j,i+1,p}],{j,i+1,p}],{j,i+1,p}],
{i,1,p}];{i,1,p}];{i,1,p}];
q=m-1;q=m-1;q=m-1;
(*Anzahl der Ebenen q*)(*Anzahl der Ebenen q*)(*Anzahl der Ebenen q*)
Print[q];Print[q];Print[q];
K=Table[0,{q},{9}];K=Table[0,{q},{9}];K=Table[0,{q},{9}];
Do[h=1;Do[h=1;Do[h=1;
Do[Do[Do[
If[J[[j,i]]==1, K[[i,h]]=j; h++],If[J[[j,i]]==1, K[[i,h]]=j; h++],If[J[[j,i]]==1, K[[i,h]]=j; h++],
{j,1,p}];{j,1,p}];{j,1,p}];
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K[[i,8]]=h-1;K[[i,8]]=h-1;K[[i,8]]=h-1;
qi=qi+(h-1)*(h-2),qi=qi+(h-1)*(h-2),qi=qi+(h-1)*(h-2),
{i,1,q}];{i,1,q}];{i,1,q}];
(*Inzidenzmatrix J*)(*Inzidenzmatrix J*)(*Inzidenzmatrix J*)
Print[MatrixForm[J]];Print[MatrixForm[J]];Print[MatrixForm[J]];
(* Anzahl der orthogonalen Paare = alle Paare - Paare in Ebenen *)(* Anzahl der orthogonalen Paare = alle Paare - Paare in Ebenen *)(* Anzahl der orthogonalen Paare = alle Paare - Paare in Ebenen *)
Print[(p*(p-1)-qi)/2];Print[(p*(p-1)-qi)/2];Print[(p*(p-1)-qi)/2];
]]]
0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 4 7 0 0 0 0 3
nn

x ! � � s� t
1+ s+ t

oo

1 5 6 0 0 0 0 3
nn

x ! � � s� t
1+ s+ t

oo

2 4 5 0 0 0 0 3
nn

x ! � � 1� s
1+ s+ t

oo

2 6 7 0 0 0 0 3
nn

x ! � � 1� s
1+ s+ t

oo

3 4 6 0 0 0 0 3
nn

x ! � � 1� t
1+ s+ t

oo

3 5 7 0 0 0 0 3
nn

x ! � � 1� t
1+ s+ t

oo

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

A.2. Die Matroide der Lösungssysteme

Im Folgenden werdem die geometrischen Darstellungen der Matroide zu
den bekannten WDVV-Kovektorlösungen aus Kapitel4 aufgelistet.
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Abbildung A.1.: a) M (A3(c)) und b) M (D3(t; s))

Die Nummerierung von M (B3(
; c )) ist derart gewählt, dass die Lö-
schung (5.5.2) o�ensichtlich wird und entspricht einer Permutation der
Reihenfolge der Kovektoren in (4.2.4). Allgemein wird sonst auf die Wahl
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Abbildung A.2.: M (B3(
; c )) a) symmetrisch und b) in äquivalenter Form,
aus der sich o�ensichtlich die Löschung (5.5.2) , (Abb. 5.9)
ergibt

einer bestimmten Permutation und damit auf eine Nummerierung verzich-
tet.

Abbildung A.3.: a) M ((AB 4(t); A1)1) und b) M ((AB 4(t); A1)2)

DasF3(t)-Systems hat bis auf die Skalierung der Kovektoren im Wesent-
lichen die Struktur des Vektormatroids der projektiven Ebene PG(2; 3),
nur dass diese überGF (3) dargestellt ist, während F3(t) als WDVV-
Lösung überR zu verstehen ist. Daher entsprichtM (F3(t)) der projektiven
Ebene bis auf wenige lineare Abhängigkeiten (Abb.A.4).
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Abbildung A.4.: a) M (F3(t)) und b) die projektive Ebene PG(2; 3) (Dia-
gramm von mathpuzzle.com)

Abbildung A.5.: M (G3)

A.3. Klassi�kation der einfachen
R-Vektormatroide für p � 8

Für festes p sei auf kanonische WeiseX = f 1; 2; :::; pg. Dann ist das Ma-
troid M = ( X; K) durch K eindeutig bestimmt. Im Folgenden sei immer
n = 3 . Wie in Abschnitt 6 besprochen, sind alle Matroide fürp0 < p auch
Matroide der Klassi�kation für p, die Wiederholungen werden hier aber
nicht extra aufgelistet; die Anzahl entspricht daher (6.0.2).

p = 3 :

1. K3 := ff 123gg = M (A2), ist das einzige einfache Matro-
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id. Als Rang-2-Kreis entspricht es einer Fläche mit drei Kovektoren
und ist daher trivialerweise darstellbar und erfüllt die Orthogona-
litätseigenschaft. Im folgenden werden die Matroide zu diesen tri-
vialen Kovektorlösungen nach ihrer Kovektoranzahlp immer als Kp

bezeichnet.

p = 4 :

1. K4 � ff 123gf 124gf 134gf 234gg ist trivialerweise darstellbar und or-
thogonal.

p = 5 :

1. K5 � f alle
� 5

3

�
= 20 Kombinationen f ijk gg

2. ff 123gf 145gf 2345gg = M (A3)nf 3g, ist das im Abschnitt 5.4
diskutierte Beispiel, darstellbar aber nicht orthogonal.

p = 6 :

1. K6

2. darstellbar, aber nicht orthogonal

3. ist nicht einmal darstellbar, weil die entsprechenden 6 Kovek-
toren genau den Tetraeder bilden, also auch schon eine vierte Flä-
che linear abhängiger Kovektoren existiert, die dieser Matroid jedoch
nicht enthält.

4. ist der bekannte und bereits viel diskutierteA3-Fall.

p = 7 : Hier wird eine systematischere Au�istung im Sinne der Diskussion
in Abschnitt 5.5 sinnvoll. Da für p < 9 jeder Knoten an maximal 3 Kanten
liegen kann, bietet sich zur Beschreibung der geometrischenDarstellungen
das Tripel (p1; p2; p3) an, wobei die Gesamtzahlp = p1 + p2 + p3 fest
ist, so dass die Matroide in einer Tabelle mitp1- und p3-Achse aufgelistet
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werden können. Die Summe
P

(5.5.1) steigt dann entlang der Diagonale
von links oben nach rechts unten um jeweils eins an. Entsprechend sind
auf der dazu senkrechten Diagonalen dieselben Tripel(q3; q4; q5) für die
Flächen möglich.

Man erhält insgesamt in Übereinstimmung mit (6.0.1) 14 einfache Ma-
troide. Davon ist nur der D3(t; s)-Matroid (p1; p2; p3) = (0 ; 3; 4) darstell-
bar und orthogonal. Allerdings ist die Argumentation gegenden Fano-
Matroiden (0; 0; 7) nicht trivial, der Satz über seine Nicht-Darstellbarkeit
über R daher sehr hilfreich.

p = 8 : Auch hier reproduziert man die 45 Matroide, von denen sich aber

nur der (0; 2; 6)-Matroid als darstellbar mit Orthogonalitätseigen-
schaft herausstellt.

Die Überprüfung, der hier aufgelisteten Matroide legt die Vermutung
nahe, dass abgesehen von den trivialenKp-Fällen Matroide mit p1 > 0
die Orthogonalitätseigenschaft nicht erfüllen. Für die Matroide mit p1 = 0
und p3 < 6 ergeben sich aus der Annahme der Orthogonalitätseigenschaft
ebenfalls o�ensichtliche Widersprüche. Die Matroide(0; 1; 7) und (0; 0; 8)
können direkt ausgeschlossen werden, weil sie den Fano-Matroid als Mino-
ren enthalten und daher nicht darstellbar sind.
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p3\ p1 7 6 5 4 3 2 1 0

0 ,
�

, / /

1 / / / /

2 / / / / /
3 / / / / /

4 / / /
5 / / /
6 / /

7

Tabelle A.1.: p = 7 einfache Matroide
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1 / , / ,

,

2 / / / , , / , ,

3 / / / / ,

,

4 / / / /

5 / / / ,

6 / /

7
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Tabelle A.2.: p = 8 einfache Matroide
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