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Kapitel 1

Einleitung

The motivation for a physicist to study 1-dimensional pro-
blems is best illustrated by the story of the man who, retunmg
home late at night after an alcoholic evening, was scanninge
ground for his key under a lamppost; he knew, to be sure, that
he had dropped it somewhere else, but only under the lamppost
was there enough light to conduct a proper search. - F. Calage
[Ca7]]

Von besonderem Interesse fir die verschiedensten BereicherdPhysik sind
vollstandig integrable Modelle. Prinzipiell sind schon mehanische Systeme
mit drei oder mehr Korpern im Allgemeinen nicht exakt I6sbar. Dennoch
gibt es eine Reihe losbarer Spezialfalle. In der Quantenmie&nik wurde
Anfang der 1970er Jahre mit dem Calogero-Modell ein integtdes Modell
gefunden, welchesn Teilchen auf einer Geraden, also in einer Dimension
mit paarweiser Wechselwirkung beschreibtCa71]. So simpel dies zunachst
klingen mag, so breit ist doch sein Anwendungsspektrum von dstkorper-
physik bis zur Physik schwarzer Locher. Aber auch und geradals integra-
bles Quantenmodell ist es Ausgangspunkt flr eine Vielzahlon Verallge-
meinerungen zu neuen integrablen Systemen; dabei spieleanallem Wur-
zelsysteme von Lie-Algebren als zugrundeliegende Struktsolcher Modelle
eine groye Rolle QIPe83. Entsprechend naheliegend ist auch der Versuch,
die Calogero-Modelle supersymmetrisch zu erweitern, wasctson vor 20
Jahren fur N = 2 erweiterte Supersymmetrie in Angri genommen wurde
[FrMe9Q].

Supersymmetrische Quantenmechanik war im Gegensatz zu sefsym-
metrischer Quantenfeldtheorie jedoch lange ein wenig studrtes Gebiet.
Dies anderte sich deutlich, nachdem sich herausstellte, da gewisse Aspek-
te der M-Theorie im Zugang Uber Matrix-Modelle durch Quantenmechanik
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beschrieben BFSS94 und dass Uber die AdS/CFT-Korrespondenz Proble-
me in AdS,-Geometrien dual auch in konformer Quantenmechanik ange-
gangen werden kdnnenNla9g]. Insbesondere fuhren verschiedene Zugéange
zur Physik schwarzer Locher im Rahmen der String-Theorie a@usuper-
konforme Erweiterungen der Calogero-ModelleGDKKT98 ] und es wur-
de vermutet, dass von besonderem Interesse di¢ = 4 Erweiterung mit
SU(Z1; 1j2)-Symmetrie ist [GiTo98].

Die allgemeine Konstruktion einer solchen Vielteilchen-Qantenmechanik
[Wy00, BeGLO4] fuhrt auf zwei Prapotentiale U und F, aus welchen sich
das Potential im Hamilton-Operator ableiten lasst und welthe auf diese
Weise die Modelle bestimmen. Sie unterliegen allerdings &rund derN =
4 superkonformen Symmetrie einem Satz nichtlinearer, paréller Di eren-
tialgleichungen. Dabei ist das Prapotential F unabhangig vonU Ldsung
einer speziellen Form der sogenannten Witten-Dijkgraaf-¥rlinde-Verlinde-
Gleichung (WDVV) aus der zweidimensionalen topologischerreldtheorie
[Wi90, DVV91] und U fur ein gegebened dann LOdsung einer linearen
Di erentialgleichung.

Die bisher im Rahmen der superkonformen Vielteilchenmechak be-
trachteten Losungen der WDVV-Gleichungen beruhen auf Wurelsystemen
von Lie-Algebren beziehungsweise, etwas allgemeiner, dictier Coxeter-
Gruppen und Deformationen von diesen und es existieren audtir bis zu
vier Teilchen entsprechende Ldsungen fu [GLP09, KLPQ09]. Allerdings
sind aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie und motivert durch L6-
sungssysteme ahnlicher Gestalt in Calogero-Moser-Theerivon A.P. Vese-
lov und anderen darlber hinaus auch WDVV-Ldsungen fiir Wurzesysteme
von Lie-Superalgebren Chve0l, Ve02Z und aus Projektionen solcher Sys-
teme gefunden wordenHeVe07, FeVe0d. Mit den sogenannten_ -Systemen
[Ve99, Ve0]] wird dazu ein eigenes Konzept verwendet.

In dieser Arbeit wird der Zusammenhang der WDVV-Ldsungen inder
N = 4 superkonformen Vielteilchenmechanik zu diesen -Systemen ge-
klart, so dass auch den verallgemeinerten Wurzelsystemennd Projek-
tionen auf eindeutige Weise superkonforme Modelle zugeandt werden
kénnen. Aufbauend auf [e08b, Le084 werden diese Losungssysteme au-
yerdem geometrisch interpretiert. Dabei zeigt sich, dassid Interpretation
der Losungssysteme als Polytope in gewissen Féllen von Veit ist, als
allgemeines Klassi kationsprinzip aber bei den Veselovéen Projektionen



an seine Grenzen stoyt. Indem die Kombinatorik der linearenAbhangig-

keiten in den Lésungssystemen in den Mittelpunkt gestellt vird, erweist es
sich stattdessen als sinnvoll, die WDVV-L6sungen mithilfevon Hypergra-

phen beziehungsweise Matroiden zu beschreiben. Auf dieseeide lassen
sich die bekannten Lésungen auf eine neue Art geometrisch rggehen und

klassi zieren, wobei die besondere Schwierigkeit in eineau erfullenden Or-

thogonalitatseigenschatft liegt. Auyerdem werden Wege agkzeigt, wie man
prinzipiell zu neuen Losungen der WDVV-Gleichungen gelargn kann.

Der Aufbau dieser Arbeit ist daher folgendermayen. Im Kapiel 2 wird
die N = 4 superkonforme Vielteilchenmechanik eingefiihrt und es wit
angerissen, auf welche Weise diese die Physik schwarzer hécnahe ihrem
Horizont beschreiben kénnte.

Im Kapitel 3 werden die Strukturgleichungen fir die PrapotentialeU
und F genauer betrachtet, ihnr Zusammenhang mit den WDVV-Gleichungen
aus dem Kontext der Seiberg-Witten-Theorie erlautert und hre Geometrie
analysiert. Des Weiteren wird gezeigt, wie sich die Struktegleichungen in
einem speziellen Losungsansatz zu algebraischen Gleiciyem vereinfachen
und auf welche Weise diese aquivalent zu sogenannten Protekgleichun-
gen und zur de nierenden Bedingung der Veselovschen-Systeme sind.

Daraufhin wird im Kapitel 4 demonstriert, dass Wurzelsysteme die WDVV-
Gleichungen lésen und es wird ein vollstandiger Uberblick liler die bislang
bekannten Losungssysteme der verschiedenen Typen gegeben

Schlieylich wird im Kapitel 5 ausgefiihrt, wo die Starken und Schwéchen
der Polytopinterpretation liegen. Dann werden die Begri e des Hypergra-
phen und des Matroids nacheinander eingefiihrt und untersunt, wie die
WDVV-L6sungen durch sie beschrieben werden kénnen. Insbasdere wird
aufgezeigt, wie sich prinzipiell durch die Matroidoperatonen der Kontrak-
tion und unter gewissen Umstanden auch der Loschung aus gdmgnen
Ldsungen weitere Losungen ergeben. Schlieylich werden mellassi kati-
onsstrategien vorgestellt.






Kapitel 2

Superkonforme Quantenmechanik

Zu Beginn soll dieN = 4 erweitert superkonforme Vielteilchenmechanik
vorgestellt werden, in welcher die WDVV-Gleichungen auftaichen. Dazu
wird zunachst demonstriert, wie man zu Calogero-Modellen la Vielteil-

chenmodellen konformer Quantenmechanik gelangt. Dann wden die su-
persymmetrischen Erweiterungen eingefthrt, deren Einseiinkungen an
das Potential durch Strukturgleichungen fir Prapotentiale bestimmt sind.
Schlieylich soll angedeutet werden, inwiefern die Vermutng besteht, dass
solche superkonformen Modelle die Physik extremaler schweer Locher
vom Reissner-Nordstrom-Typ am Ereignishorizont beschréien.

2.1. Konforme Quantenmechanik

Die Grundlegende Arbeit zur konformen Quantenmechanik stammt von
de Alfaro, Fubini und Furlan (DFF) [ DFF76]. Aus generellem Interesse an
Quantenfeldtheorien mit konformer Symmetrie SO(1;d + 1), beschrieben
durch die Lagrangedichte

L= @)@ ) g% (21.1)

wird die konforme Quantenmechanik als nichttrivialer aber integrabler
Spezialfall lediglich einer (Raum)Zeitdimensiond = 1 betrachtet. Dann
ist (x )! x(t) und die Lagrangedichte @.1.1) wird zur Lagrangefunkti-
on
_1.-, 9,
L = E()i ﬁ)' (2.1.2)

Fur dieses einfache Modell Iasst sich die konforme Algebrso(1; 2),

[H;K]=2i~-D; [D;H]= i~H; [D;K]=i-K; (2.1.3)
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auf dem Kon gurationsraum darstellen durch den Hamiltonoperator
1 g
H=Z(x*+ = 2.1.4
SO+ ) (2.1.4)
sowie dem symmetrisierten Dilatationsoperator
1
D = 21(xx_+ XX) (2.1.5)
und dem Generator der speziellen konformen Transformaticen
1 1
K = ét(xx_+ XX) + 5x2: (2.1.6)

Dabei legt man wie Ublich die kanonische Quantisierung

[x(t); p(t)] = i~ (2.1.7)
mit dem kanonischen Impulsp = %Lz X zugrunde.

Interessant ist fur DFF die Integrabilitat: Durch die Operatoren kom-
pakter Drehungen R = z(%K + aH) der konformen Symmetrie, welche
ein diskretes Spektrum und normalisierbare Eigenzustandbesitzen, kon-
nen die Losungen der Bewegungsleichungen generiert werdéder Hamil-
tonoperator gehdrt jedoch nicht zu diesen, sondern bildet én Grenzfall
a!l zu den nichtkompakten Generatoren hyperbolischer Transfiona-
tionen S= (K aH).

Eine interessante Verallgemeinerung des DFF-Modell2(1.4) erhalt man,
wenn man den generischen Hamiltonoperator fiin identische Punktteil-
chen in einer Dimension

H= pip + Ve (x%5x") (2.1.8)

betrachtet und zusatzlich konforme Symmetrie fordert. (In der gesam-
ten Arbeit soll die Einsteinsche Summenkonvention fir die €ilchenindizes
i;j;k:n =152 n gelten.) Invarianz unter der konformen Algebraso(1; 2)
l&sst sich nun durch Invarianz unter der formalen Algebra 2.1.3) von DFF
fordern. Entsprechend der Ublichen kanonischen Quantisieng

X'ipl=i~| (2.1.9)
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kann diese Algebra mittels

1 . . 1. .

D = z1r(x'pi +pix') und K = 5x'x' (2.1.10)
dargestellt werden. Allerdings erfordert diese Invarianzine Einschréankung
des Potentials Vg . Als illustratives Beispiel fur die Bestimmung von quan-
tenmechanischen Modellen einer gewissen Symmetrie soledihier explizit
gerechnet werden: Aufgrund des Kommutators

[D;H]

JHX T+ pixT] = ZOCTH; i+ [Hi Xy + il + [H; i)
= S O0Ne P+ [Ve i) + S xTor+ pile s x')
= S(i=@Ve + i~(@)X)  (2pi- |p +2ppi= )

= i@ +2Vs) i~(Gpn+ V)= i-H+ (0 @+2) Ve

muss zur Erfiillung der konformen Algebra gelten(x' @+ 2) Vg = 0. Das
Potential Vg muss also homogen vom Grad 2 sein, damit man eine kon-
forme Vielteilchen-Quantenmechanik erhélt. Das prominete Beispiel ist
hierflir das Calogero-Maodell [Ca71] mit

X o2
welches eindeutig durch die weitere Forderung nach Translens- sowie
Permutationsinvarianz und eine Beschrankung auf Zweiteilsen- Wechsel-
wirkung bestimmt ist. Indem man den Nenner(x' x!)? der Summanden
des Calogero-Potentials 2.1.11) als Quadrat der Wirkung einer Wurzel aus
dem WurzelsystemA, auf die Koordinaten x au asst, bietet sich die Ver-
allgemeinerung des Spezialfalld.,, auf beliebige halbeinfache Lie-Algebren
an und es lasst sich zeigen, dass diese integrable Modeller déelteil-
chenmechanik beschreibendIPe83. Man spricht dann auch allgemein von
Calogero-Modellen. Insbesondere haben all diese Modelletentiale der
richtigen Homogenitat und sind daher konform invariant.
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2.2. Superkonforme Quantenmechanik

Im nachsten Schritt sollen supersymmetrische Erweiterungn der konfor-
men Vielteilchenmechanik (SCQM) betrachtet werden. Dabeiwird im Fol-
genden~ =1 gesetzt.

In der Quantenmechanik als Quantenfeldtheorie in0 + 1 Dimensionen
reduziert sich die Poincaré-Symmetrie auf Zeittranslatio, der einzige Ge-
nerator ist der Hamilton-Operator. Entsprechend besteht de eindimensio-
nale unerweiterte Supersymmetrie-Algebra lediglich ausieer Superladung
und dem Hamilton-Operator:

fQ;QYg=2H; fQ;Qg=0; [H;Q]=0: (2.2.1)

Fur eine Darstellung auf dem Hilbertraum dern-Teilchenmechanik muss
dieser zunéchst um fermionische Freiheitsgrade', ! fur eine jede Orts-
koordinate x' erweitert werden, i = 1;:::n. Diese sollen die kanonischen
Antivertauschungsrelationen

f i 0ig= 1 und [x': I]=[x": i]1=0 (2.2.2)

erfillen. Um die Superalgebra auf diesem Raum darzustellerbietet sich
zunéchst der Ansatz

Q= ' Q= p (2.2.3)

an, da
fQQg = f 'p; 'mg= 'pp+ ! 'pip (2.2.4)
= f ' Jgpip = pipi = 2Ho: (2.2.5)

Fur die supersymmetrische Erweiterung der konformen Quamnmecha-
nik kommen solche Supersymmetrie-Algebren in Frage, die irhosonischen
Teil die obige konforme Algebra @.1.3 als Unteralgebra enthalten. Dazu
werden zusétzlich zu den SuperladungeQ fermionische GeneratorenS
mit Antikommutator proportional zum Generator der speziellen konfor-
men Transformationen K bendétigt. Sie werden daher als superkonforme
Partner der Q bezeichnet.
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Furden N =2 erweiterten Fall hat die Algebra beispielsweise die Gestal
[H:D]=iH [K;D]= iK [H;K]=2iD
fQ;Qg=2H fS;Sg=2K fQ;Sg= 2D 2iJ +iC (2.2.6)
[Q:D]= 5Q [SiDl= 3S [SiHI=iQ
QU= 5Q [S91= 1S [QKI= iS;

wobei die fermionischen Generatoren in zueinander hermiseh konjugier-
ten Paaren Q, Q beziehungsweises, S auftreten. Auyerdem hat man im
Allgemeinen einenu(1)-Generator J sowie eine reelle zentrale Ladung.

Fur die Darstellung dieser Algebra auf dem Hilbertraum der vechsel-
wirkungsfreien n-Teilchen-Quantenmechanik bietet sich analog zuZ.2.3
fur die superkonformen Generatoren an

s= xt s= X (2.2.7)
und far den u(1)-Generator
1 . . o
J= Z( b K (2.2.8)

Letztlich soll in dieser Arbeit jedoch N =4 erweiterte Supersymmetrie
untersucht werden. Genauer gesagt soll die Superalgebsau(1; 1j2)

[H:D]=iH [K;D]= iK
[H;K]=2iD [Ja; Jb] = i apcde
fQ :Q g=2H fS :S g=2K
[Q ;D]= %Q [S;D]= 'és (2.2.9)
Q= (A Q  [S:d= (S
[Q ;K]= iS [S:H]=1iQ
fQ ;S g = 2D 2i( 4) Jat+iC

gefordert werden GLP09], wobei die durch dieJ, generierte R-Symmetrie
hier eineSU(2) ist, dargestellt mit den Paulimatrizen ( 5),a=1;2; 3. Ent-
sprechend sind die Superladungel® und deren superkonforme Partner
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S nun SU(2)-Dubletts, = 1;2, mit den Hermitizitdétsbedingungen

Q)Y=Q ; (S)=s: (2.2.10)

Fur eine Vielteilchenmechanik-Darstellung wird der Kon gurationsraum

um zusatzliche fermionische Freiheitsgrade ' und ' erweitert und die
Generatoren werden mit der Ausnahme von
1 i

Ja= > (a) (2.2.11)

vollkommen analog zum FallN = 2 dargestellt.

Analog zur Untersuchung der konformen Modelle ohne Superaymetrie
im letzten Abschnitt erhdlt man aus der Forderung, dass die drzustellen-
den Algebren auf dem Kon gurationsraum schlieyen, nun Einshrankun-
gen an das PotentialV eines Modells. Im Gegensatz zu den unerweiter-
ten konformen Modellen ist bei den supersymmetrischen einé-abhangige
Modi kation der Darstellung der Supergeneratoren Q notig.

Im Fall der N = 2 erweiterten Algebra (2.2.6) erhalt man so [GLPO6]
zusatzlich zum bosonischen PotentiaMg eine fermionische Erweiterung

Ve = (@QU) ' (2.2.12)

bestimmt durch ein Prapotential U, welches aufgrund der Algebra weiter-
hin durch folgende Gleichungen eingeschrankt ist:

@@uU + (@U)(@U)=2Vs ; x'@U = C: (2.2.13)

Diese Gleichungen kann man beispielsweise fir das Potentides Calogero-
Modells (2.1.17) allgemein lésen und damit dieN = 2 erweiterten Verall-
gemeinerungen des Calogero-Modells klassi zieren. Dielsmn 1990 gefun-
denen Verallgemeinerungen vonArMe90] sind darin enthalten.

In N =4 erweiterter Vielteilchenmechanik geht man vollkommen anég
vor [GLPO7]; es stellt sich heraus, dass hier nicht nur quadratische osidern
auch quartische Terme der fermionischen Freiheitsgrade infPotential zu
berticksichtigen sind. Aus der vollen Algebra erhalt man dan das Potential

2 o 1 D E
V=V + §Fijk Fijk Uij o+ ZFijkl b ko ; (2.2.14)
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wobeih::i das Weyl-geordnete Produkt bezeichnet. Die Koe zientenfunk-
tionen Uj, Fjx und Fj lassen sich aufgrund der Superalgebra2(2.9)
letztlich durch lediglich zwei skalare PréapotentialeU und F folgenderma-
yen schreiben

Fik = @Fn = QQQ@F (2.2.15)
Ui =@ = @QU: (2.2.16)

Das klassische £! 0), bosonische Potential kann dann imN = 4 super-
konformen Fall durch

Ve = 2(@U)(@V) (2.2.17)

ausgedrtckt werden.
Schlieylich erschépfen sich die Einschrankungen aus der [eralgebra in
den folgendenStrukturgleichungen

FikpFilp = Fikp Fipp (2.2.18)
x'Fijx = i (2.2.19)
@U + Fjx Uy = 0 (2.2.20)
XU = C: (2.2.21)

Die Struktur und Lésungsmdglichkeiten dieser Gleichungemund damit die
Klassi kation dieser N = 4 superkonformen Vielteilchen-Mechanik soll
Thema dieser Arbeit sein.

2.3. SCQM und Schwarze Locher

Superkonform quantenmechanische Modelle bilden nicht nueine spezi-
elle Klasse integrabler Systeme, sondern es besteht auchedAnnahme,
dass sich mit ihnen physikalisch relevante Modelle beschiteen lassen. Ins-
besondere gibt es Vermutungen, dass sich die Dynamik von eximalen
geladenen schwarzen Léchern e ektiv durch derartige Modé beschreiben
lasst.

Der entscheidende Punkt ist hierbei, dass die AdS S2-Geometrie
spezieller vierdimensionaler schwarzer Locher nahe ihr&eignishorizonts
mithilfe der AdSy+1/CFT 4-Korrespondenz im Rahmen von Stringtheorie
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durch eine eindimensionale konforme Feldtheorie, also aerkonforme Quan-
tenmechanik beschrieben werden kannJDKKT98 ].

Genauer gesagt handelt es sich bei diesen schwarzen Léchem solche
vom Reissner-Nordstrom-Typ. Dies sind eindeutige, sphéasch symmetri-
sche, statische Lésungen der Vakuum-Einstein-Gleichungezusammen mit
guellenfreien Maxwell-Gleichungen, also beschrieben dchr die klassische
Wirkung (mit Gravitationskonstante Gy =1)

1 _
s=— dx"GgrR F EF ) 2.3.1)
16
Diese schwarzen Locher sind durch Masdd und elektrische sowie magne-
tische Ladung Q, P charakterisiert. Fur

M?= Q%+ P? (2.3.2)

gibt es nur einen Ereignishorizont, man bezeichnet ein sdies schwarzes
Loch dann als extremal. In isotropischen Koordinaten wird & durch die
Metrik

ds?= (1+ MT) “dt® + (1 + ¥)Z(dr2+ r’d %) (2.33)

beschrieben. Nahe dem Ereignishorizontt M, wird der Winkelanteil
der Metrik r-unabhé&ngig und Radial- und Zeitteil zu einer Anti-de-Sitter-
Metrik,

a?=( iz Mazye M2 2. 2.3.4
P =( ods Todrd)+(M2d ), (23.4

der sogenannten Bertotti-Robinson-Metrik. Dabei handelt & sich gerade
um eineSO(1;2) SO(3)-invariante Metrik auf dem AdS, S?. Die Masse
M ist gleichermayen der Radius der 2-Sphare wie auch propoamal zum
Krimmungsradius des Anti-de-Sitter-Raumes.

Ein Testteilchen mit Masse m und Ladung q in dieser Geometrie kann
nun ebenso gut auch durch eine eindimensionale, konform synetrische
Mechanik beschrieben werden. INGDKKT98 ] wird gezeigt, dass diese Me-
chanik durch den relativistischen Hamilton-Operator

x2  mg

ot o

(2.3.5)
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beschrieben wird mit

f(x;x)= %(p M2+ (x2x2+4L2)=4M 2 + q) (2.3.6)

und IM 2 2 2 2
gz MEM* &) A?
m m
Hierbei entspricht x = 0 im Anti-de-Sitter-Raum r = 1 und x = 1 dem
Ereignishorizont. Die konforme Symmetrie ist dann durch dé Generatoren
der konformen Boosts beziehungsweise der Dilatation

(2.3.7)

K = %f (x;x)x> ; D= %xx_ (2.3.8)

gegeben. Im nicht-relativistischen Limes einer groyen Ma® des schwarzen
LochsM !'1 und minimaler Di erenz von Masse zu Ladung des Test-
teilchens(m @) ! 0 bei festgehaltenemM ?(m @) erhalt man wieder

den wohlbekannten DFF-Hamilton-Operator

_ X2 9.
H - % + ﬁ, (2.3.9)
nun mit A0+ 1
+
g=8M?(m ®+‘iﬁrl: (2.3.10)

Fur verschwindenden Drehimpulsl = 0 lassen sich drei Félle unterscheiden:
Ein ultra-relativistisches Teilchen (m < q), dass vom negativen Potential
zu x = 0 angezogen wird, dass heiyt vom schwarzen Loch ins unendleh
abgestoyen wird, einem sub-relativistischen Teilchen h > q), welches
vom schwarzen Loch angezogen wird und der Extremalfallng = @), in
dem das Potential verschwindet, also Anziehung durch Gravation und
Abstoyung durch elektromagnetische Wechselwirkung sichegade gegen-
seitig aufheben.

In [CDKKT98 ] wird des Weiteren ein Superteilchen durch eine Erwei-
terung der Symmetrie aufOSp(1j2) beschrieben. Als physikalisch relevant
wird jedoch eine SU(1; 1j2)-Symmetrie vermutet [GiTo98]: Da die Losung
eines schwarzen Loches in Ilb Supergravitation kompakti zert auf den
Torus TO ein extremales schwarzes Loch vom Reissner-Nordstréom-Typ
mit SU(1; 1j2)-Isometrie darstellt und eine aquivalente Formulierung a$
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Schnittpunkt von D 3-branen hat, wird dort vermutet, dass eineSU(1; 1j2)
invariante superkonforme Erweiterung des Calogero-Modk, wie sie nun
mit (2.2.14 konstruiert ist, die Fluktuationen der D 3-branen in der Na&-
he des Schnittpunkts und damit die mikroskopischen Freihdésgrade des
schwarzen Lochs nahe dem Horizont fiin ! 1 beschreibt. Dabei ist die
Vorstellung, dass dien-Teilchen-Quantenmechanik ein Teilchen in Wechsel-
wirkung mit einem n  1-Teilchen-Cluster beschreibt, der als das schwarze
Loch mit seinenn 1 Freiheitsgrade, den Calogeronen , auf dem Horizont
verstanden wird.

Diese Vermutung ist also neben dem prinzipiellen Interessan integra-
blen Systemen Motivation flr die hier betrachtete N = 4 superkonforme
Vielteilchenmechanik.



Kapitel 3
Die Struktur der WDVV-Gleichungen

Die Strukturgleichungen (2.2.18- 2.2.27) fiir die Prapotentiale U und F der
N =4 SCQM aus dem letzten Kapitel werden nun genauer untersuchtnd
ihre Beziehung zu den verallgemeinerten WDVV-Gleichungenws Seiberg-
Witten-Theorie und topologischer Feldtheorie geklart. Aus der Forderung
nach einem achen Kon gurationsraum wird ein logarithmischer Kovek-
torlésungsansatz motiviert, der die WDVV-Gleichungen aufalgebraische
Gleichungen reduziert, und es werden verschiedene aquieate Formulie-
rungen dieser Gleichungen verglichen.

3.1. Die WDVV-Gleichungenin N =4 SCQM

Im Abschnitt 2.2 wurde erlautert, wie man zu DarstellungenN =4 erwei-
terter Supersymmetrie in Form der Lie-Superalgebrasu(1; 1j2) mit einer
zentralen Erweiterung C auf dem Hilbertraum einer Quantenmechanik von
n Teilchen gleicher Masse in einer Raumdimension mit zusatzhen fer-
mionischen Freiheitsgraden gelangt. Ein derart superkomirmer Hamilton-
Operator ist demnach von der Form

1 1 ~2
H = Spp+ 5(@U)(@U) + - (GQQF)(@QQF)
D E
@) ' | +3@9@aF) ' ¥ ' @11
Damit sind die Modelle einer solcher SCQM vollstandig durchdie beiden
Prapotentiale U und F bestimmt, welche Funktionen von den Orten der

n Punktteilchen auf der reellen Gerade sind und den Strukturgeichungen
(2.2.18- 2.2.21) genugen missen. Insbesondere ist der klassische, bosoni-

15
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sche Teil des Potentials

= 2(@u)@v) (312)

vollstandig durch das Prapotential U bestimmt.
Es bieten sich daher zwei Wege an, Modelle einer solchen SCQ&l
konstruieren:

1. Superkonforme Erweiterung spezieller konformer Modedt Man star-
tet mit einer bekannten, rein bosonischen anntenmechan;kwle zum
Beispiel dem Calogero-Modell mitVg = m (2.1.19, und
sucht nach moglichen PréapotentialenU als Losung der Di erential-
gleichung (3.1.2). Diese untersucht man dann dahingehend, ob sich
ein Prapotential F nden lasst, so dass die Strukturgleichungen er-
fullt werden. Dabei erhalt auch der bosonische Teil des Poteials

dann Quantenkorrekturen V- = = (@Q@@F )( @@@F ).

2. Direktes Losen der Strukturgleichungen mit bosonischeRotentialen
als Konsequenz aus de(U; F)-Ldsung.

In [BeGLO4] beispielsweise wurde Ersteres fin = 2;3 mit Calogero-
Potential versucht. Umfassender ist allerdings der zweitéAnsatz, auf den
sich im Folgenden konzentriert werden soll. Dazu sollen di&trukturglei-
chungen zuné&chst noch einmal explizit inJ und F formuliert und genauer
betrachtet werden.

Die erste Gleichung @.2.18 hat so die Form

(@@QF) (Q@QgF) = (QQ@F) (QQQF) (3.1.3)

Dies ist eine spezielle Version der aus der zweidimensional topologischen
Feldtheorie bekannten, nach Witten, Dijkgraaf sowie den Velinde-Briidern
benanntenWDVV-Gleichung [Wi90, DVV91]. Die WDVV-Gleichung taucht
auyerdem in e ektiver Seiberg-Witten-Theorie auf, indem das Prapotential
derN = 2 supersymmetrischen Yang-Mills-Wirkung diese erfullt MMM96].
Versteht man die dritten Ableitungen des Préapotentials F als Zusam-
menhangskoe zienten Fl, = ' @@@F auf dem Kon gurationsraum, kann
man die WDVV-Gleichung als Bedingung au assen, dass der Krimmungs-
tensor Rjjq zu diesem Zusammenhang verschwindet, weil dieser sich wege
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der totalen Symmetrie vonFjx = @@@F aufgrund der Vertauschbarkeit
von partiellen Ableitungen auf

Rik =[Fi;Fila = FRFip  F Fip (3.1.4)

reduziert. Auf diese geometrische Struktur der Gleichunge wird noch ge-
nauer im nachsten Abschnitt eingegangen. An dieser Stelleilft diese Be-
trachtung aber schon zu der unmittelbaren Erkenntnis, dassdie Anzahl
der unabhéngigen Gleichungen in der WDVV-Gleichung zunacét der An-
zahl der Komponenten des Riemanntensors entspricht, alsé’%
betragt. Dies wird durch die anderen Strukturgleichungen #erdings noch
weiter eingeschrankt.
Das Prapotential U muss entsprechend Z.2.20 der Gleichung

@QU (@QQ@F)QU=0 (3.1.5)

genugen. Sie lasst sich als Forderung nach kovarianter Kotz des Ko-
vektors U; = @U bezuglich obigen Zusammenhangs verstehen, da sie aqui-
valent zu

(DiU); = @ FfUc=0 (3.1.6)

ist. Auf diese Weise muss allerdings auch
0 =[Di; D; U = RijkIUI =[Fi;F 1 U (3.1.7)

gelten, was bedeutet, dass die au® Uprojizierten WDVV-Gleichungen von
(3.1.95 impliziert werden.

Schlieylich missen sowohU als auch F noch unabhangig voneinander
die Homogenitatsbedingungen 2.2.21) und (2.2.19 erftullen. Fur U lautet
diese

xX@u= C: (3.1.8)

Damit ist U nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmbar, was bedeu-
tet, dass die eigentlich relevante Groye tatsachlich der Keektor U; = @U
ist, der sich aus dem PrapotentialU generieren lasst.

Ebenso ist vom Prapotential F die Homogenitatsgleichung

X (@Q@F)= i; (3.1.9)
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zu fordern, so das$= sogar nur eindeutig bis auf Polynome zweiten Grades
ist. Diese Freiheit ausnutzend lasst sich3.1.9 zweifach au ntegrieren zu

. 1. .

x'@ 2F = Ex'x': (3.1.10)
Bemerkenswert ist, dass die Homogenitatsgleichung3(1.9 die Kontrak-
tion der WDVV-Gleichungen (3.1.3 mit x' impliziert, so dass nur die
WDVV-Gleichungen in den Winkelanteilen der Koordinaten unabhé&ngig
sind. Mit dieser Dimensionsreduktionn ! n 1 verringert sich die Zahl
der unabhangigen WDVV-Gleichungen auf

nin 13%n 2)

#= 3.1.11
22, (3.1.11)

so dass sie insbesondere m= 2 automatisch erfillt sind und sichinn =3
auf eine einzige Gleichung reduzieren, die sogar schon as1(.7) folgt.

Sowohl firU als auch firF sind die Homogenitatsgleichungen inhomo-
gen. Der entscheidende Unterschied ist jedoch, dass diesghbmogenitat
im Fall von U durch die zentrale LadungC der Superalgebra gegeben ist.
Dabei erlaubt nur C = 0 ein Prapotential U 0, wenngleich es selbst
dann nichtverschwindende homogené&J-Ldsungen geben kann.

Dagegen ist die Inhomogenitat firF in (3.1.9 mit  jx eine Konstan-
te und lasst daher generell keine Losundr 0 zu. Das bedeutet, dass
selbst Darstellungen der Superalgebra ohne zentrale Ladgnnicht wech-
selwirkungsfrei moglich sind, sondern es immer Potentiadirme quartisch
in den fermionischen Freiheitsgraden geben muss. Dies sg@it die obige
Tatsache wider (Abschnitt 2.2), dass die Superalgebra in freier Darstellung
nicht schlieyt.

Aufgrund dieser Diskussion stellen sich die beiden am Anfandes Ab-
schnitts skizzierten Konstruktionsstrategien N = 4 superkonformer Viel-
teilchenmechanik wie folgt dar: Folgt man der ersten Stratgie, in dem
man von einem klassischen bosonischen Potentidlg startet, muss man
ein dazu passendes Préapotentiall nden, welches einerseits die Homo-
genitatsgleichung @.1.8 erfullt, zu dem sich aber andererseits auch noch
ein ZusammenhangFi‘k mit geeigneter Struktur nden lasst, so dass die
entsprechende kovariante Ableitung von@U geméay 3.1.6) verschwindet.
Dies scheint ohne vorherige Kenntnis des Ergebnis kaum magh.
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Folgt man der zweiten Strategie und sucht nach superkonforen Model-
len als Losung der Strukturgleichungen unabhangig von dereklassischen,
bosonischen Grenzfallen, bietet es sich an, zunéchst die WIY- und Ho-
mogenitatsgleichungen fur das PréapotentiaF zu l6sen; damit hat man auf
jeden Fall schon die Lésungen fir verschwindende zentraleadung C und
U 0. Andererseits kann man dann auch noch nach kovarianten Kowto-
ren @ Usuchen, die nebenbei die Homogenitatsgleichungen flr erfllen.

In dieser Arbeit soll diesem Weg gefolgt werden. Auyerdem #oder
Schwerpunkt auf den WDVV-Gleichungen liegen, das schwiege Geschaft
der Suche nachU-Ldsungen, wie es in GLP09] und im Rahmen einer
Superraumformulierung dieser superkonformen Mechanik rthilfe analo-
ger Gleichungen in KLPQ9] betrieben wird, wird hier nicht betrachtet.

3.2. Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen
und ihre Geometrie

Interessanterweise stehen die WDVV- und Homogenitats-Glehungen 3.1.3
3.1.9 zusammen genommen in einem direktem Zusammenhang mit den
sogenanntenverallgemeinerten WDVV-Gleichungen wie sie im Rahmen
von Seiberg-Witten-Theorie eingefihrt wurden MMM96]. Da ein Groytell
der Literatur von den WDVV-Gleichungen in dieser Form ausgét, ist es
hilfreich, sie genauer zu betrachten und die Beziehung zu deS8truktur-
gleichungen derN =4 SCQM zu klaren.

Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen werden als

FiF, 'Fj = FjF, 'Fi (3.2.1)

formuliert, wobei die (Fi)jx = @Q@@F zu einem PrapotentialF : V! R
auf einem VektorraumV = R" als Komponenten vonn n-Matrizen be-
ziehungsweisd0; 2)-TensorenF; aufgefasst werden. InYe99] werden diese
Gleichungen als verallgemeinert bezeichnet, weil bis zWMMM96] nur der
Spezialfallk = 1 einer ausgezeichneten Variable fiF ! betrachtet wurde.
Gleichwohl stellen sie unter gewissen Nebenbedingungen cueine allge-
meinere Formulierung der Strukturgleichungen flurF aus dem vorherigen
Abschnitt dar.

Um dies zu demonstrieren, betrachtet man zunéchst eine nithntartete
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Linearkombination

G(y):= "(YFi(y) =( xF)(y); (3.2.2)

fur y 2 V, de niert durch ein Vektorfeld (y) = '(y)@. Wegen der Sym-
metrie der Fj-Matrizen kann diese als MetrikG, := G(y) auf dem Tangen-
tialbundel TV verstanden werden und ermdglicht eine Dualitdt zwischen
Vektoren u 2 TV und Kovektoren inu2 TV gemay

u(v) = Gy(u;v) = '(y)Fik (y)u'v¥; (3.2.3)

was in Koordinaten dem Herauf- beziehungsweise Herunteetien von In-
dizes _
(U)j = Uj = Gij UI
entspricht.
Die verallgemeinerten WDVV-Gleichungen @.2.1) sind flr ein gegebenes
G &aquivalent zu [MMM97, MaGr99]

FiG 'F = F;G 'F (3.2.4)

und durch Linksmultiplikation mit G ! entspricht dies der Kommutator-
gleichung

Fi ; Fj = Fi Fj Fj Fi =0: (3.2.5)
Die WDVV-Gleichungen (3.1.3 im vorherigen Abschnitt sind hiervon
der Spezialfall, in demGj = j die Metrik zum Standardskalarprodukt

ist, was lokal immer mdoglich ist, insbesondere aufgrund defrivialitat
des TangentialbiindelsTV = TR" = R" = V hier auch global. Fordert
man dies, erhdlt man mit der De nition der Metrik G (3.2.2 aber eine
zusatzliche Gleichung, die in der Wahl des Euler-Vektorfeles '(y) = V'
bis auf Vorzeichen gerade der Homogenitatsgleichung3(1.9 entspricht.
Das Vorzeichen lasst sich ins PrapotentiaF absorbieren, da die WDVV-
Gleichungen @.1.3 beziehungsweise die Kommutatorgleichung3.2.5 un-
abhangig von einer Skalierung vort sind. Die Homogenitatsgleichung legt
in diesem Sinne lediglich die Koordinaten als euklidisch f.

Also sind Kommutatorgleichung (3.2.5 und Metrikde nition ( 3.2.2) mit
dem Euler-Vektorfeld zusammen &aquivalent zu den Strukturgeichungen
fur das Prapotential F der N =4 SCQM. Fir ein solches gegebenes Vek-
torfeld  sind diese wiederum auch &quivalent zu den verallgemeinen
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WDVV-Gleichungen (3.2.1), es ist aber nicht der Fall, dass die Kommu-
tatorgleichung mit einer beliebigen Metrik aus ihnen hervegeht. Das be-
deutet, dass unter Voraussetzung der Homogenitatsgleicimg (3.1.9) die
WDVV-Gleichungen (3.1.3 aquivalent zu den verallgemeinerten WDVV-
Gleichungen @.2.1) sind.

Fur unsere Zwecke soll also die Metrik im Folgenden immer Ulvedas
Euler-Vektorfeld de niert sein. Der zugehdrige Levi-Civita-Zusammenhang
hat dann als Christo elsymbole

b= %Gjl(@Gi|+@5kl @Gik )
1

= EG“( PFoil + YP@Fik ); (3.2.6)
die sich mit der ldentitat
0 = @(GiG")= @YF}) = Fi +y’@Fy, (3.2.7)
= G'(Fiu + Y’@Fi) + ( @G" )yPFip (3.2.8)
zu
i = laie PFa) = SGy(@G') = ~G (@G )3.2.9
Kk T 3 (Fiki + Y'Fpiki ) = > i (@ )_§ (@G )(3.2.9)

vereinfachen. Davon zu unterscheiden sind obige Uberleggen (3.1.4) zu
einem durch das PrapotentialF de nierten Zusammenhang, der sich nun
aber auch prazisieren lasst. Die Gesamtheit der Matrizeffr; lasst sich als
Einsform F := F;dy' verstehen, so das® = @+ F o ensichtlich die einen
Zusammenhang de nierenden Eigenschaften der Linearitatn der letzten
Komponente und die Leibnizregel erfillt. Die Krimmungsfom dieses Zu-
sammenhangs ist dann

RE = (dF +F"F); (3.2.10)
= @Fj @Fi + FiFj Fj Fi (3.2.11)
= FiiF (3.2.12)

und verschwindet gemay der WDVV-Gleichungen 8.2.5). In die De nition
dieses achen Zusammenhangs ist dabei zwar die Metriks schon einge-
gangen, der Zusammenhang ist aber von deren Levi-Civita-Aammenhang
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(3.2.6) o ensichtlich verschieden. Aufgrund der Symmetrie in denbeiden
unteren Indizes ist F zwar auch ein torsionsfreier, jedoch im Allgemei-
nen kein metrischer Zusammenhang; der naheliegende Ansatmer Metrik

gj = @QF beispielsweise liefert nichtF als Levi-Civita-Zusammenhang:

L ()= %g" Fia 6 G!'Fig = (Fi)),
Ein bemerkenswerter Aspekt dieser Konstruktion ist, dassish durch F
eine Multiplikation auf TV de nieren lasst
u?v:= uxkF(v) = vxF(u); (3.2.13)
beziehungsweise in Koordinaten
(U?v)' = (Fj) u v
welche nicht nur de nitionsgemay kommutativ ist und die sogenannte
Frobenius-Eigenschaft[FeVe07]
(u?v) w=u (v?w)

erfallt (mit fur das Skalarprodukt bezuglich G), sondern dank der
WDVV-Gleichungen auch assoziativ ist,

(uU?v)?2w=u?(v?w):

Fir ein aches G erhélt man so eine Frobenius-Mannigfaltigkeit und da-
mit einen weiteren, spezi sch geometrischen Rahmen, in derdie WDVV-
Gleichungen mathematisch untersucht werden kénnenfju94].

Es liegt nun fir einen Vektorraum als Mannigfaltigkeit mit euklidischer
Struktur nahe, konstante Metriken G zu betrachten. Dann ist die Transfor-
mation von euklidischen Koordinatenfx'g in beliebige anderefy'g linear
und wird im Folgenden mit

foRY VY =fix)=Mx=(M x) (3.2.14)
bezeichnet, so dass Kovektoren; = Mij i =(M ); Uber die Matrix M

transformieren. Damit erhalt man eine Zerlegung der vonf induzierten
Metrik in den Koordinaten fy'g [Le084

Gij = M;*M;" |y = (MM T)y: (3.2.15)
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Man kann sich leicht davon Uberzeugen, dass die WDVV-Gleigmgen auch
tatsachlich invariant unter solchen linearen Transformaionen sind: Die
dritten Ableitung des Prapotentials F transformieren als (1; 2)-Tensoren
Fl=(F),! M'M'maM"F ™ so dass die Gleichungen

k
0 = Fi(x);Fx) | =F500F 0 (3.2.16)
LM M MM R )i F () =00 (3.2.17)

aquivalent zu Gleichungen identischer Struktur
Fom ()i Fls(y) =0 (3.2.18)

in den neuen Koordianten sind. Nach 8.3.18 sind die WDVV-Gleichungen

damit insbesondere invariant unter orthogonalen Transfomationen MM T =
1, welche die Metrik erhalten beziehungsweise die Homogeatsgleichung
invariant lassen.

Explizit lasst sich fur eine gegebene MetrikG die Transformations-
matrix M mittels Cholesky-Zerlegung berechnen. Auf diese Weise lsan
sich alle Betrachtungen in der Literatur zu den verallgemeierten WDVV-
Gleichungen mit konstanter Metrik G direkt in die Problematik der N =4
SCQM transformieren.

Im Ubrigen kann auch die SCQM von Grund auf derart formuliert wer-
den, dass die Struktur-Gleichungen mit einer allgemeinerkonstanten Me-
trik G folgen. Daflur muss der Antikommutator der fermionischen Feiheits-
grade verallgemeinert als

il = Gl

postuliert werden. Dies wird besonders in der Superraumfonulierung von
[KLP09] deutlich, wo G direkt in der Wirkung auftaucht.

3.3. Algebraisierung der WDVV-Gleichungen

Durch einen geschickten Lésungsansatz lassen sich die WDWon parti-

ellen Di erentialgleichungen auf algebraische Gleichungn reduzieren. Die
Motivation fur diesen Ansatz liegt gerade in der Forderung @er konstan-
ten Metrik G. Aufgrund der euklidischen Struktur des Vektorraums wird
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im FolgendenTV = V identi ziert und von (Ko)Vektoren nur noch im Sin-
ne der linearen Algebra und von der Metrik G als der ein Skalarprodukt
de nierenden Bilinearform gesprochen.
Die De nition der Metrik ( 3.2.2) wird durch die Forderung der Konstanz
analog zur Homogenitatsgleichung §.1.10 zu einer inhomogenen Di eren-
tialgleichung

('@ 2FW)= 3Gy (33.1)

fur das Prapotential F. Diese wird durch die Summe einer inhomogenen
Losung Finhom Mit beliebigen homogene_n L('jsungerghom geldst. Da die
Gleichung in spharischen Koordinatenfy'g ! f r = = Gjy'y); Ag ausge-
driickt

(@ 2F@rY= 5 (33.2)

nur noch von der radialen Koordinate abhangt, separieren @ homogenen
Lésungen in Radial- und Winkelanteil zu

From(r; ) = £ (Ma(r) = r2f (V); (3.3.3)

sind also durch beliebige Funktionen der Winkelf (A) = f(y—il) bestimmt.
Eine einfache und naheliegende inhomogene Ldsung ist oﬁjrch

Finhom (r) = Loz 2,2 (3.3.4)
2 4

gegeben. Da sich sphérische Koordinaten aber fur die Losurger WDVV-

Gleichungen eher als unhandlich erweisénverzichtet man in der weiteren

Betrachtung lieber auf die homogenen Losungen und verallgesinert statt-

dessen die inhomogene Lésung@3.4) in den urspringlichen Koordinaten

fylg zu

X
Finnom (¥) = - QW) InjQ%(y)j; (3.3.5)

a=1

TJI

HIn [KLP09] sind fiir n = 2; 3 spezielle Lésungen fiir dquivalente Gleichungen in sphéri-
schen Koordinaten formuliert; sie scheinen die Symmetrien der WDVV-Gleichungen
allerdings eher zu verschleiern.
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charakterisiert durch quadratische FormenQ?(y) = Q2 y'y! mit

)<p a
i = Gij . (3.3.6)
a=1
Die Losung (3.3.4) ist dann der einfachste Fall einer einzigen quadratischen
Form Q(y) = Gy y'y! = r2.
Mit diesem Ansatz ergeben sich die dritten Ableitungen zu

Pt Qi+ QR i, Q1 Qm Q1 m oy
Q*(y) A CEC) LG
(3.3.7)
Als Spezialfall betrachtet man lediglich quadratische Fomen vom Rang 1,
die durch Kovektoren , 2B = f 1;:;; pgmitspanB = V als Q¥(y) =
a(Y)> & 4Y'y dargestellt werden kénnen. Dabei wird die Wirkung
der Kovektoren auf Vektoren als

X
@Q@F(y)=  (

a=1

ay)  ay (3.3.8)

verstanden. Somit erhalt man den Lésungsansatz
1% - N
FV=35  a®nj a)i; (3.3.9)
a=1
beziehungsweise, die Nummerierung der Kovektoren unterdickend,
1X oo
F=5  OIn (i (3.3.10)
2B

Die dritten Ableitungen dieser logarithmischen Funktion sind entsprechend
(3.3.7) nun durch

X
@@aF = K, (3.3.11)
)
gegeben, so dass man die Metrik als
X
Gj(y) = y@Q@@F(y)= i | (3.3.12)

2B
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erhalt. Die WDVV-KommutatorgIzeichung ( 3.2.5 wird damit z%

X 00 0
0

X i
2G[Fi;Fj]1=2G*4

. 4 5 (33.13)
N () )

X 0

= I 0 0
2(3; L W) (9 ) (3.3.14)
X ° J'O 0 X 0

- S R O $ (3.3.15)
g )W) .
X " % A

= A G (3.3.16)
s )W)

Auf diese Weise ist das komplizierte System partieller, nittlinearer Dif-
ferentialgleichungen nun auf einen Satz nichtlinearer, gebraischer Glei-
chungen reduziert. Aufgrund der Antisymmetrie des Dach-Podukts und
Symmetrie des Skalarprodukts ist die Doppelsumme symmesth und be-
steht so ausw verschiedenen Summanden, also

}X oC ~ (bij A O X a b(a™ b
2. pg AW a(y) b(y)

a™ p=0:

1 a<b p
(3.3.17)

An den algebraisierten WDVV-Gleichungen sieht man direkt,dass zwei
Losungen dieser Gleichungen charakterisiert durch KovekirmengenB
V und B® V° gemeinsam wiederum eine durct®= B[B °=: B B ©
charakterisierte Losung inV ~ VCergeben; Losungen dieser Form werden
als reduzibel bezeichnet, lasst sich keine derartige Zerlegung vollzieh,
nennt man sieirreduzibel.

Wesentlich fur die Vereinfachung der Gleichungen ist, dassich die qua-
dratische Form in das Produkt zweier LinearformenQ(y) = (y) (y) =

(y)? zerlegt, so dass sich in den dritterF -Ableitungen alle y-Terme aus
dem Zahler herauskirzen. Diese Vereinfachung bekommt magirf quadra-
tische Formen hoheren Ranges nicht; selbst wenn sie symmisith sind,
erhalt man durch Cholesky-ZerlegungQ = N TN in obere Dreiecksmatri-
zen N nur eine Zerlegung in ein SkalarproduktQ(y) = N(y) N(y), was
eine derartige Vereinfachung nicht erméglicht. In dieser Abeit wird sich
daher prinzipiell auf den Kovektoransatz beschrankt.
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In der Literatur zu den WDVV-L6sungen gibt es davon eine Ausrah-
me: Die radiale Losung 8.3.4) lasst sich in Kovektorldsungen integrieren
[GLPO9] und mithilfe dieser Technik kann man sogar die irreduzible Tei-
le einer reduziblen Ldésung auf verschiedene Arten zu einerréduziblen
Lésung kombinieren LePo09.

Schlieylich soll noch die Transformation in euklidische Kordinaten fx'g
(3.2.149 betrachtet werden. Die Kovektoren 2 B transformieren sich zu

=M 1 2A, sodass die Metrik in diesen Koordinaten zu

X X X
G-= = M M =M( MT=MM T (3.3.18)

wird und aus dem Vergleich mit der allgemeinen Metriktransbrmation
(3.2.15 direkt X
i (3.3.19)
2A

abgelesen werden kann. Dies ist somit die Form der Homogeaisgleichung
(3.1.9 im Kovektoransatz.

Die WDVV-Gleichungen (3.3.16 sind, wie nach 3.2.16 zu erwarten,
von gleicher Form

X PO a0z (3.3.20)
a0 (%)
und unterscheiden sich nur darin, dass %= 1 ; 9 nun das Standards-

b
kalarprodukt bezeichnet.

3.4. Die Projektorgleichung

Motiviert durch die Feststellung, dass die entscheidenderTeilsummen in
den algebraisierten WDVV-Gleichungen 8.3.20 solche Uber koplanare Ko-
vektorpaare sind, wie weiter unten im Abschnitt 4.1 n&her ausgefuhrt wird,
bietet sich eine weitere Betrachtungsweise der Gleichungesn.

Die Homogenitatsgleichung im Kovektor-Ansatz lasst sich ach auf eine
etwas andere Weise formulieren und verstehen: Sai die Matrix die sich

dinaten Aj; := 5. Damit hat man eine lineare Abbildungfa: RP !V |
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welche die Standard-Einheitsbasis deRP auf die Kovektoren 2 V abbil-
det. Die Homogenitatsgleichung 8.3.19 lasst sich dann in diesen Matrizen
schreiben als

AAT = 1,: (3.4.1)
Der umgekehrte Ausdruck

P:= ATA (3.4.2)
ist wegenP?2 = ATAATA = ATA = P dann ein Projektor im RP.

Die Einschrankung auf diep® Kovektoren aus A, welche in einer Ebene
V liegen,

A=A\ = f 55000 (3.4.3)
lasst sich nun als AbbildungRP ! RP° formulieren, deren Matrix E aus
p Einsen an passenden Stellen besteht und daher aufgrurlel ET = 1n0
wiederum einen ProjektorQ := ETE im RP’ mit sich bringt. Damit
kann man die Abbildung fa im Urbild auf RP° eingeschrankt durch die
Matrix A = AET beschreiben, alsd ajgeo = fa -

Die Einschrankung auf die entsprechende Ebene in V st nicht von

derart einfacher Form, sondern muss explizit mithilfe zwegr in der Ebene
liegenden Kovektoren ;; > 2  durch

c =1 +-2 , (3.4.4)

11 2 2
de niert werden. Wiederum ist C CT = 1, und die entsprechende Pro-
jektormatrix zu dieser Einschrénkungfc :V ! wird im Folgenden

R =C'C genannt. Da das Bild vonf, die Ebene in V ist, das
heiyt

Bild(A ) ? Kern(C ); (3.4.5)
bleibt die Matrix A invariant unter Linksmultiplikation mit diesem Pro-
jektor,

A =R A : (3.4.6)

Die Situation lasst sich damit folgendermayen in einem komiutativem
Diagramm darstellen:

RP —2

A {{{_:
RI—5—
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Die zunéachst Uberraschende Feststellung bei der Betrachtun einiger
Beispiele ist nun, dass flr die Fortsetzung der Abbildung o auf die Ebene
,alsofurD = C A = C AET, zu gelten scheint, dass

D D= 1, (3.4.7)

fur ein 2 R. Das bedeutet nun, dassP := D'D proportional zu
einem Projektor in R ist. Aufgrund der Linksinvarianz von A kann
dieser wieder zu

P =(CA)(CA)=ATC'"CA =ATRA =ATA (348

vereinfacht werden.

Auf diese Weise flihrt die Analyse von Beispielen zur Vermutug, dass
fir jede Ebene = sparf ;,;:; i09 ein Projektor X-P existiert. Die
entsprechenden Gleichungen

P2= P (3.4.9)

werden im Folgenden alsProjektorgleichung fur die Ebenen  bezeichnet.

3.5. Aquivalenz zur Veselovschen _ -Bedingung

Es stellt sich heraus, dass diese Projektorgleichungen tséchlich aquiva-
lent zu den algebraisierten WDVV-Gleichungen sind. Der erdcheidende
Punkt hierflir ist, dass die Projektorgleichungen eine aquialente Formulie-
rung zur sogenannten_-Bedingungvon A.P. Veselov sind Me99. In [Ve0]]
wurde gezeigt, dass diese -Bedingung eine notwendige und hinreichende
Charakterisierung fur Losungen der WDVV-Gleichungen im Kwektoran-
satz (3.3.10 ist. Dies soll im Folgenden skizziert und die Aquivalenz zu
den Projektorgleichungen gezeigt werden.

Die _-Bedingung ist fir eine Menge von KovektorenB = f 1;::; pg
de niert durch die Forderung, dass es fir beliebige Flachen V ein

2 R gibt, so dass fiur jeden Kovektor 2  gilt

)%= (3.5.1)

2
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wobei die_ Dualitat wie gehabt durch (3.3.12 gegeben ist. Erfullt B die
_-Bedingung, wird B auch als_-System bezeichnet.

In Indexschreibweise haben die Gleichunger(5.1) der _-Bedingung die
Gestalt X ' '

00 1= I (3.5.2)
02

Eine weitere Formulierung daflr erhalt man durch De nition einer weiteren
Bilinearform

X X _
G (y;y9:= ) 9= i iy'y? (3.5.3)
2 2

und Anwenden der Metrik Gy; auf die _-Bedingung (3.5.2), namlich dass
far 2

X _ .
G (;)= 00i= gy l= G(; ) (3.5.4)
02
oder verkurzt
Gj = Gj (3.5.5)
gilt, wobei V die duale Ebene bezeichnet.

Der exakte Beweis in Ye01] fur die Aussage, dass der Kovektoransatz
(3.3.10 genau dann die verallgemeinerten WDVV-Gleichungeng.2.5) I0st,
wenn B ein _-System darstellt, ist zu umfangreich, um hier im Detail nad-
vollzogen zu werden. Zumindest die Argumentation fur die @ie Richtung,
namlich dass_-Systeme Lésungen der WDVV-Gleichungen sind, ist flrs
Weitere aber von Interesse und soll daher kurz skizziert welen.

FUr ein gegebenes -System lassen sich drei Arten von Ebenen unter-
scheiden:

1. Es gibt lediglich ein 2 B, welches in liegt. Dann ist (3.5.1) aber
trivialerweise mit = () erfullt. Damit sind _-Systeme durch
eine endliche Anzahl von Gleichungen bestimmt, namlich mamal
von der Anzahl M von Kovektorpaaren.

2. Es liegen zwei (linear unabhangige); °2  vor. Dann ist (3.5.1)
gleichbedeutend mit der Aussage, dass die beiden Kovektarertho-
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gonal zueinander stehen bezuglicks, weil

() + )% §i* +C 9 °= (3.5.6)
, 0=0: (3.5.7)

3. Mehr als zwei Kovektoren liegen in der Ebene . Dann ist die Teil-
summe Uber diese Kovektorpaare in der algebraisierten Glgiung
(3.3.16 jedoch geméay B.5.5 proportional zu der WDVV-Gleichung
einer zweidimensionalen Ldsung

1 X 2 2
F) =5 (Y)7In(y) (3.5.8)
2 \B
und in zwei Dimensionen ist die WDVV-Gleichung gemay 8.1.11)
trivial.

Damit ist klar, dass _-Systeme Ldsungen der WDVV-Gleichungen sind
und es lasst sich zeigen, dass dies auch eine hinreichende iBgdng ist.

Um die Aquivalenz der Projektoriiberlegungen aus Abschnitt(3.4) zur
_-Bedingung zu zeigen, muss man einfach die Projektorgleichgen mittels
der linearen Transformation durch die Matrix M in die Koordinaten fy'g
mit beliebiger konstanter Metrik G entsprechend 8.2.15 transformieren.

Die Projektoren fur eine Ebene 2 V ermitteln sich dann folgender-

mayen: Analog zur Matrix Ajg = ia de niertman By := 5 = MiJ ja =
(MA)ia, so dass sich die MetrikG nun gemay @3.3.18 als
Gij = ia a =(BBT)j (3.5.9)

schreiben lasst. Zur Veranschaulichung hilft wiederum eirDiagramm:
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Der Projektor P wirkt im RP und bleibt daher derselbe wie in euklidi-
schen Koordinaten,

P3=A% VA, = BAG'Bj, = (BTG 'B)4; (3.5.10)

Ebenfalls analog zum euklidischen Fall erhalt man durch Ausahl der p°

Kovektoren, die in der Ebene liegen, die Matrix B := BE T und somit

eine weitere Form fir den ProjektorP = BTG 1B = ATA fiur die
Ebene . Entsprechend @.5.3 ist nun

G =B B"=MAQ ATMT; (3.5.11)

so dass die Projektorgleichung 3.4.9) in diesen Koordinaten die Form
P2 = B'"GBB'G'B =B'G G G !B
= BT GB = P (3.5.12)

annimmt. Dabei ist entscheidend, dass das Bild vonrB wiederum die
Ebene in V ist. Die enthaltene Gleichung

Gcag?t = G!1 (3.5.13)

G = G (3.5.14)

im Sinne der Aquivalenz zur Projektorgleichung ist giiltig auf Kovektoren

aus der Ebene beziehungsweise fur Vektoren aus . Letztere Gleichung
ist aber schon die Gleichung der_-Bedingung (3.5.5. Die Erfillung der

Projektorgleichung fur beliebige Ebenen V entspricht also genau der
__-Bedingung, insbesondere auch in der besonders einfacherriroeuklidi-

scher Koordinaten (3.4.9.

In diesem Kapitel wurde also die Struktur der WDVV-Gleichungen und
ihre Geometrie untersucht, sowie fiur den Fall einer achen,konstanten
Metrik ein allgemeiner, logarithmische Losungsansatz, deiert tber eine
Menge von Kovektoren, vorgestellt. In diesem Fall lassen e die WDVV
algebraisieren und es gibt mit den_-Bedingungen beziehungsweise den
Projektorgleichungen weitere interessante, aquivalent€ormulierungen des
Problems. Insbesondere die Projektorgleichungen in euklischen Koordi-
naten haben dabei eine besonders einfache Gestalt, die dhrdie Homo-
genitatsgleichung als zusatzliche Gleichung erkauft wird



Kapitel 4

Lésungen der WDVV-Gleichungen

In diesem Kapitel sollen nun konkret Lésungen der WDVV-Glechungen
aus dem Kovektoransatz untersucht werden. Ziel ist es dabetie in der
Literatur bekannten Kovektorldsungen vollstandig zusamnenzutragen und
zu verstehen.

4.1. Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen als
WDVV-LGsungen

Eine erste groyere Klasse von Lésungen der WDVV-Gleichungeaus dem
Kovektoransatz bilden die positiven WurzelnB = * aus Wurzelsystemen
halbeinfacher Lie-Algebren, wie von Martini und Gragert in [MaGr99]
bewiesen wurde. Der entscheidende Punkt ist dabei, dass diorm der
Metrik G im Kovektoransatz (3.3.12 gerade der De nition der Killing-
Form entspricht, so dass die Skalarprodukte positiver Wureln durch die

Cartan-Matrix gegebene, ganze Zahlen sind.

Inwiefern solche Wurzelsysteme die WDVV-Gleichungen |6sg soll hier
jedoch nach [GLPQ9] in den euklidischen Koordinaten derN = 4 superkon-
formen n-Teilchenmechanik demonstriert werden, da diese Sichtwse flr
die Betrachtung der Kovektorldsungssysteme Uber Polytopemiter noch
relevant wird (Abschnitt 5.1). Um die Wurzeln ~; 2 A= * verwenden
und dennoch die Homogenitatsgleichung erflillen zu kénnezjeht man.aus
den Wurzeln , in euklidischen Koordinaten einen skalaren Vorfaktor f
heraus, so dass mit

a— fa~a (411)

33
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der Kovektoransatz (modulo Polynome zweiten Grades) nun

X - .
F = > fa~a(X)“Inj~a(x)j (4.1.2)

a=1

und WDVV- sowie Homogenitatsgleichungen

>6) ~ =~ ~ N~
a b(=a™ )i _ . _
a;tplfafb ~a(X)~p(X) a® = = 0 (4.1.3)
xXP
faza = = I (4.1.4)
a=1

lauten. Die Wurzelsysteme werden damit als abstrakte Wurzelsysteme
verstanden, so dass die eigentlich relevanten Strukturemidieser Behand-
lung weniger bestimmte Lie-Algebren als vielmehr deren WedyGruppen
sind. Die Struktur einfacher Lie-Algebren ist tUber ihre Wey-Gruppen in
Typen ABCDEFG Kklassi ziert (zu Wurzelsystemen und ihrer Klassi ka-
tion [HiNe09, Hu72, Ca84).

Der entscheidende Punkt fur den Beweis ist die Tatsache, dassch alle
positiven Wurzeln ~, 2 * als Linearkombinationen mit Koe zienten in
f0;1;2; 3g aus einfachen Wurzeln darstellen lassen und es auf diese &kei
nach dem Wurzelketten-Lemma flr zwei positive Wurzeln~1, ~, entweder
eine dritte als Linearkombination aus diesen gibt oder die biden senkrecht
zueinander stehen, also-; ~» =0.

Ein zweiter wichtiger Fakt ist die Existenz der Coxeterzahlh und ihrer
dualen h, welche

X - - X
= hl sowie ~ ~=hl (4.1.5)
o o

erfullen.

Damit lasst sich die Summe in den algebraisierten WDVV-Glathungen
(3.3.20 nun nach den Argumenten zu @.5.6 3.5.8 in Teilsummen Uber
Kovektoren gleicher Ebenen zerlegen.

Betrachten wir zunéchst den einfacheren Fall delADE -Wurzelsysteme,
deren Wurzeln alle von der Lange~ ~ =2 sind und damit jeweils gleich-
seitige Dreiecke bilden. Daher gilt aber fur die drei Kovekoren in einer
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Ebene mit geeigneten Vorzeichen
~+~2+~3=0; (4.1.6)
woraus sich des Weiteren

1N 2=~ 3=~3"~1 | 1 —=~2 —3=~3 —1(417)
ergibt. Aufgrund dieser Identitaten lasst sich die Teilsunme solcher drei
Kovektoren als

)@ -~ ~ (_._ N ,..)..
fafp2—b-a B A = 4.1.8
SLEe e B 419
fif fafo fifs

~r e~ N <Y ([~ N~ + +

v 2 (e 6 T S0 =00 T 00500
schreiben. Aufgrund der imADE -Fall identischen Coxeteridentitaten (4.1.5),
h = h, lassen sich die Skalierungsfaktoren aber zu allen Wurzeln 2 *
gleichermayen zur Erfillung der Homogenitatsgleichung alf , = < wahlen,

h
so dass die Teilsumme4.1.9) weiter vereinfacht werden kann zu

1 .\ 1 . 1 _ (it ~at~3)(X) _ .
~1(X)~2(X)  ~3(X)~2(X)  ~1(X)~3(X) ~1(X)~2(X)~3(X)(4

a;b=1

) (4.1.9)

1.10)
Damit sind sowohl die WDVV-Gleichungen als auch die Homogeitétsglei-
chung fur ADE -Wurzelsysteme erfllt.

Auf die BCF G-Wurzelsysteme lasst sich dieses Argument mit kleinen
Modi kationen ebenso verallgemeinern. Der entscheidend®@unkt ist hier,
dass es einfache Wurzeln zweier Langen gibt, die Gblicherige ~jang
~ang = 2 und ~yrz  ~kurz = % normiert sind. Dabei ist r die Lange
der Wurzelketten der kurzen Wurzeln durch die langen, im Fdlvon BCF
ist r = 2 und fur das G-Wurzelsystemr = 3. FiUr r =2 sind dies in jeder
Ebene neben Wurzeln~; = ~jang Und ~2 = ~yy; Noch die kurze Wurzel
~3 = ~1 + ~» und die lange ~4 = ~; + 2~,. Mittels deren in der jewelli-
ger Cartan-Matrix enkodierten sechs Skalarprodukten, vordenen die zwei
zwischen Wurzeln gleicher Lange verschwinden, erhalt maniel zugehorige
Teilsumme in den WDVV-Gleichungen als

fafo + fifs + fafo + fafs
~1(X)~2(x) ~1(X)(=1+~2)(X)  (m1+2~2)(X)~2(X) (=142~ 2)(X)(~1(X)+~ 2)(X)
— 2~1(x)2(fafa f1f2)+2~2(x)2(fafs fafa)+ ~1(X)~2(x)(Fafs+fafo+fafs 3fifs)
~1(x)~2(x)~3(x)~a(x)
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und sieht durch Koe zientenvergleich direkt, dass dies nur fur
f2 = f3 = fkurz (4.1.12)

verschwindet. Damit sind die WDVV-Gleichungen erflillt, denn im noch
ausstehenden Fall detG, hat man lediglich eine Ebene und direktes Aus-
rechnen bestatigt vollkommen analog 4.1.11, 4.1.12).

Um der Homogenitatsgleichung ebenso zu gentigen, kann manensim
ADE -Fall schlicht, die duale Coxeterzahl nutzend, alle Vorfakoren glei-

chermayen 1
™ (4.1.13)

setzen. Darlber hinaus lassen sich aber die Summen in den éen, nun
voneinander verschiedenen Coxeteridentitdten4.1.5 in die Teile von Ko-
vektoren langer und kurzer Lange zerlegen. Durch Umformungieht man
dann, dass sie unabhangig voneinander proportional zur lehitat sind,

X

X
L r) ~urz “kez = (h h)l: (4.1.15)

fIang = fruz =

Das bedeutet aber, dass man in der Homogenitatsgleichung
X X
f lang “lang ~lang T fkurz “kurz “kurz (4-1-16)

rhh h h
=flangﬁl + fkurzr 11=1 (4.2.17)

zu der Losung @.1.13 noch beliebige, durch eint 2 R parametrisierte
Vielfache der Koe zienten in (4.1.17 zu den Skalierungsfaktoren hinzu-
addieren kann, so dass sie sich in der Homogenitatsgleichyirgegenseitig
wegheben:

f|ang=%+(h Mt fras = %+(rh ht  (4.1.18)

Die Homogenitatsgleichung liefert als allgemeine Wurzeystemldsung fur
BCF G also gleich eine Einparameterfamilie von Losungen, wobeed Grund
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hierfir eine relative Skalierungsfreiheit des Langenvegditnisses zwischen
langen und kurzen Wurzeln ist. Auf diese Weise werden insbeadere die
Lésungen zumB - und C-System identisch, da sie sich nur im Langenver-
haltnis zwischen kurzen und langen Wurzeln unterscheidenDas G- und
F -System werden durch Inversion dieses Langenverhaltnis igich selbst
abgebildet, so dass man den Parameterbereich e ektiv auf 2 Rg halbie-
ren kann.

Wie weiter oben schon angesprochen demonstriert diese Anguentation,
dass genuine Eigenschaften halbeinfacher Lie-Algebren jevbeispielsweise
die Killing-Form tberhaupt nicht verwendet werden missen,sondern die
Spiegelgruppen der abstrakten Wurzelsysteme, die Weylgppen, fir den
Beweis entscheidend sind und ausreichen. Fir diese gibt estrdem Begri
der endlichen Coxeter-Gruppe eine naturliche Verallgemaerung.

Der Begri einer Coxeter-Gruppe G abstrahiert zunéchst von einer spe-
ziellen Darstellung als Spiegelgruppe und ist durch die Pigentation

G:= hs1;s2; 5 Snj(sis)™ = 1i (4.1.19)

mit m; =2 und m;j 2 far i 6 j de niert. Dabei ist zunéchst mj; = 1
auch zugelassen in dem Sinn, dass keine Relation fijs;s;)™ gefordert
wird. Uber die zusatzliche Forderungm; < 1 sind dann geradeendliche
Coxeter-Gruppen de niert.

Wahrend die Winkel zwischen den Wurzeln respektive Spiegethsen in
Weyl-Gruppen aufgrund des Wurzelketten-Lemmas auf

\ 2f30%45%60°%90°% 120°; 135°; 150°g (4.1.20)

beschrénkt sind, unterliegen Darstellungen von Coxeter-@ippen zunéchst
keiner derartigen Einschrankung. Die endlichen Coxeter-@&ippen sind je-
doch klassi zierbar und entsprechen gerade den Weylgruppezusammen
mit drei weiteren Typen: Die dihedrale Gruppel,(p) als Symmetriegrup-
pe regularer2p-Ecke, die Symmetriegruppe des lkosaeders beziehungsveeis

DodekaedersH3 und jene des 120- beziehungsweise des 600-Zellers in vier

DimensionenH 4.

Der Beweis, dass Coxeter-Gruppen allgemein Losungen der WDV
Gleichungen darstellen, wurde erstmals in\feO1] gefuhrt. Da die Verallge-
meinerung von Weyl- auf Coxeter-Gruppen aber nur in den dreBeispielen
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l2(p), H3 und H4 besteht, kann man diese drei Falle analog zur obigen
Betrachtung der Weyl-Wurzelsysteme auch einfach explizit plifen.

4.2. Deformierte und verallgemeinerte
Wurzelsysteme

Im Fall der BCF G -Wurzelsysteme ergab sich im vorigen Abschnitt aus ei-
ner einfachen Uberlegung, dass die Losungen der WDVV-Gldiangen in-
klusive Homogenitatsgleichung eine ganze kontinuierlicdh Parametergrup-
pe von Lésungen darstellen; dies veranlasst prinzipiell zuAnnahme, dass
die Loésungen aus den Wurzelsystemen Teil eines hoherdimeémsalen Mo-
dulraums sein kénnen. Auyerdem kann man Uber einen verallgeeiner-
ten Begri von Wurzelsystemen auch Losungen zu kontragradieten Lie-
Superalgebren nden. Im Folgenden soll hierzu der Stand deDinge in
der Literatur zusammengetragen und die bekannten Losungemit ihren
Modulrdumen aufgelistet werden.

Die Kenntnis verschiedener Klassen solcher deformierten Mvzelsysteme
ist in erster Linie einer bislang nicht vollstandig verstardenen Beziehun-
gen zwischen WDVV-Kovektorlésungen und integrablen Calogro-Moser-
Sutherland-Modellen (CMS) zu verdanken. In YFC96] wurden Deforma-
tionen des Calogero-Moser Quantenproblems fiABC -Wurzelsysteme ge-
funden, welche Uberraschenderweise auch schon Lésungerr #&DVV-
Gleichungen darstellen Y/e99|. Es stellte sich jedoch heraus, dass nicht jede
CMS-Deformation einer WDVV-Ldsung entspricht [ChVe01] und in [Ve0Z
wurde ein Kriterium fir CMS-Operatoren bewiesen, welches arantiert,
dass solche Deformationen auch WDVV-LAsungen darstellen.

Waéhrend in der zitierten Literatur die WDVV-Gleichungen nur aus
dem Kontext zweidimensionaler topologischer Feldtheoriesowie Seiberg-
Witten-Theorie bekannt war, erhalt dieser Zusammenhang zwchen CMS-
Theorie und WDVV-Gleichungen im neuen Kontext der N = 4 SCQM
eine unmittelbare Plausibilitat; schlieylich handelt es s$ch hierbei um ei-
ne supersymmetrische Verallgemeinerung von Calogero-Mellen, und die
konkreten U 6 0-Lésungen, welche inKLP09, GLPQ9] fir n = 2; 3 gefun-
den wurden, legen die Vermutung nahe, dass sich allgemein den in F
qguadratischen Quantenkorrekturen zum bosonischen Poterdl in (3.1.1)
auch U-Losungen mit einem bosonischen Potential 3.1.2 nden lassen,
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welches zu diesem proportional ist. In diesem Sinne kdnnte an vermuten,
dass die WDVV-Gleichungen die spezielle Einschrankung deCalogero-
artigen Modelle ausmacht, welcheN =4 supersymmetrische Erweiterun-
gen erlauben, und dass dies in einem Zusammenhang mit dem kafium
an die CMS-Operatoren aus Ye02] steht. Hierzu misste aber noch der
genaue Zusammenhang zwischen superkonformer Symmetriesdglodells
und seiner Integrabilitat analysiert werden.

Explizit sind die bekannten Deformationen fur die ABC -Wurzelsysteme
in der Notation von [Ve99, ChVe01] schlieylich

An(c) = fzm(ei ej)jlq i<j n+lg (4.2.1)
= f e ¢) dejl i<j ng422)
(p= W) 4.2.3)

als Deformation desA-Wurzelsystems und

Ba(ic) = fPogle 6) Zo(G+ Jejl i<j ng(@.2.4)
(p= n? (4.2.5)

fur BCp, wobeic; 2 R die Modulraumparameter undfey;:::; e,g die Ba-
siskovektoren desr-dimensionalenV sind. Es stellt sich weiterhin heraus,
dass auch die Deformationen vorD,, in letzterem als Spezialfall enthalten
sind.

Der Vollstandigkeit halber soll hier auch noch konkret der gmay @.1.18
eindimensionale Modulraum zu

Fa(t) = fe gj1 i<j 49
(p=24) f2te;; 2tey; 2tes; 2tes;t(er e €3 e4)g (4.2.6)

in dieser Notation angegeben werden. Fur diesen ist ir-EVe07 auch ge-
zeigt, dass er bereits der maximal mogliche Modulraum ist. &vaige De-

formationen der E-Wurzelsysteme wurden soweit bekannt noch nicht un-
tersucht. Es ist jedoch wahrscheinlich, dass sie nicht defmierbar sind,

weil sie gegenlber der\- und D -Systemen gleicher Dimensiom aus deut-

lich mehr Wurzeln bestehen und entsprechend mehr Projektgieichungen
(3.5.12 erfullen miussen.
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Neben der Deformation von Coxeter-Wurzelsystemen ist ein @iterer frucht-
barer Ansatz fir Kovektorlésungen der WDVV-Gleichungen de Verallge-
meinerung des Begri s des Wurzelsystems im Sinne von Sergara[Se9§.

Die Klassikation dieser verallgemeinerten Wurzelsystene entspricht im

Wesentlichen der Klassi kation kontragradienter Lie-Superalgebren FSS0Q.
Alle diese Wurzelsysteme erlauben CMS-Operatoren mit einchensionalem
Modulraum [ChVe01].

Auch wenn es sich um komplexe Wurzelsysteme handelt, kann maauf-
grund der Tatsache, dass die Kovektoren sowohl in der Bilingéorm G
(3.3.12 als auch im Kovektoransatz 3.3.10 quadratisch auftauchen, reelle
WDVV-L6sungen aus ihrben erhalten. E ektiv werden dabei dieungeraden
Wurzeln einfach miti = = 1 multipliziert [ FeVe0g?*.

Im Allgemeinen kann die Bilinearform G (3.3.12 flr Lie-Superalgebren
allerdings entartet sein, so dass nicht alle dieser verakgmeinerten Wurzel-
systeme auch WDVV-Lésungen sind. Dies betrit die Lie-Supealgebren
A(n;n), D(n;n+1) sowieD(2;1; ). Trotzdem kdnnen deren Deformatio-
nen aber ein nichtentartetesG haben.

Nach [Chve0l, FeVe0§ sind die WDVV-Losungen der Wurzelsysteme
A(n;m) schon inAp(c) und die der BCD (n; m)-Systeme inB( ;c) ent-
halten. Neue _-Systeme erhalt man demnach zu den exzeptionellen Lie-
SuperalgebrenAB (1; 3) und G(1;2) sowie zuD (1;2; ); dies sind konkret
furt2 R

ABy(t) = fer eyer ese est(er e e e4);r (4.2.7)
22(t12 1)

(=18 ' 2@+ 2@0+Des 2@rDes oo

€19

und fir t 6 0

Dort wird der Begri der _-Systeme aufC-Vektorraume erweitert und die Wurzelsys-
teme werden tatsachlich in aller Allgemeinheit als komplex verstanden. Aus unserer
physikalischen Motivation ist dies jedoch nicht sinnvoll u nd es werden daher die Ko-
vektoren als lineare Abbildungen eingeschrénkt auf reelle Vektoren verstanden, was
problemlos zu e ektiv reellen WDVV-Ldsungen fihrt.
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Gs(t) = fp2t+1e1;p2t+%e2;p2t+1(e1+ ezt); (4.2.8)

"1 1
(p=13)

2t 1
3

2t 1 t
(a1 e); T(2e1+ e); 3 (e1+2ey);
r
t
3%eL Esi€ et e &g

Auyerdem fur t;s 2 R unter Ausschluss des Entartungsfalls + s+1 =0

Djs(t;s) = 1;e1 e e3;p 2$t +s 1lg (4.2.9)
2(s t+1 2t s+1
(P=7) ( " Jep; A S ) esg:

Fur alle in diesem Abschnitt aufgelisteten Deformationssgteme wurden
die Projektorgleichungen @.5.12 nachgerechnet (siehéA.1) und auf diese
Weise gemay der in Abschnitt3.5 demonstrierten Aquivalenz Uberpriift,
dass diese tatsachlich Kovektorlésungen der WDVV-Gleichagen darstel-
len.

4.3. Restriktionen von Lésungssystemen

In diesem Kapitel wurden bisher mit Coxeter- sowie verallgmeinerten
Wurzelsystemen und ihren Deformationen die bekannten Klasen von Ko-
vektorlésungen im Wesentlichen besprochen. Es gibt aber ©h eine Tech-
nik, wie man von diesen ausgehend zu weiteren Losungen gejgm kann. In
[FeVe07 wird eine Mdglichkeit prasentiert, wie man aus bekannten Kvek-
torldsungen Fg : V ! R durch Restriktion auf Unterraume UV neue
Ldsungen erhalten kann. Dies entspricht im Wesentlichen aeer Projektion
der Losungssystemd&8 V auf den dualen UnterraumU .

Zur De nition einer solchen Restriktion eines Kovektorlésungs- bezie-
hungsweise_-SystemsB benotigt man zunachst den Begri einesUnter-
systemsC:= B\ U flr einen beliebigen UnterraumU V . Das Un-
tersystem enthalt gerade die Kovektoren, welche herauspjaiert werden
sollen. Daher de niert man den Untervektorraum, auf den dasLésungssys-
tem restringiert werden soll, mittels der durch die S2 C de nierten Nor-
malhyper &chen =fx2Vj (x)=0galsLc¢:= oc - In[Feve07
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ist nun bewiesen, dass die Einschrankung eines LosungsssisB auf Lc
zu einem UntersystemC allgemein wieder ein Losungssystem darstellt. Das
Lésungssystem wird dann mit(B; C) bezeichnet. Der Beweis daftir macht
sich gerade die Uber das zugehdrige Prapotentidlg de nierte Frobenius-
Struktur ( 3.2.13 zu Nutze.

Das Prapotential ist fur ein solche Restriktion nun durch

1 X 2 2
Fio = 5 y)In (y) (4.3.1)
2BnC

gegeben. Dabei sind die Kovektoren irBnC im Allgemeinen nicht mehr
paarweise linear unabhangig voneinander. Linear abhangigKovektoren
1, 2 = 1 lassen sich fir KovektorlésungenF aber wieder durch ein
einziges = (1+ ) 1 beschreiben. In diesem Sinne erhélt man mit der
Restriktion (B; C) e ektiv eine Projektion von B mit neu skalierten Kovek-
toren, deren Anzahl aber im Allgemeinen geringer ist als di@on BnC

Die moglichen Restriktionen der bekannten Systeme sind inFeVe07]
auch untersucht worden. Aufgrund der Trivialitdt des n = 2 Falles, sind
dafur nur n 4 Losungssysteme von Interesse.

Fur die ABCD -Systeme bringt dies zwar keine neuen Lésungen; startet
man allerdings mit dem undeformiertenAn-System erhalt man bemerkens-
werter Weise als Restriktionen im AllgemeinenAn(c) (4.2.1) mit ¢ 2 Z.
Betrachtet man die zugehdrigen Projektorgleichungen3.5.12 beziehungs-
weise -Bedingungen @.5.1) als algebraische Gleichungen in den Varia-
blen ¢, folgt im Sinne der algebraischen Geometrie die Verallgenreerung
auf ¢ 2 R einfach durch den Abschluss des Losungsraums beziglich der
Zariski-Topologie.

Analog erhélt man aus den undeformiertenBCD -Systemen auch deren
Deformationen B (c; ) (4.2.4). Erstaunlicherweise lassen sich in diesen
Fallen also die Deformation bereits Uber die Technik der Regktionen
ermitteln. Allerdings ist damit naturlich noch nicht bewie sen, dass damit
der vollstdndige Modulraum schon gefunden ist.

Fur das F4(t)-System ergeben sich zwei aquivalente Restriktionen ent-
lang A1-Untersystemen, die durch

p
Fa(t) :=(Fa(t);A1)= fe §g; 42+2e; (4.3.2)
(p=13) 2t(er & el i<j 3g
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gegeben sind. Dabei besteht die Aquivalenz lber ! 2—1t so dass durch

eine Transformation des Systems auclt = 1 ein Losung darstellt, also
t 2 RPL. Fir die ibrigen relevanten Coxeter-SystemeEg; E7;Eg sowie
H,4 sind keine Modulraume bekannt beziehungsweise mdglich; fgrund
ihrer hohen Dimensionn 8 erhdlt man aus ihnen eine Vielzahl, nach
[FeVe0§ genau 41 Restriktionssysteme, welche allerdings teilws® in den
Deformationsrdumen der analysierten Systeme liegen.

Von den Lie-Superalgebra-Systemen ist nur da8B 4(t)-Systems @.2.7)
von Interesse. Es hat ahnlich demF4(t)-System Restriktionen beziiglich
zweier A1-Untersysteme, die hier allerdings verschieden sind, namh

(ABAADL = 12 &) A e)te 2 e);@33)

222 1)
t2+1

(p=11) P 2(2t2 + 1) ey; Zp 2(t2+ 1) ep; t

sowie

1 p_
(AB4(t);A1)2 = fe+g,p——(a §) 2e;
4t2 + 1

(p=10) pm(el + e+ &)jl i<j 3g (4.3.4)

fur t 2 R. Damit ist ein vollstandiger Uberblick tiber die Restriktionssys-
teme gegeben.

Nach aktuellem, gesichertem Kenntnisstand lassen sich @dolgende Ty-
pen von Kovektorlésungen der WDVV-Gleichungen klassi zieen:

1. Coxeter-Wurzelsysteme
2. Verallgemeinerte Wurzelsysteme
3. Deformationen dieser beiden

4. Restriktionen dieser Wurzelsysteme

Dabei unterliegen die Coxeter- und verallgemeinerten Wurelsysteme einer
endlichen Klassi kation, so dass die resultierenden WDVVLGsungen voll-
standig gefunden wurden. Dagegen gibt es nicht flr alle ihr®eformatio-
nen die Gewissheit, dass sie schon mit den in diesem Kapitetgsentierten
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Modulraumen vollstandig ausgeschopft sind. Die Restrikibnen aller die-
ser bekannten Losungssysteme sind zwar ifrgVe07 umfassend untersucht
worden, das Resultat beinhaltet jedoch eine Vielzahl einzeer Falle, die
teilweise in den Modulraumen deformierter Systeme schon #ralten sind,
teilweise aber auch eigenstandige Losungen darstellen. ténm Strich hat
man daher einen etwas unubersichtlichen Zoo von Lésungen,ievbeson-
ders in der Gra k aller Systeme fliirn = 3 am Ende von eVe0§ au allt.
Es ist daher eine natirliche Frage, ob die Kovektorlésungeminem, durch
die obigen 4 Typen noch nicht erkannten, systematischeren rihzip un-
terliegen. Dieser Frage soll im nachsten Kapitel in verscleiden Ansatzen
nachgegangen werden.



Kapitel 5

Die Struktur der WDVV-L6sungen:
Polytope, Hypergraphen und Matroide

Die WDVV-Kovektorldsungen als _-Systeme beziehungsweise Lésungen
der Projektorgleichungen wurden bislang nur tber Wurzelsgteme von Lie-
(Super)Algebren und ihren Deformationen und Projektionenverstanden,
es ist aber vollkommen o en, ob damit der gesamte Modulraum dr al-
gebraisierten WDVV-Gleichungen 3.3.16 schon gefunden ist. In diesem
Kapitel sollen daher alternative Interpretationen tber Paytope, Hypergra-
phen und Matroide versucht werden. Dabei besteht der Ausgagspunkt im
Besonderen in den kombinatorischen Eigenschaften der Losgssysteme,
weil diese zusammen mit einer Orthogonalitatseigenschattas Wesentliche
der Loésungen auszumachen scheinen.

5.1. WDVV-L6sungen als Polytope

Die Coxeter-Gruppen sind zunachst Symmetriegruppen von Hgtopen,
wobei die Wurzeln der Coxeter-Systeme die Spiegel &chen sideren Nor-
malvektoren de nieren; sie lassen sich aber auch als Kanteder Polytope
selbst verstehen. Damit kann man die Lésungssysteme aus deletzten
Kapitel unter gewissen Voraussetzungen als Polytope int@retieren, was
im besonderen firn = 3 zu einer besonderen Anschaulichkeit durch Po-
lyeder verhilft. Dies soll im Folgenden demonstriert werda; dabei stellt
sich heraus, dass der Polytopbegri fur eine allgemeinere Kssi zierung
der Losungen nur bedingt geeignet ist, da er schon bei der Bdseibung
der bekannten Lésungen an seine Grenzen stoyt.

Die Idee, Wurzelsysteme als Polytope aufzufassehdg08g Le08h], ver-
deutlicht sich am einfachsten bei der Betrachtung eines Beisgls. Der ein-
fachste nichttriviale Fall ist hierfir das Ajz-System (Abb. 5.1) bestehend

45
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1

Abbildung 5.1.: Az-Wurzeln und der aus ihnen gebildete Tetraeder (mit
den Ziern i werden verkirzt die Kovektoren ~ bezeich-
net)

aus p = 6 positiven Wurzeln, die sich als Wurzelketten aus den einfden
Wurzeln ~1; ~»; ~3 ergeben. In euklidischen Koordinaten kann man die-
se Kovektoren ~j, welche in vier Dreiergruppierungen jeweils als Dreiecke
inzident sind, durch Verschiebung imV = RS2 zu einem reguldren Tetra-
eder kombinieren, Wurzelsystem der Spiegelsymmetriegrge und Tetra-
eder selbst sind in diesem Fall also modulo solcher Translanen identisch.

Gemay der Argumentation in Abschnitt 4.1 sind die algebraisierten
WDVV-Gleichungen (3.3.20 einerseits gerade wegen dieser Inzidenz in
Dreiecken, andererseits wegen der Orthogonalitat der Ubgien drei Paare
erfullt. Daher kann man die Frage nach Deformationen desAz-Systems
nun ganz anschaulich betrachten, indem man nach Deformatieen des Te-
traeders sucht, welche die drei Paare jeweils gegenubedender Kanten
orthogonal zueinander lasst. Nachl[e084 sind dies gerade die sogenann-
ten orthozentrischen Tetraeder und, wahrend der Modulraum beliebiger
Tetraeder abgesehen von der Gesamtskala flinfdimensionatk, reduziert er
sich durch die drei Orthogonalitdtsbedingungen auf drei Peameter. Dies
entspricht genau dem Ergebnis 4.2.2 aus der CMS-Theorie, wenn man
dort den Parameter fur die Gesamtskala vernachlassigt.

Dieses Resultat fiir Deformationen des orthozentrischen Teeders als3-
Simplex lasst sich auf beliebigen-Simplices verallgemeinern. Der entschei-
dene geometrische Gedanke ist, dass der orthozentrischetfeder von 3
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Kanten, bestimmt durch ihre 3 Winkel zueinander, aufgespannt wird, bei-
spielsweise in Abbildung5.1 die Kanten (123). Die Orthogonalitat dieser
zu ihren gegeniberliegenden Partnern xiert dann eindeuty sowohl ihre
Langen als auch die restlichen Kanten.

Genauso wird dern-Simplex vonn Kanten mit % relativen Winkeln
zueinander aufgespannt, von denen aber wiederum nur Winkel unabhan-
gig sind, wie man sich leicht durch iterative Konstruktion verdeutlichen
kann. Deren Langen sowie die restlicheﬁ% Kanten sind durch die Or-
thogonalitatsforderung dann schon festgelegt. Damit hat mnan nicht nur
den Az-Fall, sondern ganz allgemein die moglicher\,-Deformationen ge-
zeigt in Ubereinstimmung mit (4.2.1).

Die Parametrisierung (4.2.2) entspricht dabei in gewisser Weise sogar
gerade der beschriebenen Orthogonalitatskonstruktion, lglr dass dort die
Richtungen der V aufspannendenn Kovektoren ; = Eioe. durch die
Einheitsyektoren f g g zwar gegeben, die relativen Winkel aber durch deren
Langen ™ G Uber die resultierende Metrik

X
Gj =(1+ )G ij Gg (5.1.1)
k6i
frei parametrisiert sind.

Die Schwierigkeit in nicht-euklidischen Koordinaten beseht allerdings
darin, dass in die Metrik auch schon die restlichen, passendewahlten
M Kovektoren eingehen mussen, was eine Konstruktion wie in &ti-
dischen Koordinaten erschwert. Daher war es in\fe99 auch noch nicht
moglich zu zeigen, dass mit dermA,(c)-System @.2.1) schon die maximal
madglichen Deformationen gefunden sind. Dies leistet ersta Orthozentri-
tatsargument in [Le084.

Durch diesen Vorzug der Interpretation von Losungssysteneals Poly-
tope motiviert, ist man geneigt, die folgende Hypothese autellen:

" Die Kantenmengenf ~g von (konvexen) Polytopen stellen Kovektor-
I6sungen der WDVV-Gleichungen mit konstanter Metrik 3.2.4) dar,
wenn sie die Orthogonalitatseigenschatft erflllen. Diesesteht in der
Forderung, dass alle nicht in Flachen inzidenten und nichtihear ab-
hangigen Kanten orthogonal zueinander stehen.

Es hat sich gezeigt, dass die Inzidenz der Kanten in den Flaem ausreicht,
um die Teilsummen in den WDVV-Gleichungen @.1.3 in euklidischen
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Abbildung 5.2.: Hexaederstumpf und Rhombenkuboktaeder &l BCjs-
Polytope

Koordinaten verschwinden zu lassen. Wenn die restlichen Kektorpaare
senkrecht aufeinan%erstehen, wird die gesamte Summe zu NuFur die
Skalierungsfaktoren f, scheint es genug Freiheit zu geben, sie passend zur
Erfillung der Homogenitétsgleichung @.1.4) zu wahlen. Denn diese besteht
als symmetrische Matrixgleichung aus@ unabhangigen Gleichungen,
der Simplex als einfachstes Polytop hat jedoch die Mindenanzahl von
p= @ Kanten und entsprechend genauso viele freief ;. Daher scheint
die Erfullung der Homogenitatsgleichung fir allgemeine Plytope immer
maoglich zu sein.

Dies ist noch kein Beweis, dass die Hypothese allgemein gigjtist. Statt-
dessen soll aber lieber ihre Nutzlichkeit und ihre Mangel anveiteren Bei-
spielen untersucht werden. Ein neues systematisches Priipzftr die Kovek-
torldsungen ware sie schlieylich erst dann, wenn die bekaten Lésungen
sich auch aus ihr ergeben wirden.

Fur das BC3-System lasst sich ein Polyeder, konstruiert aus den Kovek-
toren als Kanten, nden, namlich beispielsweise der sogemate Hexaeder-
stumpf (Abb. 5.2) [Le08h. Allerdings erhalt man ihn nur, indem man je-
den Kovektor vierfach verwendet: in den Ebenen mit zwei langn und zwei
kurzen Wurzeln lassen sich durch ihre Verdopplung Achteck&onstruieren,
die wiederum verdoppelt zum Hexaederstumpf zusammengegétwerden
kénnen.

Dies verdeutlicht schon ein erstes Problem mit der Polytopiterpretati-
on:

" Die Konstruktion eines Polytops aus den Kovektoren eines Isiings-
systems der WDVV-Gleichungen als Kanten ist nicht immer ohe
Kopien der Kovektoren mdglich. Insbesondere ist sie nichtiredeutig.
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Im Fall des BC3-Systems kann man die Kovektoren zum Beispiel ebenso
zu einem Rhombenkuboktaeder (Abb5.2) kombinieren. Dann liegen aber
die Achtecke nicht als &uyere Flachen vor, sondern im Polyestinneren.
Da diese aber gerade die fur die WDVV-Gleichungen zu priferah Ebe-
nen mit vier Kovektoren reprasentieren, muss die Polytophpothese weiter
prazisiert werden: Auch innere Flachen scheinen in der Arguentation be-
ricksichtigt werden zu missen. Die moglichen Deformatione sind aber
dieselben wie fir den Hexaederstumpf und inLle08b] explizit ausgefiihrt;
sie entsprechen dem vierdimensionalen Modulraum voB3(c; ) (4.2.4).

Lassen sich tber Polytope unter Umstéanden neue Lésungen rah? Auf-
grund der Fulle der klassi zierten Polytoptypen scheint diese Ho nung
zunachst berechtigt.

Die funf platonischen Korper, bestehend aus lediglich einem Typ regula-
rer Polygone, lassen sich zundchst analog zum Tetraeder aden Kovekto-
ren ihrer Spiegelgruppe konstruieren, der Oktaeder auB 3 = Agz, explizit
betrachtet in [GLP09], und Dodekaeder sowie Ikosaeder au$3. Der Hexa-
eder ist mit seinenp = 3 linear unabhangigen Kanten als Losungssystem
in ohnehin trivial. Sie ergeben sich also direkt aus den bekaten Wurzel-
systemen.

Interessanter scheinen diédrchimedischen Korper, welche aus reguléren
Polygonen mit verschiedener Seitenzahl bestehen. Zu ihnezéhlen Hexa-
ederstumpf und Rhombenkuboktaeder %.3), ebenfalls ausBC3-Wurzeln
konstruiert ndet sich noch der Kuboktaederstumpf. Ebenso gibt es mit
Kuboktaeder, Tetraederstumpf und Oktaederstumpf weiteredrei Korper
aus denAs-Wurzeln sowie eine ganze Reihe voH 3-Polyedern. Der einzige
Archimedische Koérper mit nicht direkt einsichtiger Strukt ur ist der abge-
schragte Hexaeder, es liegt aber die Vermutung nahe, dasselsenso einem
Coxeter-System zugeordnet werden kann.

Geht man weiter zu den dualen Polyedern der Archimedischen #&per,
den Catalanischen Korpern so féallt schon beim Triakistetraeder als dualem
Korper zum Tetraderstumpf auf, dass sie deutlich mehr lineaunabhangi-
ge Kanten besitzen, welche die Orthogonalitatsbedingungm Allgemeinen
nicht mehr erfillen kdnnen.

Eine Ausnahme davon stellt der Rhombendodekaedeb(3) dar. In [Le08H]
wurde er im Zusammenhang mit demBC3-System als Kombination aus
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Abbildung 5.3.: Rhombendodekaeder

den drei B3-Gewichten der Fundamentaldarstellung und den vier Gewich
ten der Spinordarstellung konstruiert und ein zweidimensdnaler Deforma-
tionsraum ermittelt. Allerdings sind in dieser Konstrukti on die Vektorge-
wichte keine auyeren Kanten, sondern liegen als Diagonalén den &uyeren
Flachen. Dies erfordert eine entsprechenden Korrektur dePolytophypo-
these.

Auf den ersten Blick scheint der Rhombendodekaeder aber tadehlich
eine neuep = 7-L6sung hervorzubringen. Auf den zweiten Blick stellt sich
jedoch heraus, dass diese Losung Uber lineare Transformatien identisch
mit dem D 3(t; s)-System @.2.9) zur Lie-SuperalgebraD (2; 1; ) ist. Gleich-
wohl ist diese Verbindung tiberraschend und es ist unverstaten, ob es sich
um bloyen Zufall oder eine unbekannte Struktur handelt.

Uber die erwahnten Polyederklassen hinaus gibt es zwar eingelzahl
spezieller Polytope, aber eine weitere systematische Betrlatung oder viel-
versprechende Kandidaten fur Losungssystemen bieten siéfaum an.

Wahrend sich also aus der Polytophypothese keine nahelieggen neu-
en Losungen aufdrangen, kann man die umgekehrte Frage sef, ob alle
bekannten Losungen als Polytope interpretierbar sind. Nebn der schon
besprochen Ambiguitat in den Konstruktionen stéyt man hier bei der Be-
trachtung der Restriktionssysteme bald auf prinzipielle $hwierigkeiten.
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Abbildung 5.4.: Konstruktionsversuch eines Polyeders fuEg; A1 A2)

Als Beispiel hierfur soll das in FeVe07] gefundene Restriktionssystem

p_ P- 1
(Ee; A1 Az) = | 6(e1 €);2e;2 3e3;§( 2e1 +3e + €3);
p_ (o p_
3 2 6
7( 26, e+ 93);7( 3ex + es);7(ez+ €3)g
2 (AB4(t);A1)2 (5.1.2)

von Eg mit p = 10 Kovektoren betrachtet werden. Versucht man aus des-
sen vier Flachen aus jeweils vier Kovektoren und sieben Flaen aus drei
Kovektoren einen Polyeder zu konstruieren, stellt sich heaus, dass nicht
nur nicht alle 11 Flachen nach auyen gebracht werden kénnersondern
dass sich auch nicht alle Kovektoren als auyere Kanten kongtieren lassen
(Abb. 5.4, Bezeichnung der Kovektoren tber ihre Indizes in der Reihenfge
von (5.1.2). Insbesondere der neunte Kovektor kann nur zu einer inn@m
Verstrebung werden. Als Polytop besteht es dann aber maximaaus den
neun anderen Kanten und entspricht nicht der Struktur von (Eg; A1 A»).
Dass prinzipiell keine Polytope konstruierbar sind, siehtman direkt in der
Betrachtung der funf méglichen Simplices aus den Kovektorei 123789,
f123781@, f 124571@, f 145791@ und f 246891@ als Grundbausteine mog-
licher Polytope, die sich in keiner Weise unter Einbeziehug aller 10 Ko-
vektoren zu einer konvexen Gestalt zusammenfligen lassen.

Die Interpretation der Losungssysteme als Polytope lieférzwar fur die
Deformationen von A, Uber den Begri orthozentrischer Simplices einen
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starken Argumentationsrahmen; dartber hinaus ist aber nibt abzuschét-
zen, wie sinnvoll er ist. Einige bekannte Ergebnisse reprattiert er auf
vielfache Weise, andere lassen sich gar nicht als Polytop n&gehen. Insge-
samt scheint er daher flr die Suche einer Systematik hinter &h WDVV-

Lésungen wenig fruchtbar.

5.2. Kombinatorik von Losungen als Hypergraphen

Beim Versuch der Interpretation spezieller Lésungen als Pgtope war der
entscheidene Schritt die Konstruktion der inzidenten Flaten. Betrachtet
man solche Konstruktionen weniger als ein Kdérper als vielnte als dessen
Skelett, bestehend lediglich aus den Kanten, so sind innergerstrebungen
wie in (5.4) eigentlich kein Problem. Solche Skelette enthalten im Wesnt-
lichen die benétigte kombinatorische Information zu den lizidenzen der
Kovektoren in Flachen. Nicht die Polytope als Korper selbst sondern ihre
kombinatorische Struktur, scheint der Schlissel zum Pro@m zu sein.

Die Skelette haben den Vorteil, dass in ihnen die Kovektorerkonkret
enthalten sind und die Information Uber Ebenen und zu fordende Ortho-
gonalitaten damit direkt ablesbar ist; sie haben aber auch ieen groyen
Nachteil: Im Allgemeinen enthalten sie mehrfache Kopien derelevanten p
Kovektoren.

Die eigentlich relevante, kombinatorische Struktur eined_6sungssystems
B besteht also vor allem in den linearen Abhangigkeiten seim&ovektoren
untereinander. Das kombinatorische Problem ist also das fgende:

" Eine generische Menge von KovektorerB = f ;5 pg  V = R"
wird zun&chst durch die prinzipiell mdglichen Koplanaritdten der Ko-
vektoren untereinander modulo Permutation beschrieben.

" FUr gegebenesn ist zu prifen, ob die Orthogonalitatseigenschaft er-
flllbar ist; diese besteht nun in der Forderung, dass alle Keektor-
paare, fur die es keinen weiteren mit ihnen koplanaren Kovekr gibt,
simultan jeweils orthogonal zueinander konstruiert werda kdnnen.

Da die Kovektoren als solche fiir dieses kombinatorische Potem irrele-
vant sind, ist zunachst nur die IndexmengeX := f1;2;:::;pg zu betrach-
ten. Damit lasst sich die Fragestellung weiter prazisieren Gesucht sind
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Mengen von Teilmengen diesep-elementigen Menge, also Mengensysteme
E P (X). Die leere Menge; und die einelementigen Mengen sind hier
allerdings uninteressant und daher auszuschlieyen.

Das mathematische Konzept, welches fir diese Formalisieng zunachst
den besten Rahmen bietet, ist das eineklypergraphen[Be89:

" Das Paar H = ( X; E) aus einer MengeX und ginem Mengensystem
E P (X)nf,g istein Hypergraph, wenn gilt E= X.

Der Hypergraph ist eine Verallgemeinerung des Konzepts g@hnlicher
Graphen insofern, als dass jene den Spezialfall lediglichne oder zwei-
elementiger Teilmengen inE bilden.

Einelementige Teilmengen inE sind also zunachst im Begri des Hyper-
graphen enthalten. Diese haben aber fur die Kombinatorik deLdsungssys-
teme keine Bedeutung und kénnen Uber folgenden Begri ausgdsiossen
werden:

" Ein Hypergraph H = ( X; E) heiyt einfach, wenn es fUurE 2 E weiter
kein E9( E in E gibt.

Da fur unsere Zwecke Hypergraphen betrachtet werden, die filedesa 2 X
mehrelementigeE 2 E enthalten, eliminiert die Forderung nach Einfach-
heit die einelementigen Teilmengen.

Hypergraphen werden typischerweise dargestellt durch Krten fur die
Elemente a 2 X und Umkreisungen der Knoten als diese beinhaltende
MengenEy 2 E, wenn sie mehr als zweielementig sind, sogenannte Hyper-
kanten. Fur zweielementige verwendet man Kanten wie bei Gighen. Dies
ist fir das Beispiel desA3-Systems mit Hypergraphen

H (A3) = (f12345@); ff 124gf 1560f 235gf 3469f 139f 26gf 459g)  (5.2.1)

in der Abbildung 5.5 mit obiger Nummerierung (Abb. 5.1) demonstriert.
Dabei stehen diea 2 f 12345@) f 1,;2;3;4,;5;6g wiederum flr Kovektoren
a 2 Asz(c) und die Ey fur die vier Ebenenb = 1;2;3;4 und die drei
orthogonalen Kovektorpaareb = 5;6;7. Ebenso ist der Hypergraph auch
durch seine InzidenzmatrixJ 2 Mx ;g (f0;1g) bestimmt mit Jap = 1
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Abbildung 5.5.: Hypergraph zu A3

genau dann, wenna 2 Ej. Fur das As-Beispiel ist dies

O 1 1001 00"
1010010

" Boo11100

JB 1001001 (5.2.2)
0110001
0101010

Nicht jeder Hypergraph hat schon die Struktur eines Losungsystems.
Eine wichtige Forderung fiur die Kombinatorik der Losungssyteme ist,
dass zwei Elemente auX = f1;:::; pg jeweils nur in genau einer Teilmenge
Ey 2 E enthalten sind, weil zwei Kovektoren genau eine Ebene aufapnen.
Liegen beispielsweise die Elemente 1, 2, 3 in einer Ebene usthd des
Weiteren auch die Elemente 1, 3, 4 koplanar, so ist o ensicltich, dass alle
vier in derselben Ebene liegen und daher nur1234g ein erlaubtes Element
des Mengensystems ist, nicht abef 123y oder f 134g.

In der Sprache der Hypergraphen entspricht dies der Fordeng nach
linearen Hypergraphen:

" Ein Hypergraph H = ( X; E) ist linear, wenn gilt 8E1;E»> 2 E; E1 6
E,:JE1\ Epj2f0;1g.

Damit ist also die Eindeutigkeit der Ebenen garantiert. Indbesondere wird
eine Ebene mit mehr als drei Kovektoren durch genau eii 2 E, bestehend
aus allen Kovektoren, aufgefuhrt.
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Im Asz-Beispiel kdnnte man weiterhin ein beliebiges,, weglassen und
hatte immernoch einen Hypergraphen. Fur die Kovektorsystme ist es je-
doch wichtig, dass alle Koplanaritaten und Orthogonalitaten angegeben
werden. Eine weitere Forderung an Hypergraphen von Lésunggstemen
muss also auch die Vollstandigkeit der Beschreibung von Kopharitaten
sein:

" Ein Hypergraph soll vollstéandig heiyen, wenn8a;b2 X 9E 2 E :
a;b2 E.

Mit diesen Eigenschaften ist also garantiert, dass man eimeHypergraphen
als Trager der Information aller Koplanaritaten einer Menge von Kovekto-
ren interpretieren kann.

Die Darstellung solcher einfacher, linearer, vollstandigr Hypergraphen
H = (X; E) lasst sich nun noch einfacher gestalten. Man kann sie nam-
lich in einem weiteren Schritt mit ihrem Unterhypergraphen B = ( X; E)
identi zieren, der aus allen mehr als zweielementigen TethengenE 2 E
besteht; aufgrund der Vollstandigkeit kann man alle Kovekbrpaare ohne
gemeinsame<£ 2 E%dann bereits als solche Paare verstehen. Dies spiegelt
die triviale Tatsache wider, dass zwei Kovektoren immer sabn koplanar
sind. Aufgrund dieser Identi kation

H=(X;E) (X;E)=H (5.2.3)

kann man in eindeutiger Weise alle Kanten in der Darstellungeinfacher, li-
nearer, vollstandiger Hypergraphen weglassen, und daflrie Hyperkanten
durch Linien ersetzten. Im Beispiel A3 ergibt dies den deutlich Ubersicht-
licheren Graph (Abb. 5.6).

Schlieylich ist man an irreduziblen Systemen interessiertDie Reduzi-
bilitat lasst sich direkt fur Hypergraphen formulieren, wobei es die Sache
vereinfacht, gemay der Identi kation (5.2.3) die zweielementigen Teilmen-
gen auszuschlieyen:

~ Ein einfacher, linearer, vollstandiger Hypergraph H = (X; E) soll
reduzibel genannt werden, wenn er von der FormH = (X; E1 [ B)
mit B\ B = ; ist.

Die Orthogonalitéatsforderung kann man leider nicht derart direkt in die
Sprache der Mengensysteme und Hypergraphen Ubersetzen.eBiist zu-
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4 3 6 4 5

Abbildung 5.6.: a) Alternative Darstellung des Az-Hypergraphen und b)
ein aquivalentes Diagramm ohne krumme Kanten

nachst nicht weiter verwunderlich, da die Realisierung derOrthogonali-
tatseigenschaft von der Dimensionn des Vektorraums abhangig ist. Ins-
besondere geht diese Frage genau genommen Uber das Komboréche
hinaus.

Im Sinne der Kovektorlésungssysteme ist man also an irredilden, li-
nearen und vollstandigen Hypergraphen interessiert. Dieni einem solchen
Hypergraphen enthaltene Kombinatorik ist eine notwendigevVoraussetzung
fir Losungssysteme.

Eine Klassi kation solcher Hypergraphen, parametrisiertdurch p = jX]j,
ist prinzipiell moéglich, wenngleich die Anzahl der Mdglictkeiten mit p
schnell wachst. Da in der Theorie der Hypergraphen kaum Restate sol-
cher Art bekannt sind, lohnt es sich jedoch einen etwas anden Begri
anstelle der Hypergraphen zu betrachten.

5.3. Matroide

In einem engen Zusammenhang mit dem Begri des Hypergraphenteht
der des Matroids. Matroide wurden in den 1930er Jahren als Veuch, linea-
re Abhangigkeiten in linearer Algebra abstrakt zu behandeal, eingefihrt.
Dies scheint auf den ersten Blick genau auf die WDVV-Lésunggsteme zu
passen, hat aber den Nachteil, dass durch Matroide nicht nuKoplanari-
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taten, sondern auch hohere lineare Abhéngigkeiten bescletben werden. In
n = 3 Dimensionen entsprechen die geometrischen Darstellungemfacher
Matroide aber genau den einfachen, linearen, vollstandigeHypergraphen
des vorherigen Abschnitts.

Im Folgenden sollen die wesentlichen Begrie aus der Matroitheorie
nach [Ox07, Ho07] vorgestellt werden. Um die Ahnlichkeit mit den Hyper-
graphen zu betonen, wird eine &quivalente Notation benutzt

Eine abstrakte De nition flr Matroide ist zunachst die folgende: Das
Paar M = (X; U) aus einer endlichen MengeX und einem nichtleeren
MengensystemU 2 P (X ) wird als Matroid bezeichnet, wenn

1. jede Teilmenge eines Elements iU wieder in U ist (Erblichkeitsbe-
dingung) und,

2. fallsU1; U, 2 U und jUpj = jUyj + 1, es eina 2 UinU, gibt, so dass
Uy [f ag 2 U (Augmentationsbedingung).

Die Elemente inX lassen sich wie gehabt als Nummerierung von (Ko)Vektoren
au assen, X wird auch Grundmenge genannt. Gerade umgekehrt zu den
Hypergraphen sindU aber die unabhéangigenMengen, d.h. im Vektorbild
Mengen linear unabhéngiger Vektoren.

Im Allgemeinen ist allerdings nicht jedes Matroid als Mengevon Vekto-
ren Uber einem Korperk mit linearen Abhangigkeiten darstellbar; ist dies
maoglich spricht man vom k-Vektormatroid M [A] zur Matrix A. Matroide,
die Uber jedem beliebigen Korper darstellbar sind, heiyemegular.

Fur das Problem der WDVV-LésungssystemeB bilden also die Uber
R darstellbaren Vektormatroide den richtigen Begri. Insbesondere de-
nieren die zugehoérigen Matrizen B aus den Projektoriberlegungen im
Abschnitt 3.5 R-Vektormatroide. Im folgenden wird daher immer von Ma-
troiden M (B) := M (B) die Rede sein.

Neben Vektormatroiden aus Matrizen kommt eine weitere Klase funda-
mentaler Beispiele flr Matroide aus der Graphentheorie: ldeti ziert man
die Menge der Kanten eines Grapheits mit X und entfernt ausP(X) alle
Kreise in G, so erhélt man ein passendet). Man bezeichnet das Matro-
id dann auch alsKreismatroid M [G] und nennt umgekehrt jedes Matroid
graphisch das isomorph zu einem Kreismatroid ist.

Ausreichend fir die Bestimmung eines Matroids ist aufgrund dr Erb-
lichkeitsbedingung schon die Menge der maximalen unabhaigen Mengen,



58 5. POLYTOPE, HYPERGRAPHEN UND MATROIDE

welche daher auctBasen genannt werden. Maximal bedeutet in diesem Zu-
sammenhang, dass die Menge durch Hinzufligen eines weiterEtements
abhangig wird, wobei eine Menge alg@bhéangigbezeichnet wird, wenn sie
nicht unabhangig ist. Deswegen kann man umgekehrt aber audlie Menge
der minimalen abh&ngigen Mengen, als &quivalente De nitia verwenden;
diese werden alKreise bezeichnet, weil sie flr graphische Matroide genau
den Kreisen im zugehérigen Graphen entsprechen:

Das PaarM = ( X; K) aus einer endlichen MengeX und K P (X)) ist
ein Matroid, wenn folgendes erfullt ist:

1.;* K,
2. Kein Element in K ist echte Teilmenge eines anderen Elements i,

3. SindK1 6 Ky Elemente inK und a2 K1\ Ky, dann enthalt (K [
K)nfag ein weiteres Element inK.

Die Aquivalenz der beiden De nitionen ist zwar nicht o ensichtlich, lasst
sich aber beweisen. Ebenso gibt es noch eine Reihe weitereuivalenter
De nitionen, naheliegender Weise zum Beispiel mittels der Baen [Px07,
Ho07.

Die Basen sind noch weiter interessant, denn weil alle Base® dieselbe
Kardinalitat besitzen, lasst sich der Rang eines Matroids M analog zur
Dimension in der linearen Algebra alsry := jBj de nieren. Damit kann
man auch allgemein den Rang unabhangiger Teilmengen als Bash Teil-
matroiden verstanden alsry = jUj au assen. Entsprechend ist der Rang
von minimal abhangigen TeilmengenK dannrg = jKj 1.

Die De nition Uber ein System von Kreisen enthélt die bisheige Be-
schreibung der Losungssysteme Uber ihre Flachen beziehwweeise ihre
Hypergraphen. Fir das beliebte BeispieA3 hat man als Kreissystem

K(A3) = ff 124gf 1560f 235gf 346gf 1236yf 1345 2456); (5.3.1)

Abgesehen von den vierelementigen Teilmengen entsprichties dem ein-
fachen, linearen Hypergraphen vorAs (5.2.1) unter Vernachlassigung der
zweielementigen Mengen. Diese Ubereinstimmung ist aber nteSpezialfall
geschuldet, dass alle linear abhéngigen Mengen hier schorinimal sind.
Hat man im WDVV-L&sungssystem Ebenen mit vier (oder mehr) Vétoren
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wie beispielsweise imB3-System, ist nicht die entsprechende vierelemen-
tige Menge ein Kreis, da bei Entfernung eines beliebigen Hieents immer
noch eine abhangige Menge Uberbleibt. Zur Rekonstruktion e relevanten
Informationen muss man daher die Kreise der gleichen Ebeneigammen-
fugen.

Die zweite Spezialitdt der Matroide sind Kreise hoheren Rags, im Bei-
spiel A,=3 also Rang-3-Kreise. Im Sinne der Matroidde nitionen sind &
wesentlich; betrachtet man beispielsweise i (A3) die KreiseK; = f124g
und K, = f1569, dann muss de nitionsgemay (K1 [ K2)nflg = {2456
auch wieder in K(A3) liegen. Dies ist der gréyere Nachteil des Matroid-
begris gegenlber dem Hypergraphen, da man auf diese Weisérfdie
WDVV-L6sungen unndétige Struktur dabei hat.

Prinzipiell kann ein Matroid auch ein- oder zweielementigeKreise ent-
halten. Ersteres entspricht fir Kreismatroide M (G) gerade einer Schleife
im Graphen G. Zweielementige Kreise dagegen gehdren bei Vektormatro-
iden M (A) zu parallelen Spalten in der Matrix A. Enthalt ein Matroid
weder ein- noch zweielementige Kreise, wird er alsinfach bezeichnet. Im
Sinne der WDVV-Kovektorldsungen sind also nur einfache Vetormatroide
von Bedeutung.

Auch Matroide konnen in Diagrammen dargestellt werden, so dssAs;
gerade durch Abbildung5.6 beschrieben wird, in Px07] werden sie alggeo-
metrische Darstellungenbezeichnet. Dabei werden tatséchlich auch alle
Kreise, deren Elemente die gleiche Ebene repréasentierers &noten auf ei-
ner Kante dargestellt. Wahrend die Hypergraphen aber immeals Graphen
zweidimensional zu zeichnen sind, gehen in die geometrissh Darstellun-
gen allgemein auch die Kreise héheren Rangs ein; die KnoteeidElemente
von Kreisen vom Rang 3 missen so in einer Ebene des Diagramnegken.
In drei Dimensionen sind also prinzipiell nur geometrischeDarstellungen
von Matroiden mit maximal Rang 4 moglich. Man gewinnt also e ektiv
eine Dimension durch die geometrische Darstellung, kann dait auch vier-
dimensionale Systeme noch in drei Dimensionen darstellen.

Dieser Unterschied soll am Beispie/ A4 demonstriert werden: Wéahrend
das Diagramm des einfachen, linearen Hypergraphdf (A4) planar bleibt,
ist die geometrische Darstellung des MatroidsV (A4) notwendig ein drei-
dimensionales Gebilde (Abb5.7) und enthélt sowohl 10 Rang-2-Kreise als

*In [Ho07] dagegen werden sieMatroidkon gurationen genannt.
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Abbildung 5.7.: Geometrische Darstellung des MatroidsM (A4)

Kanten, als auch 5 Rang-3-Kreise, von denen 4 als Flachen dgestellt wer-
den kdnnen; der funfte besteht aus den vier krummen Kanten ininneren,
hier kommen die Moglichkeiten der Darstellbarkeit in Diagmammen an ih-
re Grenzen. Die geometrischen Darstellungen der Matroideedt bekannten
Kovektordeformationslésungen firn = 3, die also mit den Hypergraphen
identisch sind, sind im AnhangA.2 aufgelistet.

Im Sinne der WDVV-Kovektorlésungen ist natirlich Uber Einfachheit
und R-Darstellbarkeit hinaus noch die Orthogonalitéatseigenskaft zu for-
dern. Die Formulierung dieser Eigenschaft macht im Gegensa zu den
Hypergraphen fir Vektormatroide keinerlei Schwierigkeien:

" Ein Vektormatroid M (A) = ( X; K) erfullt die Orthogonalitatseigen-
schaft wenn fiur alle a;b 2 X, die in keinem gemeinsamen Kreis
K 2 K liegen, die Spalten(ko)vektoren 5 und p in A orthogonal
sind.

So einfach diese Forderung auch zu formulieren ist, so schmist es doch
allgemeine Implikationen fur die Vektormatroide aus ihr zu nden.
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@
4 7 5 4 7 5

Abbildung 5.8.: a) M (D3(t;s)) = F,, das Non-Fano-Diagramm und b)
das Fano-DiagrammF7

5.4. Vererbung von Matroideigenschaften

Ein entscheidender Vorteil von Matroiden fur die WDVV-Lésungen liegt
in ihren fundamentalen Operationen, der Kontraktion und dem L&schen
von Elementen, unter denen die typischen Matroideigenscliten vererbt
werden, so dass sich mit ihnen eine Vielzahl von Resultaterbéeiten lassen.
Kontraktion und Léschung verallgemeinern die entsprechetien Begri e aus
der Graphentheorie und sollen nun naher erlautert werden.

" Die Léschung M na eines Elementsa 2 X aus dem Matroid M =
(X; U) ist das Matroid (X nfag; U9 mit unabhéngigen MengenU®=
fU Xnfagju 2 Ug.

Aquivalent bleiben auch alle minimal abhangigen Mengen, @i nicht a ent-
halten im Kreissystem der Ldschung erhalten und in geometsicher Dar-
stellung ist dies gleichbedeutend mit der Entfernung eine&noten und aller
seiner Kanten, auf denen dann nur noch zwei weitere Knoten gen. Als
Beispiel kann man dazu

M (D3(t;s))nf7g = M (Ag) (5.4.1)

betrachten: Loscht man im Matroiden von D3(t;s) (Abb. 5.8) den Knoten
a =7, erhalt man das Matroid von A3 (in der Form Abb. 5.6b). Die Modul-
raume dieser beiden Losungssysteme sind allerdings von enschiedlicher
Dimensionalitat.
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Im Allgemeinen ist nicht garantiert, dass man durch Léschury wieder
einen Vektormatroiden mit Orthogonalitatseigenschaft b&kommt. Betrach-
tet man als eine weitere LoschundV (As)nf3g in Abbildung 5.6b, bleiben
nur die beiden Kantenf 124g und f 1569 bestehen; dies entspricht als L6-
sungssystem zwei Dreiecken mit gemeinsamem Kovektor. In n = 3 ist
es aber nicht moglich, dass » und 3 dann gleichermayen auf 5 und ¢
senkrecht stehen.

Die zweite wichtige Operation ist die Kontraktion:

" Die Kontraktion M=fag eines Elementsa 2 X aus dem einfachen
Matroid (X; U) ist das Matroid (X nfag; U%Y mit unabhangigen Men-
genU%= fU XnfagjU [f ag2 Ug.

Diese Operation lasst alle unabhangigen Teilmengebl 2 U bestehen und
entfernt aus ihnen lediglich jeweils das Elemeng&. Im komplementéaren Bild
der abhangigen Mengen werden dadurch viel mehr Teilmengemternt. Es
zeigt sich, dass in der geometrischen Darstellung die Kordiktion einem
Léschen des Knotensa und der Kanten, auf der er liegt, bei Identi kation

der weiteren Knoten auf diesen Kanten entspricht. Als Beisgl kann man
hierfir eine Kontraktion von A3 (Abb. 5.6) betrachten:

M (A3)=f3g= M (A,): (5.4.2)

Durch Kontraktion des Knotens a = 3 werden nicht nur die zwei Kanten
geldscht, auf denen er liegt, sondern auch der Knote2 mit 6 sowie 4
mit 5 identi ziert. Ubrig bleibt lediglich eine einzige Kante f124g, die als
Losungssystem nur ein Dreieck, da# »-System reprasentiert.

Fur die Kovektorsysteme bedeutet eine Kontraktion also nowvendiger-
weise eine Verkleinerung der Dimension aufn 1. Zur lllustration ist als
weiteres, nichttriviales Beispiel

M (As)=f8g = M (A3) (5.4.3)

sehr hilfreich: Durch Kontraktion des Knoten a = 8 im Matroid von Ay
(Abb. 5.7) erhalt man gerade das Matroid vonAs (Abb. 5.6); dabei hatte
man mit gleichem Ergebnis aucha = 7;9 oder 10 wéahlen kdnnen, da diese
bei der Kontraktion mit Knoten in M (A3) identi ziert werden.

An diesem Beispiel wird nun sehr anschaulich klar, dass es kibei Kon-
traktionen gerade um die Projektionen respektive Restrikionen von Lo-
sungssystemen aus Abschnitéh.3 handelt. In diesem Kontext ist allgemein
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gezeigt worden FeVe07], dass die Projektionen vonAp-Systemen wieder
ein A, n-System zum Resultat hat. Dieses Ergebnis wird nun in den Bei-
spielen 6.4.2 5.4.3 fur deren Kombinatorik in Matroiden reproduziert
und es ist eine naheliegende Vermutung, dass sich nicht nutla Projektio-
nen bekannter Losungssysteme durch Matroidkontraktion vestehen lassen,
sondern dass man umgekehrt ganz allgemein Matroidkontrakbn als an-
schauliche Technik fir die Projektionen von Kovektorldsumgen verwenden
kann. Insbesondere ist durch den Beweis fir Projektionen vohdsungssys-
temen auch schon garantiert, dass sich bei der Matroidkon&rktion auch
die Orthogonalitatseigenschaft vererbt.

In der Matroidtheorie werden solche Matroide, die durch Korraktion
oder Loschen gebildet werdenMinoren genannt. Es gibt eine Reihe von
Theoremen Uber Eigenschaften von Matroiden, die sich auf Mioren ver-
erben. Dazu gehort im Besonderen auch die Darstellbarkeit (dy einem
Korper k. Damit ist die Interpretation der kombinatorischen Eigenschaf-
ten von WDVV-Losungssystemen alsR-darstellbare Matroide eine sehr
nattrliche.

Es liegt aber die Vermutung nahe, dass die Nutzlichkeit von Mtroiden
noch dartuber hinausgeht. Da sich zumindest bei Kontraktioen die Ortho-
gonalitatseigenschaft vererbt und eine solche Vererbungdb bestimmten
Beispielen von Ldschungen ebenso funktioniert, gibt es besktigte Ho -
nung, dass die Interpretation als Matroid sogar mehr als nurdie kombi-
natorischen Eigenschaften wiedergibt und unter bestimmte zusatzlichen
Bedingungen eine Vererbung der Orthogonalitéatseigenschaéuf Minoren
auch maoglich ist.

Da bislang keine Beispiele furR-Vektormatroide mit Orthogonalitats-
eigenschaft bekannt sind, die nicht auch schon die Projektgleichungen
(3.5.12 erfullen und damit WDVV-L6sungen sind, besteht die Hypothese,

" dass es zu einem jederR-Vektormatroid mit Orthogonalitatseigen-
schaft auch eine WDVV-L6sung gibt.

Lediglich der genaue Modulraum ware dann noch Utber die Proktorglei-
chungen zu bestimmen.
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5.5. Klassi kation von Matroiden

Die Interpretation von LOsungssystemen als einfachdR-Vektormatroide
mit Orthogonalitétseigenschaft wirde sich besonders danmls fruchtbar
erweisen, wenn man mit ihr zu einer Klassi kation der Losungsysteme
kame. Leider besteht ein Groyteil der Matroidtheorie aus Egebnissen zu
Vektormatroiden Uber endlichen Kérpernk. Eine solche Klassi kation ist
daher noch kaum vorhanden und erfordert einen groyeren Aufand.

Ein naheliegender Ansatz zur Klassi kation von Vektormatroiden be-
steht in der Konstruktion ihrer geometrischen Darstellungen. Schon im
einfachsten BeispielAs ist das konkrete Kreissystem 6.3.1) deutlich un-
Ubersichtlicher als seine geometrische Darstellung (Abb5.6), vor allem
sind Permutationen von X nicht leicht von echt verschiedenen Matroiden
zu unterscheiden. In der geometrischen Darstellung bleibtlie Gestalt bei
Umnummerierung dagegen oft die gleiche. Die geometrischeabstellung
wird fur n > 3 zwar mehr als zweidimensional und ist damit nur schwer
zu zeichnen, da die abhéngigen Mengen hoheren Rangs fur dieDWV-
Lésungen aber irrelevant sind, kann man immer die Projektioen der geo-
metrischen Darstellungen auf die Ebene (ohne Knoten oder Kden aufein-
ander zu projizieren) zur Klassi kation betrachten. Dies entspricht dann
aber gerade der Klassi kation der einfachen, linearen, védtandigen Hyper-
graphen und ist zunachst unabhéngig von der (Ko)Vektorraungdimension
n.

Ein sinnvoller Ansatz ist also, zunachst alle einfachen, fiearen, vollstan-
digen Hypergraphen fir ein gegebeneg = jX| aufzulisten und sie dann
als Matroide verstanden auf ihre R-Darstellbarkeit und die Erfullbarkeit
der Orthogonalitatseigenschaft zu tberprifen.

Bei der Konstruktion der Hypergraphen ist die Identi kation modulo
Permutation identischer Graphen zwar meist unproblematigh, sie ist aber
trotzdem nicht eindeutig. Ein Beispiel sind die beiden aquialenten A;-
Hypergraphen (Abb. 5.6).

Um eine eindeutige und e ziente Klassi zierung vorzunehmen, ist es
daher zun&chst notig, geeignete unter diesen AquivalenZegionen invari-
ante Parameter zu verwenden. Hierzu kommen fur einen Hypergphen in
Frage die Anzahl der

" Knoten (Kovektoren) p,
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" Kanten q (fir Ebenen, mit drei oder mehr Kovektoren),
" orthogonale Paarek,

" Knoten mit | anliegenden Kantenpy,

" Kanten mit m 3 enthaltenen Knoten g,

~ der Kanten r4 an einem Knotena,

~ der Knoten s, 3 auf einer Kante b.

Diese Groyen sind nicht unabhangig voneinander und man musdaher
schauen, welche Parameter fur eine Klassi kation geeignedind. Relationen

sind
X xXP h3 Xxd R
= fa = p I = Sp = On m: (5.5.1)
a=1 1=3 b=1 m=3

Eine mogliche Klassi zierH,ng von Hypergraphen fir einp ware also bei-
spielsweise im Pargmeter . Dies hat den praktischen Vorteil, dass man
fur ein gegebenes komplementéar sowohl Partitionen in ry und in sy
betrachten kann, wodurch das Ausschlieyen von Graphen, den Nicht-
Existenz in der einen Partition schwer zu zeigen ist, durch @nsichtliche
Widerspriche in der anderen Partition erleichtert wird. Insbesondere bie-
tet es sich an, zunachst in derr, zu zerlegen und bei unklaren Graphen
dann zu Uberprifen, ob einesy-Partition mit s, 3 Uberhaupt mdoglich
ist.

Auf diese Weise haben wir die einfachen Matroide fip 8 explizit auf-
gelistet und Uberprift, welche von ihnenR-darstellbar sind (Appendix C).
Dabei reicht esn = 3 zu betrachten, da das einfachste bekannte irreduzible
System fiirn =4 durch A4 mit p= 10 gegeben ist. Unter der zusatzlichen
Forderung der Orthogonalitatseigenschaft reproduziert ies gerade die be-
kannten LosungssystemeAs(c) (4.2.1, Abb. 5.6) und D3(t;s) (4.2.9 Abb.
5.8) sowieBj3( ;c) (4.2.4 mit einem der drei letzten Kovektoren auf Lange
Null skaliert, beispielsweise der dritte inB3( = c¢3;¢) (Abb. 5.9). Da der
Verzicht auf einen Kovektor nach der Diskussion des letztedbschnitts 5.5
der Léschung des entsprechenden Knoten im Matroiden entsjoht, kann
man dies verstehen als

M (B3)nf9g= M (B3( = c3;0): (5.5.2)



66 5. POLYTOPE, HYPERGRAPHEN UND MATROIDE

B

4 5

Abbildung 5.9.: Das Matroid M (B3)nf9g zu B3( = c3;0)

Das D3(t;s)-System ist ein gutes Beispiel daflir, dass man in den Er-
gebnissen der Matroidtheorie auch fur die WDVV-Losungssyteme rele-
vante Resultate nden kann, obwohl sie sich bislang zum grdin Teil mit
Vektormatroiden Uber endlichen Korpern beschaftigt. Denndas D3(t; s)-
Matroid ist als Non-Fano-Matroid F- , dem Gegenstuck zum MatroidF5
(Abb. 5.80) der prominenten Fano-Ebene, der diskreten projektiven Bene
P G(2;2), bekannt und ein Theorem besagt, das&~ nur Uber GF (2) und
F, Uber allen Kérpern auyer GF (2) darstellbar ist [Ox07]. Die Orthogo-
nalitatseigenschaft ist fur F, = M (D3(t;s)) als Matroid einer WDVV-
Lésung dann natiirlich noch zu zeigen, was durch die Angabe anUber-
prifung einer konkreten Darstellung wie @.2.9) erfullt ist.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die WDVV-Gleichungen als spezi scle Einschran-
kung der ModelleN = 4 superkonformer Vielteilchenmechanik untersucht.
Dazu wurde zunachst herausgearbeitet, welcher Zusammentig zu den
verallgemeinerten WDVV-Gleichungen aus der Seiberg-Wign-Theorie be-
steht. Aus der Forderung eines achen Kon gurationsraums cer Vielteil-
chenmechanik ergab sich dann auf nattrliche Weise ein Losgeansatz Uber
Kovektorsysteme, so dass sich die WDVV-Gleichungen von rfitlinearen
Di erentialgleichungen zu nichtlinearen algebraischen Geichungen verein-
fachen. Mit den Projektorgleichungen wurden Gleichungen bsonders ein-
facher Form aufgestellt und ihre Aquivalenz zu den WDVV-Gléchungen
mithilfe der Veselovsche_-Bedingung gezeigt. Weiterhin konnten so Uber
die Wurzelsysteme von Coxeter-Gruppen hinaus auch die als-Systeme
bekannten verallgemeinerten Wurzelsysteme und Projektioen von Kovek-
torsystemen konkret als Losungen fur das PrapotentiaF der N = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik verstanden werden.

Daruber hinaus wurden Anséatze entwickelt, die Lésungssysime alterna-
tiv geometrisch zu interpretieren und den Modulraum der WDW-Ldsungen
so besser zu verstehen. Als Ausgangspunkt diente hierflralkritische Aus-
einandersetzung mit der Hypothese, die Kovektorsysteme slKanten von
Polytopen aufzufassen. Mit dem Gegenbeispiel des Syster(Gg; A1 Al)
wurde gezeigt, dass der Polytopbegri allgemein zur Charaterisierung der
Ldsungssysteme unzureichend ist. Stattdessen wurden mityergraphen
und Matroiden neue Konzepte prasentiert. Es wurde ausgefiity inwieweit
einfache, lineare, vollstandige Hypergraphen und einfaehMatroide aqui-
valente Begri e sind und wie sie diagrammatisch durch geomeische Dar-
stellungen reprasentiert werden kénnen. Die Matroidoperdonen des Lo-
schens und Kontrahierens konnten geometrisch als Entfermeeiner Kante
und Projizieren entlang einer Kante interpretiert werden. Schlieylich konn-
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te die fur die Losungssysteme entscheidende Orthogonaligeigenschaft
fir Vektormatroide prazise formuliert werden. Damit wurde die Grund-
lage fur eine Beschreibung des WDVV-Modulraums durch Klasdation
der Losungssysteme mittels ihrer Vektormatroide gescha e und mit die-
ser Klassi kation fur die Systeme mit p 8 begonnen.

Die Klassi kationen fir p 8 ist naturlich nur ein erster Schritt. Die-
se wurde durch explizite Uberpriifung aller einfachen Matrale auf Dar-
stellbarkeit und Orthogonalitatseigenschaft erreicht. Rir p > 8 wird eine
Klassi kation der einfachen Matroide mittels der geometrischen Darstel-
lungen von Hand allerdings schon sehr aufwendig, da ihre Zakehr schnell
wachst: fur n = 3 ist sie durch die Folge firp=0;1;2;:::;13

0;0;0;1;2;4;9; 23,68, 383 5249 232928 28872972 (6.0.1)

gegeben [A058731] in der Sloane-Datenbank) und flr beliebigen und
p=0;12::10 durch

1,1,1,2,4,9, 26,101, 95C, 376467

gemay (A002773). Es ist allgemein gezeigt worden, dass das Wachsen der
Anzahl der einfachen Matroide von der Gréyenordnung??” ist [Kn74]. Im
Sinne der Lésungssystem waren hier noch die Matroide gleieh abhan-
giger Mengen vom Rang 2 zu identi zieren und die reduziblen Mtroide
auszusortieren. Auyerdem sind alle big 1 aufgelisteten Matroide auch
in der Liste fur p wieder enthalten. Ohne diese Verdopplung ist die Folge
der Anzahl der einfachen Matroide

0;0;0;1;1;2;5;14; 45,315 4866 ::: (6.0.2)

Dennoch steigt die Anzahl der Moglichkeiten derart schnelldass man
zur weiteren Klassi kation nicht ohne Rechnerhilfe und Ideen fur geschickte
Algorithmen weiterkommt. Insbesondere ware es von groyem orteil, in
solche Algorithmen auch sofort die Abfrage notwendiger Eignschaften fur
R-Darstellbarkeit und Orthogonalitat zu integrieren.

Auf der anderen Seite bringt die Vererblichkeit der Orthogmalitétsei-
genschaft eine weitere Strategie: Findet man, wie auch immg einzelne
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héherdimensionaleR-Vektormatroide mit Orthogonalitatseigenschatft, las-
sen sich unter Umsténden in ihren Minoren eine Vielzahl wedrer Losungen
nden.

Ein dritter Ansatzpunkt fir neue Resultate mithilfe von Mat roiden ist
nattrlich ein genaueres Studium der Matroidtheorie. So gibes beispiels-
weise ein weiteres Theorem, welches besagt, dass sowohl k- (2) als
auch UberGF (3) darstellbare Matroide schon Uber jedem beliebigen Kor-
perk darstellbar sind. Dies zeigt, dass es durchaus auch aus dergultaten
fur Vektormatroide tber endlichen Korpern Implikationen fur die WDVV-
Ldsungssysteme geben kann. Es ist nicht klar, inwieweit esoch weitere
Resultate der Matroidtheorie mit Relevanz fir das Problem @r WDVV-
Gleichungen gibt. Daher ist ein vertieftes Studium der Matmoidtheorie mit
Blick auf die WDVV-Ldsungen sicher Gewinn bringend.

Mithilfe der Vektormatroide lasst sich die kombinatorische Struktur der
Koplanaritaten der Kovektorsysteme analysieren und die Othogonalitats-
eigenschaft formulieren und Uberprifen. Die Gesamtheit debekannten
und hier als Matroide analysierten Losungssysteme und die tierlegungen
zu Inzidenzen von Kovektoren in Polygonen im Rahmen der Polppin-
terpretation legen die Vermutung nahe, dass damit nicht nurnotwendige,
sondern auch schon hinreichende Eigenschaften fir WDVV-Isiingen ge-
funden sind. Eine Herausforderung besteht aber noch in eine striktem
Beweis, dassR-Vektormatroide mit Orthogonalitatseigenschaft automa-
tisch auch die Projektorgleichungen erfllen.

Daruber hinaus bleibt noch die Frage nach Deformationsmogthkeiten
eines gegebenen Ldsungssystems; hier gilt es, weitere Teikkn zu ent-
wickeln, mit denen die Deformationen aus den Projektorglehungen er-
mittelt werden kdnnen. Ein maoglicher Ansatz besteht in eine stérungs-
theoretischen Betrachtung der Projektorgleichungen durchvariation eines
Kovektorsystems mit geeigneten Parametern.

Der Schwerpunkt wurde in dieser Arbeit auf die Bestimmung desvio-
dulraums der WDVV-Gleichungen gelegt. Im Rahmen derN = 4 su-
perkonformen Vielteilchenmechanik ist eine weitere intezssante Fragestel-
lung, inwiefern die Erkenntnisse dieser Arbeit zu den WDVVLOsungen
und damit fir das Prapotential F Implikationen fur die Bestimmung des
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zweiten Prapotentials U bei nichtverschwindender zentraler LadungC mit
sich bringt. Bislang wurde dieses namlich nur fur undeformige Coxeter-
Wurzelsysteme betrachtet.

Schlieylich ist ein weiterer Aspekt, den besser zu verstehesich sicher
lohnen wirde, der Zusammenhang zwischen Integrabilitdt uth supersym-
metrischer Erweiterung von mechanischen Vielteilchenmaoellen. Wéhrend
die WDVV-Strukturen sich fur uns als Einschrankungen aus deForderung
nach N = 4 superkonformer Symmetrie ergaben und die Integrabilitat
dieser Modelle nicht primér hinterfragt wurden, sind die _-Systeme zwar
fur die WDVV-Strukturen der Seiberg-Witten-Theorie formu liert, aber aus
der CMS-Theorie motiviert. Daher drangt sich die Vermutung auf, dass die
WDVV-Gleichungen in gewisser Weise auch eine Verbindung zschen der
Integrabilitéat und der supersymmetrischen Erweiterbarket von Calogero-
Modellen herstellen.



Anhang A

Ldsungssysteme und Matroide

A.l. Projektorgleichung und Matroide mit
Mathematica

Mit der folgenden Mathematica-Datei wurden alle bekanntenDeformati-
onslésungen aus Kapitel Gberprtft. Die Ausgabe ist hier fir den Spezi-
alfall D3(t;s) aufgefuhrt. Sie besteht aus der Dimension dep  n-Matrix
B gemay Abschnitt (3.5), der Matrix selbst (zur Kontrolle); des Weiteren
aus der Anzahl der Ebenenqg, der p  g-Inzidenzmatrix fur die p Kovek-
toren in den q Ebenen, die resultierende Anzahl notwendig orthogonaler
Kovektorpaare, sowie schlieylich einer Matrix, welche dieMatroidstruktur
zeilenweise in den ersten Spalten enthélt sowie in der votigen Spalte die
Anzahl s, der Kovektoren in dieser Ebene und schlieylich in der letzte
Spalte  als Resultat der gepruften Projektorgleichung 8.5.12.

(* Einlesen des Loesungssystems (aus seperater Mathemati©atei*)
A:=D3
d=Dimensions[A]
p=d[[1]];
n=d[[2]];
MatrixForm[A]

f7;,3g
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p§ I+s+t 0 0

72
0 1
p_d
0 2 st 0
0 0 piq 1 s+t
S
1 1 1
1 1 1
1 1 1

(* Loesen der ProjektorGleichungen *)
G=Transpose[A].A;
Gi=RulISimplify[Inverse[G]];
Module[{qq=0},
Do[
Do[
IfKI[i.k]] & 0;q9=K],
{k.1,7}];
A'=Simplify[Table[A[[K([i,jill.{i.aa}]l
P'= A'.Gi.Transpose[A’];
(* Lambda x zur Projektorgleichung P'P' = lambda P' *)
K[[i,9]]=Solve[P'.P'== x P', {x}],
{i.1.a})
(* K enthaelt die 2 ats, die Anzahl ihrer Elemente und den Eigenwert x *)
MatrixForm[K]

]

|

P OORFrRrOOoOR
ORrRrPO0OO0OO0OFR
OO PFrPFrOoOPFrOo
PP OOORFrO
OPrORFrPFrPOOo
P OPFPORFr OO
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(*Ermittelung der 2 at Anzahl q und der 2 ats explizit*)
q1=0;
q=0;
Module[{m=0,h,s,qi=0},
Do[
Do[
Do[
IffMatrixRank[{A[[i]],A[lil],AlKI}]==2,m++],
{k,j+1,p}],
{i.i+1,p}],
{i.1,p}1;
ql=m;
J=Table[0,{p}.{q1}};
m=1;
Do[
Do[
Do[s=False;
IfMatrixRank[{A[[ill. A[i]]. AlK]}I==2,
Do[
If3M0L.A==J(0.1] == 1,
J[[k,r]]=1;s=True],
{r.1,m}};
If[s==False,
iJ[[i,m]]=J[[i.m]] =J[[k,m]]=1;m++]
{k,j+1,p}],
{i.i+1,p}],
{i.1,p}1;
gq=m-1;
(*Anzahl der Ebenen q*)
Print[q];
K=Table[0.{q}.{9}};
Do[h=1;
Do[
If3M0.M==1, KI[i,h]l=j; h++],
{i.1.p}:
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KI[i.8]}=h-1;

qi=qi+(h-1)*(h-2),

{i.1.a}):

(*Inzidenzmatrix J*)

Print[MatrixForm[J]];

(* Anzahl der orthogonalen Paare = alle Paare - Paare in Ebene *)
Print[(p*(p-1)-qi)/2];

1) nn oo 1
14700003 x! 1+Ss+ttoo
15600003 x! &
24500003 x! 1+1S+Stoo
26700003 x! 1+1S+Stoo
34600003 x! 1+1S+ttoo
35700003 x! it

A.2. Die Matroide der Lésungssysteme

Im Folgenden werdem die geometrischen Darstellungen der Nfaide zu
den bekannten WDVV-Kovektorlésungen aus Kapitel4 aufgelistet.

1 1
J | | » ﬁ
4 5 4 7 5

Abbildung A.1.: @) M (A3(c)) und b) M (Ds(t;s))

Die Nummerierung von M (B3s( ;c)) ist derart gewahlt, dass die Lo6-
schung (6.5.2 o ensichtlich wird und entspricht einer Permutation der
Reihenfolge der Kovektoren in @.2.4). Allgemein wird sonst auf die Wahl
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Abbildung A.2.: M (B3( ;c)) a) symmetrisch und b) in &quivalenter Form,
aus der sich o ensichtlich die Loschung $.5.2) , (Abb. 5.9)
ergibt

einer bestimmten Permutation und damit auf eine Nummerierung verzich-
tet.

Abbildung A.3.: @) M ((AB 4(t): A1)1) und b) M ((AB 4(t); A1)2)

Das F3(t)-Systems hat bis auf die Skalierung der Kovektoren im Wesent
lichen die Struktur des Vektormatroids der projektiven Ebene P G(2; 3),
nur dass diese UberGF (3) dargestellt ist, wahrend F3(t) als WDVV-
Losung UberR zu verstehen ist. Daher entsprichtM (F3(t)) der projektiven
Ebene bis auf wenige lineare Abhangigkeiten (AbbA.4).
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Abbildung A.4.: a) M (F3(t)) und b) die projektive Ebene P G(2; 3) (Dia-
gramm von mathpuzzle.com

Abbildung A.5.: M (Gs)

A.3. Klassi kation der einfachen
R-Vektormatroide fir p 8

Fur festesp sei auf kanonische WeiseX = f1;2;:::; pg. Dann ist das Ma-
troid M = ( X; K) durch K eindeutig bestimmt. Im Folgenden sei immer
n = 3. Wie in Abschnitt 6 besprochen, sind alle Matroide fiirp°< p auch
Matroide der Klassikation fir p, die Wiederholungen werden hier aber
nicht extra aufgelistet; die Anzahl entspricht daher (6.0.2).

p=3:

1. K3 = ff 12359g = M (A,), e—e—e ist das einzige einfache Matro-
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id. Als Rang-2-Kreis entspricht es einer Flache mit drei Koektoren
und ist daher trivialerweise darstellbar und erflllt die Orthogona-
litatseigenschaft. Im folgenden werden die Matroide zu digen tri-
vialen Kovektorldsungen nach ihrer Kovektoranzahlp immer als K,
bezeichnet.

p=4:

1. Ky ff 123f124gf 1349f 234gq ist trivialerweise darstellbar und or-
thogonal. e—e—e—e

p=5:

1. Ks f alle 3 =20 Kombinationen fijk gge—e e oo

2. ff 123yf1459f 234599 = M (A3)nf 3g, .Zf_. ist das im Abschnitt 5.4
diskutierte Beispiel, darstellbar aber nicht orthogonal.

p=6:

1. Ko—o-o-o-0-o

2. 'Z:.—o—o darstellbar, aber nicht orthogonal

3. & ist nicht einmal darstellbar, weil die entsprechenden 6 Koek-
toren genau den Tetraeder bilden, also auch schon eine viertFla-
che linear abhéngiger Kovektoren existiert, die dieser Mabid jedoch
nicht enthalt.

4, 2@. ist der bekannte und bereits viel diskutierte Az-Fall.

p = 7: Hier wird eine systematischere Au istung im Sinne der Diskission
in Abschnitt 5.5 sinnvoll. Da fir p < 9 jeder Knoten an maximal 3 Kanten
liegen kann, bietet sich zur Beschreibung der geometrischddarstellungen
das Tripel (p1;p2;p3) an, wobei die Gesamtzahlp = p; + p, + p3 fest
ist, so dass die Matroide in einer Tabelle mitp;- und p3-Achse aufgelistet
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werden koénnen. Die SummeP (5.5.1) steigt dann entlang der Diagonale
von links oben nach rechts unten um jeweils eins an. Entspreend sind
auf der dazu senkrechten Diagonalen dieselben Tripdlos; tu; gs) fur die
Flachen mdglich.

Man erhélt insgesamt in Ubereinstimmung mit (6.0.1) 14 einfache Ma-
troide. Davon ist nur der D3(t; s)-Matroid (pz1;p2;p3) = (0; 3;4) darstell-
bar und orthogonal. Allerdings ist die Argumentation gegenden Fano-
Matroiden (0; 0; 7) nicht trivial, der Satz Uber seine Nicht-Darstellbarkeit
Uber R daher sehr hilfreich.

p = 8: Auch hier reproduziert man die 45 Matroide, von denen sich laer

nur der (0; 2; 6)-Matroid é& als darstellbar mit Orthogonalitatseigen-
schaft herausstellt.

Die Uberprufung, der hier aufgelisteten Matroide legt die \érmutung
nahe, dass abgesehen von den trivialeK-Fallen Matroide mit p; > 0
die Orthogonalitatseigenschaft nicht erfullen. Fir die M&roide mit p; =0
und p3 < 6 ergeben sich aus der Annahme der Orthogonalitatseigensdha
ebenfalls o ensichtliche Widerspriiche. Die Matroide(0; 1;7) und (0O;0; 8)
konnen direkt ausgeschlossen werden, weil sie den Fano-Meitd als Mino-
ren enthalten und daher nicht darstellbar sind.
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