Ubungen zur Vorlesung
Theorie der schwarzen Locher

von DOMENICO GIULINI

Blatt 1

Aufgabe 1

Der englische Geologe und Physiker John Michell (1724-1793) schrieb 1783 folgende
Zeilen an Henry Cavendish

Wf the semi-diameter of a sphere of the same density as the Sun were
to exceed that of the Sun in the proportion of 500 to 1, a body falling
from an infinite height towards it would have acquired at its surface a
greater velocity than that of light, and consequently supposing light to
be attracted by the same force in proportion to its vis inertiae, with other
bodies, all light emitted from such a body would be made to return towards
it by its own proper gravity.“

Uberpriifen Sie die Zahlenangaben anhand moderner Werte fiir die Masse und den
Radius der Sonne.

Aufgabe 2

Berechnen Sie innerhalb der Newton’schen Theorie die Zunahme der gravitativen Bin-
dungsenergie eines Neutronensterns vom Radius 12 Km und durchschnittlicher Dich-
tep =5 x 1017Kg/ m>, wenn dieser ohne Massenverlust seinen Radius um einen
Zentimeter verringert. Nehmen Sie dazu vereinfachend an, dass vor und nach diesem
Prozess die Dichte homogen verteilt sei.

Aufgabe 3

Sei & das Newton’sche Gravitationspotential (d.h. es erfiillt die Newton’schen Feld-
gleichungen) und
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der so genannte Spannungstensor des Gravitationsfeld. Zeigen Sie
Ve%ab = p Voo . (2)

Zeigen Sie weiter, dass die Leistung, die Sie aufwenden miissen, um die Massen ent-
lang des Flusses des Vektorfeldes & umzuverteilen, gegeben ist durch

A= —J VAP tp d3x. (3)
R3
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Dabei sei vorausgestzt, dass & auBerhalb eines beschriankten Gebiets verschwindet (al-
so kompakten Triger hat). Welche Vektorfelder erfiillen V&4 VPE® = 0 und warum
fiihren diese zu A = 0?

Aufgabe 4

In der Vorlesung wurde folgende Modifikation der Newton’schen Feldgleichung fiir
das Gravitationspotential diskutiert,
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Hierbei gibt p die Materiedichte an, die nur in einem beschrianktem Gebiet von Null
verschieden sein soll (kompakter Triger), und ¢ soll im rdumlich Unendlichen den
Wert ¢ annehmen.

Zeigen Sie die Selbstkonsistenz von (4) im folgenden Sinne: Jede am System durch
Umverteilung der Materie geleistete Arbeit A erhoht die Gravitationsmasse M um
SM = 5A/c?. Dabei ist M definiert durch
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Tipp: Nutzen Sie die in der Vorlesung allgemein bewiesene Gleichung
6A:J ¢ dp d3x (6)
R3

und rechnen Sie mit 1V := ¢/ statt ¢. Wie in der Vorlesung gezeigt, ldsst sich durch
diese Feldredefinition (4) linearisieren.
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