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Aufgabe 1

Die n-dimensionale Einheitssphire im R™ ist definiert durch

Sti={x e R™: (x,x) =1}. (1)
Dabei bezeichne (-, -) das gewohnliche Euklidische Skalarprodukt im R™!,
Wir wihlen einen Punkt 1 € S™ als Pol und betrachten die zugehdrige Aquatorialebe-

ne
En:={x e R : (x,n) =0}. )

Sei nun x ein von n verschiedener Punkt auf S™. Wir betrachten die (durch s parame-
trisierte) Gerade g durch n und x:

g(s)=n+s(x—mn). 3)

Zeigen Sie: Die Gerade schneidet E,, an einem eindeutig bestimmten Punkt &, der

gegeben ist durch
x —n(n, x)
= —" 4
& Ty “)
Wir nennen die Abbildung, die jedem x # n auf S™ den so definierten Schnittpunkt
& € E,, zuweist, die stereographische Projektion vom Pol n und bezeichnen sie mit
Pn. Zeigen Sie, dass
Ph:S"—{n}— E,,
_ 5
e Pl — = n(n,x>' (3)
1—(n,x)
eine Bijektion (injektiv und surjektiv) ist und dass die Umkehrung gegeben ist durch
Pl iEn— S™—{n},
2 21 (6)
SN
IEN=+1 7 flEl* +1
(Tipp: Durch Quadrieren der letzten Gleichheit in (5) konnen Sie (n,x) als Funktion
von ||&||? ausdriicken.)

EmP(E)=x=

Betrachten Sie nun die beiden stereographischen Projektionen zu antipodal liegenden
Polen n und —n.. Der Schnitt der Definitionsbereiche (Kartengebiete) ist S™—{n, —m}.
Beachten Sie, dass E,, = E_,,. Zeigen Sie, dass die Ubergangsfunktion gegeben ist
durch

&

PhoPo) i En—{0} = E, — {0}, ‘(’HW' (7)

Diese Abbildung nennt man die Inversion an der Einheitssphdre in E,.

Ubungen zur Differentialgeometrie, SS 2011 172
www.itp.uni-hannover.de/ giulini/



Aufgabe 2

Wir betrachten zwei Kopien der reellen Zahlen
Ra:=R x{A} und Rpg:=R x{B}. )
Auf der Menge M = R U Ry fiihren wir die Aquivalenzrelation ein:
(x,A)~(y,B)&x<0, y<0 und x=y. 9)

Die Menge der Aquivalenzklassen sei M und 7t : M — M die kanonische Projektion,
die jedem Element in M seine Aquivalenzklasse zuweist. M sei durch die Festlegung
topologisiert, dass UL C M genau dann offen sein soll wenn 7t~ '(U) offen in M ist
(beziiglich der Standardtopologie auf R).

Zeigen Sie, dass M eine Mannigfaltigkeit ist und dass die beiden Punkte 7t(0, A) und
7t(0, B) in M zwar verschieden sind, aber keine disjunkten offenen Umgebungen besit-
zen und M somit nicht Hausdorff ist. Verallgemeinern Sie dieses Beispiel auf anfing-
lich n Kopien der reellen Zahlen.

Aufgabe 3

Betrachten Sie folgende Untermenge der Ebene R?

M ={(x,y) =(s,0) € R?:s€ (—o0, 0]}
U{(x,y):(s,s)e]RZ:se(O,oo)} (10)
U{(x,y) = (s,—s) e R*:s € (0,00)}.
Versehen Sie diese mit der durch R? induzierten Topologie (eine Menge U C M ist

offen genau dann, wenn U = VN M mit V C R? offen). Ist M eine Mannigfaltigkeit?
Vergleichen Sie dieses Beispiel mit dem aus Aufgabe 2. Was ist der Unterschied?
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