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Aufgabe 1

Sei ¢ € C°°(M); dann ist die zweifache kovariante Ableitung, VV ¢, ein Tensor-
feld in STS(M), das man auch die Hesse’sche von ¢ nennt. Diese hingt wegen der
2. Ableitung von der Wahl der kovarianten Ableitung V ab. (Wegen V¢ = d¢ ist die
erste kovariante Ableitung eindeutig und durch das gewohnliche duflere Differential
gegeben.) Zeigen Sie, dass

VVO(X,Y) = VxVyd —Vy,vd, D
und dass der antisymmetrische Anteil dann wie folgt geschrieben werden kann
VVO(X,Y) =VVO(Y,X) = =T(X,Y)d. 2

Dabei bezeichnet T(X,Y) das Vektorfeld, das aus der Torsion T € ST21 (M) durch
Kontraktion mit X und Y entsteht.

Seien {ey,--- ,eq}und {01, - - , 01} duale lokale Basisfelder der Tangential- und Ko-
tangentialrdume, dann gilt fiir die Hesse’sche von ¢

VVd =V V0% ®0°, 3
wobei V,Vy¢d := VVd(eq, ep). Zeigen Sie, dass damit (2) die Form annimmt

VaVed — VpVad = —Tg, Ved . “)

In diesem Sinne ,,vertauschen* die zweiten kovarianten Ableitungen auf Funktionen
also genau dann, wenn die Torsion verschwindet. Insbesondere ist die Hesse’sche zur
Levi-Civita kovarianten Ableitung stets symmetrisch.

Aufgabe 2

Betrachten Sie nun den zu Aufgabe 1 analogen Fall, nun aber fiir ein Vektorfeld Z €
STJ(M). Dann ist VVZ € ST,. Zeigen Sie, dass wieder gilt

VVZ(X,Y)=VxVyZ—-Vvy,vZ, 5)
und dass der antysmmytrische Anteil nun gegeben ist durch

VVZ(X,Y) = VVZ(Y,X) =R(X,Y)Z— VixyZ. ()
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Schreibt man in Komponenten beziiglich der dualen Basisfelder {ej,--- ,en} und
{01, ,0,} wie iiblich

VVZ(X,Y) =V VpZ°0°20° e, (7
dann ist die Komponentenversion von (6) gegeben durch

VeVaZ® —VgVeZ®* =RY 4 Z° — TV, Z°. 8)

Aufgabe 3

Verallgemeinern Sie Aufgabe 1 und 2 auf beliebige Tensorfelder F € ST (M). Zeigen
Sie insbesondere, dass die Verallgemeinerung der Komponentenversionen (4) und (8)
gegeben ist durch
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