Ubungen zur Vorlesung
Theorie der Gravitationswellen

von DOMENICO GIULINI

Blatt 4

Aufgabe 1

In der Vorlesung wurden die linearisierten Einsteingleichungen fiir hy = gpv — Ny
in folgender Form abgeleitet (es ist h = n*Vh :

l6nG
Ohyey +3,0vh — 8,0 hooy — 030%hag = ——— (Tov — I T). (D

Uberzeugen Sie sich, dass diese dquivalent sind zu

DPhyp : = Ohyy —wOh
+ 9. 0vh + 1,0 0%0Phag
— 9,0%ay — 940%h ey )
167G
c4

T

Beweisen Sie, dass der Differentialoperator foE‘ formal symmetrisch ist, d.h. fiir alle
Tensorfelder h, und k., von denen mindestens eines seinen Triger innerhalb (O C
R# hat, gilt:

J d*x k"D hop = J d*xh*DB kg . (3)
Q Q

Zeigen Sie nun weiter, dass (2) die Euler-Lagrange-Gleichungen (vgl. Vorlesung) zu
folgender Wirkung sind:

4

_ C 3 1 xPBy o
SO0 = 55— Jﬂdtd x{;{(auh“[g)(a*‘h ) — (34h)(9%h)

+2(3h) (3 hH%) — 2(8 ™) (9Phg,,) —16;6 hWTW}. @)

Machen Sie sich die Korrektheit der physikalischen Dimensionen und des numerischen
Vorfaktors klar, letzteres z.B. anhand der Tatsache, dass die Wechselwirkungsenergie-
dichte %hm’T}W im Newtonschen Grenzwert wegen hoo = 2¢/c? (¢ = Newton’sches
Gravitationspotential) korrekterweise gerade in pd iibergeht, wobei p := Tpo/c? die
Massendichte ist. (Bis auf diesen, aus physikalischen Erwédgungen zu bestimmenden
Vorfaktor ist die Lagrangedichte im Wesentlichen eindeutig. Siehe dazu die in den
Erginzungen angehéngte Arbeit von Wyss (1965).)
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Aufgabe 2

Der Energie-Impulstensor der durch (4) gegebenen, Poincaré-invarianten Theorie ist
gegeben durch (L ist der Integrand von (4) mit Vorfaktor c*/32nG)

oL

th=_———
Y 0(0uhag)

(0vhap) — 8LL &)

Berechnen Sie diesen aus (4) und zeigen Sie, dass er fiir T, = 0 in der De Donder—
Eichung 0"(h,, — %n wh) = 0 gegeben ist durch
oA

by = 327‘[G{(auhoc(3)(avh‘xﬁ) - %(auh)(a“’h)

1
| (9aRap) (9*hP) — (33) (27 } (®)

Bezeichnet man mit (---) eine Mittelung iiber ein Gebiet der Raumzeit mit der
Liangenausdehnung L, das grof3 gegeniiber den betrachteten Gravitationswellenlingen
A ist, so kann man innerhalb (- - - ) partiell integrieren und die Randterme vernachlissi-
gen, da diese mit A/L unterdriickte Beitriage liefern. Beweisen Sie mit Hilfe der Feld-
gleichungen [h,,,, = 0, dass die Mittelung von (6) dann liefert:

C4

1
(tiv) = 37 (Buhap) (35h%P) — J(3,M)(@3h)) ™
Wenden Sie nun (7) auf eine ebene Welle an (kk = komplex konjugiertes)
hap = Agp exp(—ikux") +kk (8

und zeigen Sie, dass dann

C4

A 1 2
(tuwv) = TG Kk (AaBA“B — 3I1AY ) : ©)
Weisen Sie schlielich nach, dass in der TT-Eichung gilt

AxpA*P — 1AY2 = 2(|AL 17 +|AL). (10)

Aufgabe 3

Beweisen Sie folgendes Resultat: Auf einer Mannigfaltigkeit mit Metrik (nicht not-
wendig positiv definit) gehorchen lokal definierte Koordinatenfunktionen x* : M C
U — R der Gleichung

Ogxt = g*¥V,VpxH* =0 (11)

genau dann, wenn die Komponenten der Metrik beziiglich dieses Koordinatensystems
die Gleichung erfiillen
gk M =0, (12a)
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was wiederum &dquivalent ist zu

ax(\ /| det{g gl g)‘”> ~0. (12b)

Man nennt solche Koordinaten harmonisch.

Zeigen Sie weiter: Ist g,y = My + hyy, so ist die linke Seite von (12) in linearer
Niherung in h,,, gleich:
(W — nMHh), (13)

wobei hM ;= ntoy “Bh(xﬁ und h := n“ﬁhtxﬁ. Die De Donder’sche Eichbedingung ist
also die linearisierte Version der harmonischen Eichung (11).
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