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Aufgabe 1

Betrachten Sie den radialen freien Fall einer Testmasse in der Schwarzschildgeometrie

d 2

ds? = (1 — T—s> c?dt? — ;T — rz(dG2 + sin? 0 d(pz) ey
T T—=

von T = R > vg nach 1 = rg mit verschwindender Anfangsgeschwindigkeit. Zei-

gen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung abgeleiteten Bewegungsgleichungen, dass die

Testmasse den Horizont v = rs nach der endlichen Eigenzeit

R rs 1 [R|m . [ 2rs
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erreicht, dass dies aber nicht in endlicher Koordinatenzeit geschieht.

Aufgabe 2

Betrachten Sie nun eine nicht notwendig inertiale Bewegung eines Objekts im Bereich
0 < r < 15 und zeigen Sie, dass diese die Singularitit v = O nach einer Eigenzeit
trifft, die echt kleiner ist als o
S
=5 - 3)
Wie viel Zeit verbleibt Thnen also hochstens nach Passieren des Horizonts eines su-
permassiven schwarzen Lochs von 4 Millionen Sonnenmassen (vergleichbar dem im
Zentrum der Milchstraf3e)?

Tipp: Gehen sie aus von der fiir jede zeitartige Bewegung giiltigen Gleichung
goqgk“)'cﬁ = c2. Schreiben Sie diese Bedingung fiir die Metrik (1) im Bereich 1 < rg
an und leiten Sie daraus ab, dass 72 echt grofer ist als cz((r/ rg) — 1).
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Aufgabe 3

Die Metrik des 2-dimensionalen dquatorialen Schnitts 6 = 7t/2 durch den Raum t =
konst. in der Schwarzschildgeometrie (1) ist

dr?

_Is
1 T

ds® = +ride?. (4)

Es ist leicht zu sehen (s. Vorlesung), dass diese Flichengeometrie durch folgende Ein-
bettung des Kreisrings Z := {(rcos @, rsin @) € R? | r € (s, 00)} in den R3 erhalten

werden kann:
Z(r,@):<Tcos<p,rsin(p,2rs1/:—1) 5)
S

Berechnen Sie nach dem bekannten Schema die Weingarten Abbildung und aus deren
Eigenwerten die Gaul3’sche Kriimmung dieser Fliche.

Berechnen Sie den radialen geodatischen Abstand eines Punktes mit r > rg zur Fldche
T = T5. Zeigen Sie somit insbesondere, dass dieser endlich ist.

Aufgabe 4

Die optische Metrik des Raums t = konst. in der Schwarzschildgeometrie ist

dr? n r2
-m)? 1%

T

ds? = (d6? +sin”0 de?) . (6)

Berechnen Sie auch hier den radialen geoditischen Abstand eines Punktes mit 1 > rg
zur Fliache v = rg. Welcher wesentliche Unterschied besteht zur Schwarzschildmetrik?

Zeigen Sie, dass die Sphiren r = konst. in der optischen Geometrie den Flacheninhalt

O(r) = (N

besitzen und dass unter ihnen genau eine Sphére kleinsten Inhalts ist. Berechnen Sie
deren Flidcheninhalt in der optischen und in der rdaumlichen Schwarzschildgeometrie
und vergleichen Sie diese. Skizzieren Sie nun qualitativ ein Einbettungsdiagramm des
dquatorialen Schnitts © = 7t/2 fiir die optische Metrik im Bereich r € (15, 00).
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