Ubungen zur Vorlesung

Weiterfithrende Themen zur Speziellen Relativitiitstheorie und
relativistischen Feldtheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 2

Aufgabe 1

Wir definieren
SO(3) :={D € Mat(3,R) : DD" =E® ,det(D) = 1}. (1)

(Hier und im Folgenden bezeichnet EM™ die n x n Einheitsmatrix.) Zeigen Sie,
dass die Lie-Algebra Lie(SO(3)) durch den 3-dimensionalen rellen Vektorraum
der antisymmetrischen 3 x 3 Matrizen gegeben ist, und dass die drei Matrizen A,

a =1,2,3, mit den Komponenten (Aq)pc = —€qpc €ine Basis bilden fiir die gilt
[Ad, Ab] = €abe Ac - (2)
Betrachten Sie die symmetrische Bilinearform auf Lie(SO(3))
g(X,Y) = —] Spur(adx o ady) (3)

und zeigen Sie, dass diese positiv definit ist und dass die Vektoren A, beziiglich g
orthonormiert sind.

Zeigen Sie weiter, dass der Wert der Exponentialfunktion
D(&) := exp(&aAa) “
in SO(3) liegt und einer (aktiven) orthogonalen Drehung um den Winkel « :=

+/Oq g mit orientierter Drehachse 7 := &/« entspricht.

Tipp: Zeigen Sie zuerst, dass & - A(X) = & x X und somit (& - X)z = —a?P,,
wobei P := (Id — i ® 1) der Projektor auf den Orthogonalraum zu T ist. Werten
Sie damit die Exponentialreihe (4) aus, indem Sie gerade und ungerade Potenzen
zusammenfassen. Zeigen Sie, dass Sie das Ergebnis so darstellen kénnen:

D(&) := P + [cos(a) Id + sin(a) 7L - A] o P, (5)

wobei Py := E® — P, und E® die 3 x 3 Einheitsmatix ist. Machen Sie sich
den Inhalt dieser Gleichung geometrisch klar und auch, dass damit die folgende
Identitit iiber die Exponentialfunktion in Lie(SO(3)) gezeigt ist (r = /g(X, X))

sin(r)

exp(X) = P+ |E¥ cos(r) + X oP,. (6)
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Aufgabe 2

Fiir a = 1, 2, 3 seien 04 die Pauli-Matrizen:

o) = <? é) y 02:= (? Bl> y 03:= (é _O]) . (7

Zeigen Sie, dass diese die folgenden (niitzlichen) Relationen erfiillen:

2 .
0q0p = 6abE( i 1€qbcO¢ (8a)

0q0p0c = 1€ape E® + dabO¢ + OpcOq — OacOp - (8b)

Folgern Sie daraus, dass fiir jedes M € Mat(2, C) gilt (hier gilt die Summenkon-
vention, d.h. es ist iiber a zu summieren)

oMo, = 2E? Spur(M) — M.. 9)

[Tipp: Nutzen Sie die Tatsache, dass die Pauli Matrizen zusammen mit der Ein-
heitsmatrix eine Basis von Mat(2, C) iiber C bilden, dh. M = E?’'My + M0
geschrieben werden kann.]

Aufgabe 3

Wir definieren
SU(2) :={A € Mat(2,C) : AAT = E@, det(A) = 1}. (10)

Zeigen Sie
a b 2 2
SU(2) == 5 al: a,beC, |a+b]c =1 (11)

und daraus, dass SU(2) als tolologischer Raum hom6omorph zu S3 ist. Rechnen
Sie nach, dass

A(R) : :exp(—%&- a)

(12)
=E"“ cos(o/2) —inl - G sin(o/2).
Warum ist dies in SU(2)? [Wie in Aufgabe 1 ist o := /xqq und i = &/cx.]
Zeigen Sie mit Hilfe von (8), dass
A(o)(X- AT () = (D(a)X) - & (13a)
mit D(«) wie in (5). Folgern Sie daraus
A(e)opAf(«) = [D()lab 0 - (13b)
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Zeigen Sie, dass die durch (13) definierte Abbildung

m:SU(2) - SO3),A— m(A):=D (14)
gegeben ist durch

[7t(A)lab == Dap = 3Spur(AcqAloy) (15)
und einen surjektiven Gruppenhomomorphismus mit Kern(m) = +E® defin-

niert. Zeigen Sie weiter mit Hilfe von (9), dass zu gegebenen D € SO(3) mit
Spur(D) # —1 (d.h. ausgenommen Drehungen um Winkel # 180°) das Urbild
7 '(D) C SU(2) gegeben ist durch

E® + Dab0q0p

2T+ Spur(D)

Wenn SU(2) homdomorph zu S ist (als topologischer Raum), wie kann man sich
dann SO(3) topologisch vorstellen?

(D) =+

(16)

Aufgabe 4

Zeigen sie, dass die Lie-Algebra Lie(SU(2)) der Gruppe SU(2) durch den 3-
dimensionalen reellen Vektorraum der anti-Hermite’schen spurlosen 2 x 2 Matrizen
tiber C gegeben ist und dass die e, := —5 04 eine Basis bilden, wobei

[ea) ep] = Eabcec - (17)
Betrachten Sie die symmetrische Bilinearform auf Lie(SU(2))
g(X,Y) = —] Spur(adx o ady) (18)

und zeigen Sie, dass diese positiv definit ist und dass die Vektoren e, beziiglich g
orthonormiert sind.

Betrachten Sie die adjungierte Darstellung der Gruppe SU(2)

Ad:SU(2) — GL(Lie(SU(2)))

5 (19)
A= (X—= AXA™T" == Ada(X))

und die dadurch induzierte Darstellung der Lie-Algebra

ad : Lie(SU(2)) — End(Lie(SU(2))) 20)
X (Y= XY= ade(Y)).
Die Darstellungseigenschaft fiir (20) besagt gerade

ad[x)y] = (ldX o Cldy — ady o adx . (21)
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Zeigen Sie, dass dies gerade der dquivalent der Jacobi-Identitit ist. Zeigen Sie mit
Hilfe von (21), dass alle adx beziiglich g antisymmetrisch sind, dass also fiir alle
X, Y, Z € Lie(SU(2)) gilt

g(adx(Y),Z) = —g(Y,adx(Z)) . (22)

SchlieBen Sie aus (13), dass die adjungierte Darstellung der SU(2) orthogonal be-
ziiglich g ist. Was hat das mit (22) zu tun?

Zeigen Sie, dass (12) dquivalent is zu (r = 1/g(X, X))
sin(r/2)

X) =E"Y 2)+ X 23
exp(X) =B cos(r/2) +X =3 23)
Vergleichen Sie das mit (6).
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