Ubungen zur Vorlesung

Weiterfihrende Themen zur Speziellen Relativitatstheorie und
relativistischen Feldtheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 4

Aufgabe 1

Wir betrachten einen 4-dimensionalen reellen Vektorrdumit Minkowski’'schen
Skalarprodukt (Signatur(+,—, —, —)). Die Lorentzgruppe Lor ist definiert als
die Gruppe der erhaltenden linearen Isomorphismen won

Lor = {L € GL(V) :n(Lv,Lw) =n(v,w); WYvy,we V} . D

Diese wird auch manchmal die orthogonale Gruppe Vobezlglichn genannt
und mitO(V,n) bezeichnet. lhre Lie-Algebra ist der Vektorraum aller bezighch
antisymmetrischen Endomorphismen win

Lie(Lor) = {X € End(V) :n(Xv,w) = —n(v,Xw), YWw,weV}, (2

die auch mito(V,n) bezeichnet wird. Letztere kann mit dem VektorraMiv\ V
identifiziert werden, wenn man das Elementy € V AV als Endomorphismus

v — xn(y,v) —yn(x,v) 3

auffasst und diese Beziehung linear auf g&ha V fortsetzt. Das Lie-Produkt ist
einfach der Kommutator iind (V). Wahlt man eine Basig,--- ,es} vonV, so
kann man mit obiger Identifikation dafur in Komponenten schreiben:

[X, Y]ab _ Tlnm(XanYmb _ Yanme) ) (4)

Die Metrikn € V* ® V* aufV definiert in der Giblichen Weise eine Metrik ! €

V®YV gleicher Signatur al¥* und eine Volumenform < /\4V*. Machen Sie sich

die koordinatenfreien Definitionen dieser zwei eindeutig zugeordneten Strukturen
klar und rekapitulieren sie die Definition der Hodge-Dualitatsabbildungtztere

hat aufV A V in Komponenten die Form

(*X)ab = %T] acnbdacdnmxnm . (5)

Zeigen Sie, dass ihr Quadrat das Negative der Identitatsabbildung ist. Zeigen Sie
weiter, dass
*[X, Y] = [*xX,Y] = [X, *Y] (6)
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Tipp: Beweisen Sie zuerstxX, Y] = —[X, Y] und nutzen Sie danfno « = —Id.

Betrachten Sie nun die Komplexifizieruhgec (Lor) := C ® Lie(Lor) die Sie mit
Ve A Ve identifizieren V¢ := C ® V). Zeigen Sie mit Hilfe von (6), dass die
zwei linearen Selbstabbildungen vaiec(Lor) (i bezeichnet einfach die imagi-
nare Einheit),

PE) .= 1(d Fix), (7)

.:j
Projektoren auf ldeale inLiec(Lor) sind, so dass mitLiefCi)(Lor) =
P& (Liec(Lor)) gilt

Liec(Lor) = Lief (Lor) & Lieg(Lor). (8)

Dabei istLie((Ci)(Lor) Eigenraum zu zum Eigenwertti. Zeigen Sie auch, dass
diese Eigenrdume-orthogonal sind. Beweisen Sie schlief3lich, dass jedes Ideal
Lie((ci)(Lor) isomorph zur komplexifizierten Lie-Algebfa ® Lie(SU(2)) ist. Da
Lie(Lor) isomorph zu ie(SL(2,C)) ist, kann man schreiben

Liec(SL(2,C)) = Liec(SU(2)) @ Liec(SU(2)) . 9)

Machen Sie sich klar, dass diese Gleichung ohne das angeliaggiez unsinnig
ware.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Lie Algebra der Lorentzgruppe mit Hilfe
der Erzeugenden von Boosks, = Mg und RotationerR, = %eabchc die
Form bekommt (hier ist .pq Nur als vollstandig antisymmetrisches kombinatori-
sches Symbol mit Normierung»3 = 1 zu verstehen):

[Ra,Rp] = eabeRe, (10a)
[Ra, Bo]l =  €abcBe, (10b)
[B ay Bb] = _EabcRc . (100)

Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung

P : Lie(Lor) — Lie(Lor), (11)
(R1aR2aR3)B1)BZvB3) — (R1)R2»R3)_B1)_BZa_B3))

ein Automorphismus voiie(Lor) definiert. Wir nennen ihn ,Paritatstransforma-
tion“.

Betrachten Sie folgenden vier Elemente der Lie Algebra

Xi7:=B7+ Ry,
X52:=By—Ry,
2 2 1 (12)
X3:=R3,
X4 = B3 .
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Zeigen Sie, dass die folgenden vier Unterrdume Lie-Unteralgebren sind:

T(2) := Span{Xy, Xz}, (13a)
E(2) := Span{Xi, X2, X3}, (13b)
Hom(2) := Span{Xj, X2, X4}, (13c¢)
Sim(2) := Span{Xy, X3, X3, X4}. (13d)

Zeigen Sie: Die kleinste Lie-Unteralgebra vbie(Lor), die T(2) enthalt und unter
Paritatstransformationen abgeschlossen isl,iigftlor) selbst.

Erinnern Sie sich daran, dasslibe(SL(2,C)) die BasiselementB, und B, den

2x2 Matrizen—%ca und%cra entsprechen. (Achtung: Die Lie-Algebra ist reell;

und UberR sind die Matrizens, undio, linear unabhangig.) Driicken Sie damit
X1, -+, X4 in Lie(SL(2,C)) aus und zeigen Sie, das$m(2) in SL(2,C) die
Untergruppe der unteren Dreiecksmatrizen erzeugt. Charakterisieren Sie ebenfalls
dieHom(2), E(2) undT(2) entsprechen Untergruppen v6h(2, C). Zeigen Sie,

dass die vorbim(2) in LorTF erzeugte Untergruppe die Stabilisatorgruppe eines
Lichtstrahls durch den Ursprung BtRichtung ist, d.h. diesen als Menge (nicht
punktweise!) invariant lasst, und das&) diesen sogar punktweise fixiert.

Aufgabe 3

Der3 < n-dimensionale Minkowskiraum ist der n-dimensionaler affine Raum mit
Lorentzmetrik (Signatuf+, —, - - - , —)) auf dem zugehdrigem Vektorraum. Seine
Automorphismengruppe heie Poincaré Gruppe. Nach Wahl eines Ursprungs kann
diese mit Poin= V x Lor identifiziert werden. Wie in Aufgabe 1 identifizieren wir
Lie(Lor) mit VAV und entsprechenidie(Poin) mit V& V A V. Das Lie-Produkt

ist dann gegeben durch

[((m,M),(n,N)] = (Mn—Nm, MN —NM). (14)

Die AnwendungerMn und Nm von Elementen vovV AV aufV ist wie in (3)
erklart.

Zeigen Sie, dass die adjungierte Darstelldngy: Poin — End(Lie(Poin)) gege-
ben ist durch

Adiaa(mM) = (Am— (A®A)M)a, (A© A)M).  (15)
Somit gilt auch

Adg a1 (m,M) = (A*‘ (m+Ma), (A T@A™ M) . (16)

Wir identifizieren den zd.ie(Poin) dualen Vektorrauniie*(Poin) ebenfalls mit
V & V AV, wobei die natirliche Paarurige*(Poin) x Lie(Poin) — R durch
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das Skalarprodukt erklart ist, das man in nattrlicher Weise auf Tensorprodukte
fortgesetzt hat. In Komponenten beziiglich einer Basis Voist diese Paarung
dann gegeben durch

(A A), (m,M)) :=napA*m® + InacnpaA®M? (17)
Die koadjungierte Darstellungd* : Poin— End(Lie*(Poin)) ist definiert durch

Adfg A A) = (AA) 0 Ad gy - (18)

Zeigen Sie, dass die koadjungierte Darstellung gegeben ist durch
Ad? A (M A) = (AA C(A®A)A—aA AA) . (19)
Tipp: Wenden Sie mit Hilfe von (16) die Definitionsgleichung (18) auf ein Element

(m, M) € Lie(Poin) an und lesen Sie die Koeffizienten venundM ab.

Vergleichen Sie (15) mit (19). Welche Gemeinsamkeiten und welche Unterschiede
sehen Sie?

Aufgabe 4

Ein materielles System in der Minkowski Raum-Zelitwerde durch einen symme-
trischen und divergenzfreien Energie-Impuls-Tenkdreschrieben. Die Wirkung
der Poincaré Gruppe definiert einen Homomorphisiud.ie(Poin) — Vek(M)
in die Lie-Algebra der Vektorfelder au¥1. Wahlt man wieder einen Ursprung
in M, dass kann mafhie(Poin) mit V & V A V identifizieren. Bezlglich affi-
ner Koordinater{x“} auf M ist V dann gegeben durch (wobej, := 9/9x® und
Xq = b et

a ‘= TNapXx’® etc.)

V(m,M) =m%q+ %Mab [(Xb —2p)0q — (Xq — Za)ab] . (20)
Rechnen Sie nach, dass
Vimm), Vi) = Viemmy, N - (21)

Zeigen Sie, dass die Vektorfelder (20) Killingfelder der Metfik 114, dx¢® dx®
sind und dass die Vektorfelder

](m,M) = Tabv(cmyM)nbcaa (22)
divergenzfrei sind. Integriert man diese Uber eine raumartige Hyperfiachév

so erhélt man eine dem Elemegnt, M) € Lie(Poin) zugeordnete ,LadungQ
(n bezeichnet hier das Normalenvektorfeldzin M)

QIZm M] = Lﬂ(](m,z\m,n) dus . (23)
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Zeigen Sie, dass die Abbildurign, M) — QI[Z; m, M] linear ist, und dass es un-

ter geeigneten Abfallbedingungen vénm raumlich Unendlichen von der Wahl

der raumartigen Hyperflachetberhaupt nicht abhangt. Somit defini€rein Ele-

ment inLie*(Poin). Zeigen Sie allgemein, dass sich dieses unter Poincaré Trans-
formationen mit der koadjungierten Darstellung transformiert, vorausge3etzt,
transformiert sich wie ein Tensor. Setzen Sie dies in Beziehung zu den ublichen
Komponenten-Ausdricken (gilt nur beziglich affiner Koordinaten!) von ,Vierer-
Impuls* und ,Sechser-Drehimpuls*:

Pa = JZ Tabn«cnbc dll): ) (24)
J(z) = L((x ~2)9T  (x — 2)°T%)ndn g dps (25)

in dem Sie zeigen, dass sich letzterer unter Translation des Bezugspunkies
z+ a gemaly — J — a A P transformiert. Was hat das mit (19) zu tun?
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