Ubungen zur Vorlesung

Weiterfihrende Themen zur Speziellen Relativitatstheorie und
relativistischen Feldtheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Im Folgenden steht . fiir Felder die bezlgliclS1.(2, C) gemaf einer Darstellung zum Pauli-Index
n € Zy X Z; transformierenZV¥,; steht fiir Summen solcher Felder.

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass sich ein polynomial aus Feldern mit Pauli-Indizes-) und (—, —) sowie den
partiellen Ableitungerd gebildetes Vektorfeld[¥] unter der Transformation

(OW) (4 (x) := +¥ (4 1y (—x), (1)
(eW)(,’,)(X) = —W(,’,)(—X) . (1b)

wir folgt verhalt:
OV (x) = —j[WI(—x) . 2)

Gilt dies fir jedes Tensorfeldungerader Strufe?

Ist j divergenzfrei und von rdumlich kompakten Trager (d.h. der Abschluss des Durchschnitts des
Tragers vor) mit einer raumartigen Hyperflache ist kompakt) dann gilt fir die erhaltenen Ladungen:
QIevY] = —QI[Y]. Gilt (2) fur jedes Tensorfelflungerader Strufe?

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass sich ein aus Feldern mit Pauli-Indizes-) und (—, +)) hdchstens quadratisch-
polynomial gebildeter Ausdruck[¥] vom Pauli-Index+, +), in dem die Felder mit beliebig hohen
Ableitungen auftreten dirfen, unter der folgenden Transformation

(B) () (x) == +i¥ (4 (=) , (3a)
(OW)(_ 1)(x) i= =AY y(—x). (3b)

wie folgt verhalt:
TIOW](x) = —=T[WI(—) . 4)

Zeigen Sie, dass sich dieses Ergebnis nicht auf héhere als quadratische Polynome in den Feldern
verallgemeinern lasst.
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Aufgabe 3

Die Komponenters*AA" der van-der-Waerden-Symbole sind durch die Komponenten der Matrizen
271/2(El?, &) gegeben, wobed fiir die drei Pauli-Matrizen steht. Wir definieren gemag den allge-
meinen Regeln fir das Herunterziehen von Spinor-Indiggs := oM AA ¢ A peasp und damit die

vier4 x 4 Matrizen )
" 0 V2oHAA
Y= .
\ﬁO‘K,A 0

[Beachten Sie, dass unten link, , steht, also die Transponierte alf ,,.] Zeigen Sie, dass diese
die Antivertauschungs-Relationen der Dirac’sclyeMatrizen erfillen (Clifford-Algebra):

Y], =20 EW. (6)

Zeigen Sie damit, dass das Paar von Gleichungen

(5)

m —

0 ’ A ry 7a
AA' D i\/ZXA (7a)
M XA = A (7b)
iv2
aquivalent ist der freien Dirac-Gleichung
(ity*op—m)p =0 (8)
far
d)A —
11):<_ >€V@V*. 9)
XA’

In Aufgabe 6 von Blatt5 haben wir gesehen, d¥ss V eine natiirliche Realitatsstruktur besitzt. Der
durch e induzierte Isomorphismu¥ — V* definiert dann eine Realitatsstruktur aufd V*, also
einen linearen Isomorphismi&s: V & V* — V & V*, gegeben durch:

{(£)- (5

Zusammen mit der natirlichen anti-linearen BijektjonV @ V5 VeV

A LA
(8- (%),

erhalt man die anti-lineare Selbstabbildufg=R 'oJ: V& V5 V@ VE

Zeigen Sie, dass diese gegeben ist durch

A A
¢ ()%\/) = (‘%A’) ’ (12)

und einekomplexe Konjugatiodarstellt, alsaC o C = idy,y» gentgt. Man nennt auch die (antili-
neare) Abbildung dekadungs-KonjugationZeigen Sie, dass in der Sprache der Dirac-Spinoren die
Ladungs-Konjugation gegeben ist durch

C = iv4p. (13)
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[Achtung: In der Elementarteilchenphysik bezeichthemeist nicht wie hier das Bild vol unter

der natirlichen antilinearen Abbildung in den komplex-konjugierten Vektorraum, sondern das so-
genannte Dirac-Konjugierte, das der komplexen Konjugation der Komponenten gefolgt von Multipli-
kation mity® entspricht.]

Die beziglichC reellen Elemente eV (Eigenvektoren vol€ zum Eigenwerl) heiRerMajorana
Spinoren Sie bilden einen reellen Untervektorraum M0N® V*)majorana C V @ V*, der allerdings
die folgende komplexe Struktur besitzt (reell-lineare SelbstabbildumigI o I = —id),

@A - :Ld)_A
I(d)A’) B <_i¢A’> ' (14)

Damit wird die Menge der Majorana-Spinoren wieder ein komplexer Vektorraum. Zeigen Sie, dass
die Abbildung

rv-(ve V*)Majorana
O™ = (P bar)
dann ein Isomorphismus komplexer Vektorraume ist. Beachten Sie, dass die gleiche Vorschrift, auf-

gefasst als Abbildung voW nachV & V*, wobeiV & V* die urspriingliche komplexe Struktur besitzt,
nicht komplex-linear ist.

(15)

Aufgabe 4

Wir betrachten die beiden masselosen Gleichungen
dand™ =0, (16a)
YR =0, (16b)
wobeil ein Majorana-Spinor ist, d.l) € (V@V*)Majorana Zeigen Sie, dass diese Gleichungen unter
dem Isomorphismus (15) aquivalent sind.

Wir fragen uns nach der Invarianz unter raumlichen Spiegelungstransformationen. Dazu betrachten
wir die folgende Transformation: Sei ein zeitartiger normierter Vierervektor. Dann ist die Spiege-
lung im ,Raum*“ senkrecht zu gegeben durch

pn(x) = —x+2nn(n,x). a7
Zeigen Sie allgemein: Isp Lésung der Dirac-Gleichung (8), dann lost

Pn(¥) == knyyHfd o pn (18)

wieder die Dirac-Gleichung, wobei eine komplexe Zahl ist, die man dietrinsiche Paritatdes
Feldes) nennt. Zeigen Sie, da$s, o P,, = k?id, so dasx € {1,—1,1i, —i} falls manP,, o P, = +id
fordert (warum?). Unter welcher EinschrankungxavetrauschP,, mit der Ladungskonjugation?

VertauschtP,, mit C, dann operiert die Paritatstransformation auch auf den Majorana-Spinoren und
(18) ist eine Symmetrie von (16b). Damit ist sie aber auch eine Symmetrie von (16a), wenn man die
Paritatstransformation durdh, := I'! o P,, o I" implementiert. Zeigen Sie, dass diese dann gegeben
ist durch B

Pr(d™) = kV2n M dar o pn. (19)
Was féllt Ihnen auf? warum ist diese antilinear, wahrend dghnear schien? Ist nun (16a) paritats-
invariant oder nicht?
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