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VORBEMERKUNG

Eichtheorien sind in der Sprache der Mathematik durch Strukturen der Differentialgeometrie charakterisiert. Ein
Eichfeld ist dann ein Schnitt in einem Prinzipalbiindel einer Mannigfaltigkeit M (der Raumzeit) mit Strukturgruppe
G (der Eichgruppe). Eine Eichtransformation ist eine Abbildung von einem Schnitt auf einen anderen. Um dies
préziser verstehen zu konnen, miissen wir uns ein wenig durch diese mathematische Struktur durcharbeiten.

MANNIGFALTIGKEIT

Hier wiederholen wir kurz das Konzept der differenzierbaren Mannigfaltigkeit und fiihren einige Notationen ein.

Topologischer Raum. Eine Menge M wird zu einem topologischen Raum, wenn wir in M eine Familie von Teilmengen

O mit folgenden Eigenschaften identifizieren kdnnen:

[M1]  Die Vereinigung jeder nicht leeren Familie von Mengen aus O gehért zu O.

[M2]  Die leere Menge ) gehort zu O.

[M3]  Die Schnittmenge von zwei Mengen aus O gehort zu O.

[M4] Die Menge M selbst gehort zu O.
Man nennt O auch Topologie von M. Die Elemente von O heiflen offene Mengen. Eine Teilmenge U C M heifit
Umgebung von x € M, wennes ein O € O mitz € O und O C U gibt. Man sagt auch, O ist feiner als O,
wenn (' C O ist. Eine Familie von Mengen {2 heifit Basis von O, wenn 2 C O und jede Menge in O kann als
eine Vereinigung von Mengen in €2 dargestellt werden. Eine Familie von Teilmengen (2 des topologischen Raumes
M heiBt lokal endlich, wenn jeder Punkt in M eine Umgebung besitzt, die nur von endlich vielen Mengen aus €2
geschnitten wird. SchlieBlich heiBt ein topologischer Raum parakompakt, wenn fiir jede offene Uberdeckung U/
von M eine lokal endliche Uberdeckung existiert, die feiner als 2/ ist.

Die Eigenschaft der Parakompaktheit ist in der Theorie der Faserbiindel wichtig, weil parakompakte Basis-
mannigfaltigkeiten die Existenz von Zusammenhingen garantieren.

Wir benétigen noch eine Konzept, den Hausdorff-Raum. Das ist ein topologischer Raum M, bei dem fiir
jedes z,y € M mit x # y offene Mengen U,V mitz € U,y € V und U NV = () existieren. Grob gesprochen
erlaubt uns dies, festzustellen, ob zwei Elemente von M verschieden sind.

Mannigfaltigkeit. Ein Hausdorff-Raum mit einer abzédhlbaren Basis heil3t n-dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn er
lokal homdomorph zu R ist. Hier bedeute lokal homdomorph, dass jeder Punkt x € M eine Umgebung besitzt,
die homoomoprh zu einer Offenen Teilmenge von R™ ist.

Ein Homdomorphismus ist eine stetige 1:1 Abbildung, deren Inverses ebenfalls stetig ist.
Karten. Fiir jedes z € M gebe es eine Umgebung U, und einen Homéomorphismus ¢, wie oben beschrieben. Das Paar

(U, ¢.) heiBt eine Karte von M. Eine Familie ¢ von Karten heifit Atlas von M, wenn die Definitionsbereiche U,
der Abbildungen ¢, ein Uberdeckung von M bilden.

Sei a;, i = 1,...,n eine Basis von R", die wir im folgenden fest gewihlt denken. Die Darstellung einer
Karte ¢ : U — R" beziiglich dieser Basis ist
o:x €U o(x) =2"(r)a; €R.

Man schreibt oft kurz (z°) fiir #°(x). Die 2°(z) heiBen Koordinaten von x € M beziiglich der Karte (U, ). Seien
(U,,,) und (Uy, @) zwei Karten mit U, N U, # ). Ein Punkt 2 € U, N U, hat Koordinaten z*(x) beziiglich
(U,,¢,) und x’/(x) beziiglich (Uy, ¢, ). Zwischen diesen beiden Koordinatenwahlen gibt es eine Beziehung, ge-
geben durch die Koordinaten-Transformation

Ore 2t € @, (U NTU) — i = O O @fl(xi) € v (U, NUg).

Hier ist ¢,, ein Homdomorphismus von offenen Teilmengen von R™. Ein Atlas ¢ wird von Klasse C* genannt,
wenn alle Transformationen ¢,,, stetig und k-fach differenzierbar sind.

Differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit heif$t differenzierbar, wenn sie einen maxi-
malen Atlas ¢ der Klasse C* besitzt.



Seien X,Y zwei Mannigfaltigkeiten mit Karten (U,, ¢,),cr und (Vi, ¥y )xec k. Dann kann man die Pro-
duktmannigfaltigkeit X x Y mit Karten (U, x V, gpbﬁ)(w)e I« i konstruieren, wobei die Hom&omorphismen
@, definiert sind als

Ourt (2,y) €U, x Vi = (0,(2),¥x(y)) € R™T™

Eine offene Untermannigfaltigkeit Y einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit X ist eine offene Teilmenge von X,
deren differenzierbare Struktur durch Einschrinkung des Atlas von X auf Y folgt.

VEKTORFELDER

Wir betrachten nun differenzierbare Abbildungen zwischen differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Wir lassen dabei
das Wort differenzierbar im folgenden oft weg.

Differenzierbare Abbildung. Sei f : X™ — Y™ mit X", Y™ beides von der Klasse C*. Seien (U,, ,) und (Vy, %)
Karten von X™ und Y™ mit U, N f~%(V,.) # 0. Die Darstellung von f beziiglich der gegebenen Karten ist

fm(xi) =190 fo 90:1(5172') ) (mz) €p.(U.N fﬁl(vﬁ/)) .
Hier ist f,, eine Abbildung von R™ in R". Seien nun ¢, und 1, Koordinatentransformationen von X" bzw.
Y™ Wennz € U, NU, N f~1(V, NV,), dann haben wir
fu)\ :wunofmo@w\ :wuofoapxl.

Die Abbildung f heiBt stetig differenzierbar von der Ordnung s am Punkt x € X™, wenn fiir zwei Karten (U, , ¢, ),
(Vi,¥) mitz € U, und y = f(z) € Vj, die Darstellung f, stetig differenzierbar von der Ordnung s am Punkt
x%(x) ist. (Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Karten.)

Kurven. Ein Kurve v der Klasse C” ist eine Beispiel fiir eine differenzierbare Abbildung von I C R! in X™,

vyitel—y(t)e X™.

Diffeomorphismus. Ein Diffeomorphismus von X™ auf Y ist eine 1:1 Abbildung, die differenzierbar ist, und deren
Inverses ebenfalls differenzierbar ist.

Tangentialvektor. Der Tangentialvektor der Kurve v am Punkt p wird wie folgt definiert: Wir wihlen eine Karte (U, ¢, )
mit p € U,. Sei f differenzierbar in U, und sei () so, dass y(tp) = p. Mit den Koordinatendarstellungen von f
und  konstruieren wir

of, da?
Oxt dt |,_,
Dieser Wert ist unabhiéngig von der Wahl der Karte, und wir schreiben das als
df(z(t)) , 0
X = == 7’7. .
f dt |y, ¢ ox’ f

Dann heiBt X der Tangentialvektor zu vy am Punkt p. Die /0" sind die Tangentialvektoren zu den Kurven, deren
Koordinatendarstellungen gegeben sind durch 2 = x{ + (t — to) und 27 = const fiir alle j # i.

Tangentialraum. Die Menge aller Tangentialvektoren zu Kurven durch p bilden den Tangentialraum T,,(X™) von X"
am Punkt p. Die disjunkte Vereinigung aller 7},(X™) heifit das Tangentialbiindel von X

T(x") = (J T,(x™).
peX™n

Zu jeder Karte (U,, ¢,) mit x € U, korrespondiert eine bijektive Abbildung ¢, : T,(X™) — R", die jedem Vektor
X € T,(X™) eine Koordinatendarstellung X; € R™ zuweist. Das Tangentialbiindel ist unser erstes Beispiel fiir
ein Faserbiindel.

Vektorfeld. Das Tangentialbiindel 7'(X™) ist das erste Beispiel dessen, was wir ein Faserbiindel nennen werden. Man
kann T'(X™) die Struktur einer differentierbaren Mannigfaltigkeit geben, die lokal eine Produktmannigfaltigkeit
ist, indem wir lokal die Elemente als Paare (z, X) mitz € X" und X € T,(X™) darstellen. Jedes Element von
T,(X™) kann zu jedem anderen Element durch eine lineare Transofrmation in Beziehung gesetzt werden, also
durch ein Element von GL(n, R), was hier die so genannte Strukturgruppe ist, die auf der Biindelmannigfaltigkeit
operiert. Letztendlich existiert eine Projektion von T'(X™) auf die Basismannigfaltikgeit X", die die Faser iiber x,
ndmlich T, (X™), auf x abbildet.

Damit kénnen wir auch sagen, was ein Vektorfeld ist: Dies ist eine Zuweisung eines Tangentialvektors
Xp € T,(X™) fiir jeden Punkt p € X™.



