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ZUSAMMENHANGE AUF PRINZIPALFASERBUNDELN

Ein Zusammenhang liefert eine Zerlegung des Tangentialraumes an jedem Punkt des Prinzipalfaserbiindels. Jeder
Tangentialvektor hat dann eindeutig bestimmte vertikale und horizontale Komponenten. Der Raum tangential zur
Fase, also die vertikale Komponente des gesamten Tagentialraumes, ist isomoprh zur Lie-Algebra von G. Also gibt
es zu jedem Tangetialvektor des Prinzipalfaserbiindels ein eindeutig bestimmtes Element A der Lie-Algebra g. Zu
einem Zusammenhang I" gibt es eine Zusammenhangs-1-Form w auf dem Prinzipalfaserbiindel, die Werte in der
Lie-Algebra g annimmt. Sei X € T,,(P), u € P, dann ist w(X) ist das Element A € g, dessen Bild A* unter der
Aktion von GG auf P genau die vertikale Komponente v.X von X ist. Die Form w hat die folgenden Eigenschaften:

[F1] w(A*)= Afiiralle A € g,

[F2] Riw=(Ada w.
Die Bedingung F2 bedeutet, dass w mit seiner Aktion auf X = T,(P) ein A € g, auf das G gemif der adjungierten
Darstellung von G auf g wirkt.

Es gilt umgekehrt: Ist eine Zusammenhangs-1-Form mit den Eigenschaften F1 und F2 auf einem Prinzi-

palfaserbiidnel gegeben, dann garantiert dies die Existenz eines Zusammenhangs I'. Die zugehorigen horizontalen
Unterrdume der Tangentialrdume an u sind dann

hT,(P) = {X € T,(P) : w(X) = 0}

Lokale Form. In der Physik verwendet man meist die lokale Form der Zusammenhangs-1-Form. Sei ¢, : 7~ 1(U,) —

U, x G ein Diffeomorphismus. Dadurch wird ein lokaler Schnitt o(z) = 1, !(z, €) definiert, wobei x € U,, und e
ist die Identitit von G. Es sei 6 die kanonische 1-Form auf G. Da alles auch fiir Ug gilt, haben wir fiir U, NUpg # 0
die 1-Form

Oap = @b’;g@
und die g-wertige 1-Form
W = OpW .

Entwickelt man w,, in eine Basis von g und von U,, erhilt man die Koeffizienten des Zusammenhangs, wie man
sie in der Physik kennt. Deren Transformationsgesetz folgt aus

wp = ad(Y,3)wa + Oagp -

Beispiel. Erarbeiten Sie dies fiir den Fall, dass die Strukturgruppe durch GL(n,R) gegeben ist.

Assoziierte Biindel. Ein Zusammenhang auf P(M, G) erlaubt es, auch den horizontalen Unterraum eines Tangential-

Lift.

raumes an einem Punkt eines assoziierten Biindels E(M, G, P, F') zu bestimmen. Sei (v,&) € P x F, das mittels
dieser Faktorisierung aus w € E projiziert wird. Sei ¢ fest, so dass wir so eine Abbildung P — E erhalten. Das
Bild von AT, (P) unter dieser Abbildung nennen wir den horizontalen Unterraum von T (E), h'T,,(E). Dieser ist
unabhiingig von der Wahl von (v, £) in der Aquivalenzklasse.

Mit diesem Konzept des horizontalen Unterraums auf Prinzipalfaserbiindeln kénnen wir eine Kurve v = z; in M
auf eindeutige Weise auf P bzw. E liften. Der Lift von v auf P, 7 = wy, ist eine Kurve mit Projektion 7(u;) = x4,
die durch u mit horizontalem Tangentialvektor geht. Ebenso ist der Lift von y auf E definiert als 7% = w;, wobei
wo den Bedingungen 75 (wg) = x und 7 (w;) = x4 geniigt. Gehdren ugy bzw. wy zu den Fasern 7~ (z0) bzw.
7@1 (z9), so erhalten wir eine Abbildung dieser Fasern auf die Fasern iiber x, die Paralleltranslation genannt wird.

Kovariante Ableitung. Die kovariante Ableitung eines Schnittes ¢ eines Vektorbiindels in die Richtung 2, ist gegeben

durch 1
T t+h
Virp = lim 7 [ (p(@ern)) — p(@)] -
Hierbei ist Ttt+h : wgl(xt+h) — wgl(xt) ist der Paralleltransport von .y, zu x; entlang von v = z;. Die

kovariante Ableitung in die Richtung eines Vektors X € T, (M) ist gegeben durch V¢ durch die Wahl einer
Kurve, deren Tangentialvektor an der Stelle x = xg gerade X ist. Sei schlieBlich X ein Vektorfeld auf M. Dann
ist

(Vxp)(z) = Vx, 0.



Formen. Wir wollen Formen auf M mit Werten in einem Vektorraum V betrachten, den wir als Standardfaser eines
Biindels E(P, M, G, V) assoziiert zu P(M, G) auffassen. Hier wirkt G auf V' mittels der Darstellung p.

*

Wir nennen ¢ eine Pseudotensorform auf P vom Typ (p, V'), wenn sie V-wertig istund R} ¢ = p(a~1!)¢ fiir
alle a € G gilt. Sie heiBt Tensorform, wenn fernen (X1, ..., X,.) = 0 gilt, wenn wenigstens ein Tangentialvektor
X, € T,,(P) vertikal ist.

Einer Tensorform A auf P mit Werten in V kann man eine Form A auf M mit Werten in E zuweisen:

Au(X1, .., X)) = " Ay (dr Xy, ... dr X))

Hier ist w € P, m(u) € M und Xi,...,X, € T,(P). Man beachte: A, (dmXy,...,drX,) ist ein Element
von E in 73,' (z), z = 7(u). Diese Aquivalenzklasse hat einen Reprisentanten (u, ¢) in P x V. Hilt man u fest,
bestimmt dies eine Abbildung von V' nach E. Bei festem w wird ein § € V jedem w € E zugewiesen. So kann man
u als eine Abbildung auffassen, so dass fiir jede Tensorform iiber P eine Form iiber M mit Werten in F mittels

Ag(ty, ... ty) =uh(Xy,..., X))
erhalten werden kann. Hier ist z = 7(u), t1,...,t. € Tp(M),und X1, ..., X, € T,,(P) mit dn X; = t;.

Lokale Darstellung. Sei o, der lokale Schnitt auf P, o,(z) = ¢~ !(z, e), der zum Diffeomorphismus ¢, : 7= *(U,) —
U, x G assoziiert ist. Dann ist die lokale Form von A gegeben durch

A, =0o'A.

AuBere kovariante Ableitung. Sei A eine Pseudotensor-g-Form auf P. Dann heifft DA = (df\)h die duflere kovariante
Ableitung von A. Hierbei bedeute das rechtsstehende £, dass wir nur die horizontalen Komponenten der ¢ Vektoren
nehmen, auf denen dA wirkt.

Esist dA ein (g+1)-Form. Die duBere kovariante Ableitung der Zusammenhangs-1-Form ist die Kriimmungs-
form 2 = Dw. Ohne Zusammenhang I" auf P konnte die Fomr dA nicht konstruiert werden.

Einfache Formeln. Sei A eine Tensor-p-Form auf P(M,G) mit Werten in V und p, : g — GL(V) der durch die
Darstellung p von G in GL(V') induzierte Lie-Algebra-Homomorphismus. Sei w die Zusammenhangs-1-Form.
Dann ist

DA =dA + p, (W) AA.



