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1. Ubung
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1. Volistindigkeit von normierten Vektorrdiumen: Im Vektorraum C°([0,1]) der stetigen Funk-
tionen auf [0, 1] mit der sogenannten L'-Norm ||f]|; := fol | f(t)| dt sei eine Folge (f,,) definiert

durch
0, falls ¢ € [0, 1],
fut):=qn@—1), fallste (i, 1+1],
1, falls t € (5 +=,1].
Zeigen Sie, daf3 (f,) eine Cauchy-Folge ist, aber nicht in C?([0, 1]) konvergiert! Damit ist be-
wiesen, daf (C?([0,1]), ||-||) kein Banachraum ist. In der Quantenmechanik werden vollsténdi-
ge Vektorrdume mit Skalarprodukt (Hilbertrdume) betrachtet. (4)

2. Polarisationsformel: Auf einem Prahilbertraum (V) (-|-)) tiber K wird eine Norm definiert
durch [[v]|? := (v|v). Driicken Sie fir K = R, K = C das Skalarprodukt (v|w) zwischen
Vektoren v,w € V durch diese Norm aus. Zeigen Sie, daf} fiir eine so definierte Norm die
Parallelogrammgleichung

o+ wl* + [lv = wll* = 2(|[v]* + [Jw][*)

gilt. (4)
[Besonders Interessierte kénnen sich iiberlegen, warum auch die Umkehrung gilt: Die Norm
auf einem normierten R-Vektorraum V' erfiille die Parallelogrammgleichung. Zeigen Sie, daf3
man iiber die Polarisationsformel ein Skalarprodukt auf V' definieren kann.] (+8)

3. FEigenwerte hermitescher und unitirer Operatoren: Zeigen Sie, dal hermitesche Operatoren
reelle Eigenwerte und unitdre Operatoren Eigenwerte vom Betrag 1 haben. (3)

4. Berechnung von Skalarprodukten:

(a) Im €™ mit Orthonormalbasis |A;), i = 1,...,n seien zwei Vektoren |¢)) = > " | ¥i|A;),
IX) =D i, Xi|Ai) gegeben. Zeigen Sie, dafi das Skalarprodukt der Vektoren gegeben ist
durch ([x) = 3=y ¢! (1)

(b) Im kontinuierlichen Fall werde ein Vektor |1)) in der Ortseigenbasis {|A,) } mit (A,|A,) =
6(x —y) zerlegt in [¢) = [ daz4p(x)|A,), Analoges gelte fiir einen Vektor |x). Zeigen
Sie, daB die Relationen ¢(y) = (Ay[¢) und (¥|x) = [*°_ dz¢*(z)x(z) gelten. (1)
[Bemerkung: Der Raum der quadratintegrablen Funktionen L?*(R) ist der Raum der
Funktionen, fiir die die so definerte Norm |[¢|[* = [*°_dz |¢(z)|* endlich ist.]

(¢) Berechnen Sie aus der Forderung (4|¢)) = 1 fiir einen Zustand |) mit ¢(z) = ce™*"/2%
die Normierungskonstante c. Die Impulseigenzustinde |I',) mit p|I';) = p|I',) haben

Wellenfunktionen I'y(z) = (A,|T',) = = e’r . Berechnen Sie das Skalarprodukt (I',|¢))!
(2)



