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In den folgenden Übungen wollen wir die Erkenntnisse der Vorlesungen auf Messungen des Spins des
Elektrons anwenden. Dazu benötigen wir auch die Resultate aus der Präsenzübung I, insbesondere die
drei Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

1. Allgemeines Gemisch: Finden Sie die allgemeinste Dichte-Matrix ρ eines Zweizustandssystems
(der Spin hat nur zwei mögiche Ausrichtungen). Diese Dichtematrix ρ muss hermitesch sein und
(trρ) = 1 erfüllen (warum?). Aus Präsenzübung I folgt, dass ρ = a1l + bσ1 + cσ2 + dσ3 mit
a, b, c, d ∈ R ist. Geben Sie ρ an und bestimmen Sie a. Bestimmen Sie dann die Eigenwerte von ρ.
Nehmen Sie ohne Beschränkung der Allgemeinheit d ≥ 0 an und überlegen Sie, dass 0 ≤ d ≤ 1/2
sein muss.

2. Erwartungswerte: Bestimmen Sie die Erwartungswerte 〈Si〉 = ~
2
tr(ρσi) für die Messung der Spin-

ausrichtung bezüglich der Raumachsen xi, i = 1, 2, 3.

3. Schwankungsbreite: Bestimmen Sie nun die Schwankungsquadrate (∆Si) = 〈S2
i 〉 − 〈Si〉2 =

~
2
(tr(ρσ2

i )− tr(ρσi)
2).

4. Unschärferelation: Überprüfen Sie die Heisenbergsche Unschärferelation an ein paar Beispielen,
d.h. zeigen Sie, dass

(∆Si)(∆Sj) ≥
1

2
|〈[Si, Sj]〉| , i 6= j ,

ist, wobei [Si, Sj] = ~2

4
[σi, σj] = ~2

4
(σiσj − σjσi) ist.

5. Allgemeine Messung: Jeder Messaparat A in unserem Modell hat zwei mögliche Messwerte, und
wir interessieren uns nun für die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der erste Messwert, der zum größe-
ren Eigenwert von ρ gehört, gemessen wird. Der zugehörige erste Eigenzustand zum Messapparat
A muss die Form

|Λ〉 =

(
cos(θ/2)e−iϕ/2

sin(θ/2)e+iϕ/2

)
haben. Überprüfen Sie, dass dieser Zustand in der Tat normiert ist, dass also 〈Λ|Λ〉 = 1 ist. Überle-
gen Sie, dass dieser Zustand in der Tat der Eigenzustand zum Messwert +~

2
des Spin-1/2-Operators

Sθ,ϕ =
~
2

(
cos θ sin θe−iϕ

sin θeiϕ − cos θ

)
=

~
2

(σ1e1 + σ2e2 + σ3e3)

darstellt. Hierbei sind die ei die Komponenten eines Einheitsvektors

~e(θ, ϕ) =

 e1

e2

e3

 =

 sin θ cos ϕ
sin θ sin ϕ

cos θ

 .

Interpretieren Sie die Winkel θ und ϕ und damit, was eigentlich A genau misst.

Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten des ersten Messwertes von A bei
einem Gemisch ρ, also

w(1, A, ρ) = w(↑θ,ϕ) = 〈Λ|ρΛ〉 .
Hierbei können Sie der Einfachheit halber ρ in diagonaler Form verwenden. Sie sollten als Ergebnis
1/2 + d cos θ erhalten.
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