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A10.1

A10.2

Anwesenheitsiibungen X
6. Januar bis 8. Januar

Andere Darstellungen der Diracgleichung
Die Diracgleichung hat fiir einen vierkomponentigen Spinor ¥p die Form

, 0 me
(W“@ - 7) ¥p =0

mit den y—Matrizen in Standarddarstellung (wobei o* die Paulimatrizen sind):
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Diese Form der Matrizen ist aber nur eine Wahl, denn erforderlich ist nur
{72 =AM A =291

Erfiillen v* diese Cliffordalgebra, so auch alle Ahnlichkeitstransformierten U ~yHFU _Al
(1) Konstruiere ein U € SU(4), so dafl die zweikomponentigen Weylspinoren 1,

(w 9) ()5 ()=

losen, wenn yp = U <§> die Diracgleichung lost. W, W sind die Weyloperatoren:

0 g — 0 o
W_ﬂaxﬂ a(v), W= ]18:1:0 (V).

Eine reelle Darstellung geht auf E. Majorana (1937) zuriick.
(2) Zeige, dafl die Matrix U = %70(72 + 1) unitér ist und dafl U? = 1.
(3) Zeige, daB D’ = UDU reell ist und ' = Ut die Gleichung D"t)’ = %)’ 16st,

wenn 7 die Diracgleichung Dvy = %1 16st, mit dem Diracoperator D = iy#d,.
Die Weylgleichung
Die Poincarégruppe P besteht aus Paaren (A, a) mit Lorentztransformationen A € £
und Translationen a € R">. Sie operiert auf dem Minkowskiraum als (A, a)z = Az+a.
(1) Zeige (A1,a1)(Ag,a2) = (A1A2,Ajas + aq) fiir die Komposition zweier Elemente

von P. Wegen dieser Eigenschaft ist P ein semidirektes Produkt £ x R'3.
Nun sollen die Darstellungen von P zum Spin % auf dem quantenmechanischen Hilbert-
raum £2(R"3 C?) konstruiert werden. Wie bei der Darstellung der Drehgruppe zum
Spin % gehen wir von der Uberlagerungsgruppe aus, hier also SL(2,C) % R'3. Dabei
ist h : SL(2,C) — L die Uberlagerungsabbildung fiir £ (vgl. H9.1). Wir definieren die
Darstellungen p und p von SL(2,C) x R"® zum Spin + fiir 1), ¢:RY —C? als

g A =A (>|<)
(P(g, a)¥)(x) =g(A~Hz —a), h(g)=A, G=(¢")""



p wird wie bei der Drehgruppe definiert. p heifit konjugierte Darstellung und ist etwas
neues: g = g fiir g € SU(2), so daB p(g,a) = p(g,a) gilt, wenn A = h(g) eine Drehung
ist. Spinoren 1 und QZ, die sich geméf () transformieren, heilen Weylspinoren.

(2) Zeige, daB p und p Darstellungen der Uberlagerungsgruppe von P sind.

(3) Zeige das sog. Intertwining Wp(g,a) = p(g,a)W und /V[7p(g, a) = ﬁ(g,a)w.

(4) Zeige mit (3): ist &\(x) eine Losung der Weylgleichung W1 =0, so auch p(g, a)qz
und ist ¢ (z) eine Losung der konjugierten Weylgleichung Ww = 0, so auch
p(g,a)p. Dies bedeutet, dafi die Losungen der beiden Weylgleichungen jeweils
einen poincaréinvarianten Unterraum von £2(R'* €?) bilden.

(5) Zeige WW =WW = —g“”&% aiv = —| | und folgere, daf§ Losungen der Weyl-
gleichungen die Klein/Gordon—Gleichung mit m = 0 erfiillen.

(6) Zeige, dafl P~1WP = —/I/I7, d.h. die Weyloperatoren sind nicht paritatsinvariant.

(7) Setze als Losung ¥ =T e iPo) an. Zeige, daB (p,p) = 0. Zeige, daB fiir positive
Energie Spin und Impuls antiparallel sind, fiir negative Energie dagegen parallel.

(8) Setze analog 1) = uge P®) an. Was gilt nun fiir die Richtungen von Spin und
Impuls? Was haben also die Losungen der beiden Weylgleichungen miteinander zu
tun und welches Elementarteilchen wird durch sie in guter Naherung beschrieben?

Will man eine Masse einfiithren, so mufl man folgendes gekoppelte System aufstellen:

(555 ()=

(9) Begriinde, wieso man bei einer nichtverschwindenden Masse nicht mehr entkop-
pelnde Gleichungen fiir zweikomponentigen Spinoren aufstellen kann, sondern
einen vierdimensionalen Spinor betrachten mufl. R

(10) Zeige, daBl wenn v und v obige Gleichung l6sen, so auch p(g,a)y und p(g,a)v.
Zeige auch, dafl ¢ und {b\ die Klein/Gordon—Gleichung zur Masse m l6sen.

Hausaufgaben X

Abgabe vom 13. Januar bis 15. Januar in den Ubungen

H10.1 Pionisches Atom
Betrachte die Klein/Gordon-Gleichung fiir ein spinloses Teilchen der Masse m und
Ladung (—e) im Coulombfeld einer Punktladung Ze. Wir interessieren uns fiir die

stationdiren Zustéinde, daher setzen wir als Losung ¢(7,t) = ¢ () e~ %t an.

(1) Zeige
Ze2\?
((E—l— —) —m204+h202A> () = 0.

r

(2) Separiere (7)) = Ry(r)Yem (9, ¢) und zeige, dafl in der Variablen ¢ = fr gilt:

9 20 s(s+1) A 1
v 29 2 VYR =0
(3@2 T 200 7 o i er)
mit 42 = 4(”1;62:E2), \ = 2560‘;3, s(s+1)=L({+1) — Z%a? sowie a = 2—20



(3)

Motiviere den Ansatz R, = 0°W (p) e?/? und zeige

eW"(0) + (2s +2—0)W'(0) + (A — s = YW () = 0.
Vergleiche (3) mit der Kummergleichung fiir das nichtrelavistische Coulombpro-
blem (TP II, A7.1) und lese die Energieeigenwerte ab. Warum gilt F > 07
Entwickle die Energieeigenwerte in o und vergleiche das Ergebnis mit dem nicht-
relativistischen Fall. Diskutiere insbesondere die Aufhebung der /—Entartung.
Schétze ab, wie gut die Annahme eines punktférmigen Kerns fiir ein 7~ ist.
Diskutiere die Losungen bei E < 0. Wann kann es gebundene Zustédnde geben?

: Man kann dieses Problem so behandeln, da fiir massive Teilchen die kleine Gruppe

SO(3) ist und daher die Losung des Problems Drehimpulsquantenzahlen trégt.
(15 Punkte)

H10.2 Nichtrelativistischer Grenzfall der Diracgleichung
In dieser Aufgabe wird gezeigt wie die Spin/Bahn—Kopplung (TP II, H9.2) und der
g—Faktor 2 (H2.1) fiir Spm = auf naturhche Weise aus der Diracgleichung folgen.

(1)

Im nichtrelativistischen Fall ist mc die grofite Energie im Problem. Dies mo-

tiviert den Ansatz 1) = exp(—i jme” t)(x)’ wobei ¢ und x zeitlich nur langsam
variieren. Folgere so aus der schrodmgerartigen Form der Diracgleichung:

()= (i) e () ()

Zeige, dafl in niedrigster Ordnung, d.h. L L gilt: y = ch ap— %/T)(p.

Folgere aus (1) die (warum in Ordnung 1 exakte?) Pauligleichung fiir ¢:

0 1 q - qh —

= —(@F--4)?- —FB D) .
1h8t¢ (Qm(p c ) cha( ) +a >S0

Zeige durch Setzen von A= %E x 1, daf§ fiir den Spin der g—Faktor g = 2 ist.

Nun sollen fiir A = 0 die Korrekturen in % Dberechnet werden. Setze dazu in (x)
den Ausdruck fiir y aus (1) fiir die dort vernachléssigten Termen ein und l6se das
Resultat nach y auf. Setze dieses Ergebnis in die erste Gleichung von (x) ein:

9 P’ P’ q o
1h§4p—(<l—m> (2m~|—q<13 —I—m gp)Pa(p) ) e =: He.

Warum erhalt man auf diese Weise alle Korrekturen der Ordnung C%?
Warum gilt fl'ir die Wahrscheinlichkeitsdichte o = |¢|? + |x|? in Ordnung 2 nun

0=lol*+ L CQ 15(V)¢|?? Um im Schrédingerbild weiterrechnen zu kénnen, ist

daher ein neues pg einzufithren, so dafl o = ]@S\Q Zeige gos =(1+ Sn:—QZCQ)go

Warum gilt 1715305 = Hopg mit H = (1 + ghsz ) H'( =)? Zeige
) 4 2
p = i gh eh
H=—+¢qb+H, H= - — E x divE.
2m tae i, 8m3c? 4m?2c? 7 p) - 8m2c2 v
—— ~ ~
Dispersionsterm  Spin/Bahn—Term G.Darwin—Term

Interpretiere Dispersions— und Spin/Bahn—Term (fiir kugelsymmetrisches ®).
(15 Punkte)



