Vorlesung Theoretische Physik III — WS 2002/2003 — Michael Flohr

Anwesenheitsiibungen XI
13. Januar bis 15. Januar

A11.1 Dirac—Invarianten

Die Uberlagerungsabbildung h:SL(2,C) — L'L, g — p(g) = A der eigentlich ortho-
chronen Lorentzgruppe war durch die Giiltigkeit folgender Identitat definiert:

gcrung = A”Hcry, uw=0,1,2,3.
Ferner galt fir og = 0¢, 0, = —oj, die Beziehung (vgl. A10.2.3)
(g") 5.9t =A0,, n=0,1,23.
Daher lief} sich die Poincarégruppe auf zwei Weisen auf 2—Spinoren &, n darstellen:
p(g,a)€ = g&(A™H(z —a)),  plg,a)n = (g7) "' n(A™ (z — a)).
Wenn ) = (§7> die Diracgleichung iy* %1/} = €4 16st, so auch D(g,a), wobei

Digape = (2°) = (8 5 ) oA e = a) = S(@wia~ o - ),

In dieser Weyldarstellung haben die y—Matrizen die spezielle Form

0 __ - 0 1 E_ . 0 O'k
7_1(_]1 0 ) o= 1 O.k 0 .

(1) Zeige fiir diese Darstellung, dafl v° := iy0y1y2~3 = (] (}) Folgere [S(g), v ] 0.

(2) Folgere aus der Definition der Uberlagerungsabblldung: S(g)~ty*S(g) = A" A4”.
(3) Zeige, daB S(g)*+°S(g) =~°.
Wir definieren den adjungierten Spinor

Y(x) =9t (x)y°

und damit folgende bilinearen (warum reellen?) Ausdriicke:

Skalar =E( )i ()
Pseudoskalar 5 = it)(z)y°1 ()
Vektorstrom :E( () (*)
Axialvektorstrom :E( Y2yt (x)
antisymmetrischer Tensor B*" = (x)y"* v ¢(z) (1 > v)

(4) Rechne nach, daf sich obige Groen unter eigentlich orthochronen Lorentztrans-
formationen tatsédchlich als Skalar, Vektor bzw. Tensor transformieren.



Wir definieren die Paritdt P, die Zeitumkehr T und die Ladungskonjugation C als

Pu(x) = 106 (Pa)

2 0% -0 0 X
To(@) = 221" (Tx>=( ‘ )w (T)
Cp(z) = v*4°y*(x)

(5) Zeige, daBl Py die Diracgleichung 16st, wenn 1) eine Losung ist.

(6) Berechne die Wirkung von P auf (x). Wie unterscheiden sich s, j von 3, j ?

(7) Zeige, dal Losungen der Weylgleichungen (d.h. Wn = 0 bzw. /Wﬁ = 0 im Falle
m = 0) unter 7 in eben solche iibergehen (wie wir in A10.2.6 gesehen haben, gilt
das nicht fiir P). Folgere, dal mit 1) auch 7% eine Losung der Diracgleichung ist.

(8) Zeige, dal der ladungskonjugierte Spinor Ct) die Diracgleichung 16st, wenn 1) eine
Losung ist. Wie sieht dies in Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes aus?

(9) Berechne P7C und interpretiere diese Transformation.

(10) Berechne die Wirkung von 7 und C auf (x).

Hausaufgaben XI )
Abgabe vom 20. Januar bis 22. Januar in den Ubungen

H11.1 Diracgleichung im kugelsymmetrischen elektrischen Feld (30 Punkte)
Dieses Problem wurde 1928 unabhangig von G. Darwin und W. Gordon gelost. Ein
Teilchen mit Spin %, Ladung ¢ und Masse m bewege sich im kugelsymmetrischen

elektrischen Feld (gAg = V(r), A = 0). Die Diracgleichung lautet allgemein
0 . q mc
TN B _ mc
7 (83:“ 1 hc " ) v h v
und 148t sich auf folgende Form bringen:
q mc 1
—v=|- — — + =V :
( 12(1 ( +1 k)+ﬁh —}—hc (r))@ZJ

(1) Zeige, daﬁ der Zusammenhang zwischen den Matrizen a* und 6 mit den v* lautet:
akf =~%% 3 =~0 Berechne a*af + afa” sowie 3% und pa* + o*p.
(2) Setze () = 1ho(F) e % an und leite die Eigenwertgleichung fiir v (7) her:

_ <_mc2a o+ Bme +V(r >) Yo(7) = Evo(7)

(3) Zeige: mit ¥o(7) ist auch Pio(7) = BPyYo(7") = [ipo(—7") Losung dieser Glei-
chung. Was bedeutet P ? Warum kann oBdA Py = £y angenommen werden?
(4) Zeige, daB der Gesamtdrehimpulsoperator J mit H und P kommutiert.



Nach (3) und (4) kénnen die Eigenfunktionen von H als Eigenfunktionen von J 2, Js
und P gewahlt werden. Fiir die Kugelspinoren ®y;,,, gilt (TP II, H9.1)

2@, = 125+ 1) ®tjm,s  JsPrjm, = hmj®ojm,,  PPrjm, = (—1) ®pjm,.
Zu einem j—Wert gehoren die /—Werte j + %, d.h. verschiedene Ortsraumparitéiten.
(5) Zeige, daB die Eigenfunktionen von J 2, J3 und P von folgender Form sein miissen:

o(7) = Q)e:j?%jmj x Radialfunktion F'(r)
0 ®p—jr1 jm, x Radialfunktion G(r)

Zwei weitere in TP II, H9.1 bewiesene Eigenschaften: hat man fiir gegebene j, m;
einen Kugelspinor ®;,;, so erhalt man den Kugelspinor mit der anderen Paritét als

T
Vosiiim =7 () Vst ans

Ferner sind die Kugelspinoren Eigenfunktionen des Operators K = 1+ 37 7(L):

(+1, falls¢ =51

1

Kéﬁjmj = /‘i@éjm]w K= { _67 falls ¢ = j + 2

(6) Zeige mit diesen Eigenschaften, dafl mit dem Ansatz aus (5) fiir die Radialfunk-
tionen F(r) = f(r) und G ( ) —ig(r) folgende Differentialgleichungen gelten:

he (f'(

he (g’(

(7) Sei jetzt speziell V(r) = — = . Zeige, daB f,g ~ e " fiir r — oo mit

A = 2 vm?ct — E? und daB f,g ~ 7“7 1 fir r — 0 mit v = \/k2 — (Z«)?.
(8) Betrachte in der Variablen ¢ = Ar neue Radialfunktionen ¢4 (o), definiert durch

1 mc? me .
(FO) = Vigi (o) +Vep— (o) mit Vi = (1), b= SBEEE — | [metB 7Zeige
d Z VA
(Qd—g +1+ ;(b—lfl) —9) o4 + (—fa+ —a(b+b1)> o =0

(gdigﬂ_%(b b1 + )w_—( w22 ))¢+:o.

(9) Eliminiere ¢_ in (8) und zeige fiir den durch die Betrachtung der Asymptotik in
(7) motivierten Ansatz ¢, = 0"~ te %p(y) mit y = 20, dafl

( dd22 +(2v+1 —y)dd—y - (1+7— %(1 —b_1)>) #ly) = 0.

(10) Lese aus dieser Kummergleichung die Energieeigenwerte ab:

_1
5 7o 2 2
E=mc |1+ Ty , nelN
n

und vergleiche mit dem nichtrelativistischen Ergebnis. Tritt noch Entartung auf?

r)) (E+mc* =V (r))g(r) =0

) (B —mc®> =V (r))f(r)=0.




