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Anwesenheitsiibungen XIII

27. Januar bis 29. Januar

A13.1 Die Lambverschiebung (Lambshift)

Lost man die Diracgleichung im Coulombpotential (vgl. H11.1), so sind die Energie-

eigenwerte in einer Hauptschale neben der m—Entartung aufgrund der Drehinvarianz

immer noch zuséatzlich entartet, namlich die Zustdnde mit gleichem j. Dagegen wird
die /—Entartung des nichtrelativistischen Problems durch Effekte wie die Spin/Bahn—

Kopplung (Feinstruktur) aufgehoben. Diese wiirde auch zunéchst die j—Entartung

aufheben, allerdings gibt es eben noch weitere Effekte wie den Dispersionsterm (vgl.

H10.2), so dafl in der vollen Losung die Entartung wiederhergestellt ist.

Experimentell beobachtet man jedoch, dafl die Zustande 25 —1 und 2P;_ —1 nicht die-

selbe Energie haben, was zuerst 1947 von Lamb und Retherford durchgefuhrt wurde.

Wir verfolgen die Erklarung dieses Effekts nach Bethe, auch in 1947.

Daneben gibt es durch die Wechselwirkung des Elektronen- mit dem Kernspin noch

die Hyperfeinaufspaltung, deren Energieskala allerdings durch das gyromagnetische

Verhaltnis des Protons, d.h. durch die grofle Masse des Protons, unterdriickt wird.

Zwischen diesen Effekten Feinstruktur, Lambshift und Hyperfeinstruktur liegt jeweils

etwa ein Faktor 10 in der Energieaufspaltung. Der absolute Wert der Feinstrukturauf-

spaltung befindet sich dabei im Bereich 1074 ...10~% der Ubergangsenergien.

(1) Betrachte wie in A4.1 die Emission eines Photons mit Wellenzahl k und Polarisa-
tion A durch ein Atom, das dabei vom Zustand |n) nach |n’) iibergeht. In erster
Ordnung zeitabhangiger Storungstheorie erhielten wir dabei die U’bergangsrate,
die Lebensdauer usw. Nun betreiben wir stationare Storungstheorie. In erster
Ordnung gibt es keinen Beitrag, da der Wechselwirkungsoperator
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1- und 2-Photonenaustauschprozesse und daher keine Diagonalelemente enthalt.

In zweiter Ordnung kommt es aber zu einer Verschiebung des Energieniveaus, da
das ausgestrahlte Photon wieder absorbiert werden kann, quantitativ gilt:
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(2) Das Matrixelement des Wechselwirkungsoperators H' haben wir berechnet:
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wobei wy = c]E|, 7(k) = <P e~iF7 die “fouriertransformierte” Stromdichte und
&(k, \) die Polarisationsvektoren der Photonen sind. Damit gilt dann:
Z J A, (|7 (R) - &(k, A)*[n)
E, — E,, — hck '

Am2c

AEn:/dkk



(3)

(4)

(5)

(6)

In der Langwellenniiherung setzten wir 7(k) = 7(7) = =p. kael—Integratlon
und Summation iiber die beiden Polarisationen ergaben einen Faktor 8%, so daf:
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Die Integration iiber w ergibt einen unendlichen Beitrag. Um dies zu verstehen,
fithren wir dieselbe Rechnung fiir ein freies Elektron mit Impuls ¢ aus:
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Auch dies ergibt einen Beitrag, der mit der gleichen Ordnung divergiert wie (3).
Wir sehen jedoch, daf8 die Verschiebung proportional zu 2 ist, womit wir dies
als Verschiebung der Elektronenmasse interpretieren konnen. Hat das Elektron

ohne elektromagnetisches Feld die kinetische Energie %, d.h. die Masse mg, so
erhalt es nun aufgrund der Wechselwirkung die renormierte Masse
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d.h. die kinetische Energie betragt dann %. Da wir aber die Wechselwirkung
mit dem elektromagnetischen Feld nicht abschalten konnen, ist diese “nackte”

Masse mg nicht beobachtbar, sondern Vielmehr ist m der tatsachlich gemessene

Wert. Wir miissen also mit H = % - < + H’ starten, dann gilt:
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Das neue HJ,, liefert einen Beitrag in erster Ordnung Stérungstheorie, der von
derselben Groflenordnung ist wie der aus der zweiten Ordnung von H’, so daf fiir

die Energiekorrekturen mit einem e? als Faktor vor dem w—Integral gilt:
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Mit der Vollstandigkeitsrelation (n|p?|n) = > , |(n/|p|n)|? gilt:
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Dieses Integral ist immer noch logarithmisch divergent, wir machen es durch Re-
gularisierung mit einem Cutoff A als obere Grenze bei hw = mc? endlich. Dies
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hétten wir auch bei den divergenten Integralen in (3) und (4) tun konnen, aller-
dings wéare das Ergebnis wegen der linearen Divergenz unvergleichbar sensitiver
auf die Wahl. Dafl man allerdings einfach diese Wahl (der Cutoff mufl nur grofl
gegen alle im Problem auftretenden Energieskalen sein, ferner benutzt man, dafl
es keine geladenen Teilchen mit geringerer Masse als die des Elektrons gibt) tref-
fen kann, entspricht einer weiteren Renormierung, namlich die der elektrischen
Ladung, die multiplikativ als laufende Kopplungkonstante geschieht:
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wobei eg die nackte Ladung ist. Beachte, dal e(A = mc?) = eg. Nun kann man
das Integral ausrechnen, dabei mufl man den Pol im Nenner bedenken, so daf}

wir nur den Hauptwert betrachten, der dabei entstehende Imaginarteil kann als
Zerfallsbreite interpretiert werden und interessiert uns nicht weiter:
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wobei die Energiedifferenzen E,, — E,, gegeniiber mc? vernachlissigt wurden.

Mit folgender Definition eliminieren wir den langsam veranderlichen Logarithmus
aus der Summe iiber die intermedidren Zusténde |n’):
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Damit gilt:
2¢?
AFE, = - E,).
37rhm203 nz (' 7 m) )
Die Summe lafit sich nun umformen (HO der Hamiltonoperator des Atoms):
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Der doppelte Kommutator liefert in diesem Fall eine Deltadistribution:
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Daher gibt es nur einen Beitrag fiir S—Zustéinde (|¢,5(0)|? = m)
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wobei zur Orientierung o = ;—20 ~ 13- und % ~ 13.6 eV.

(0Ens)ay ist nur numerisch zu berechnen, fir den 25—Zustand ergibt sich der
verglichen mit der Bindungsenergie riesige Betrag (0E2g)ay = 248 €V, damit ein

Wert von In (6527;2)& = 7.63 und so fiir AF>g eine Energieverschiebung, die einer

Frequenz von 1034 MHz entspricht. Tatsachlich beobachtet werden 1057 MHz, die
in einer echten quantenelektrodynamischen Rechnung voll reproduziert werden.
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zweite Checkliste fiir die Klausur

Wir méchten empfehlen, neben der ersten Checkliste folgende Themen zu wiederholen:

e verschiedene Darstellungen der y—Matrizen: A10.1
Weylgleichung (insbesondere Spinoren unter Lorentztransformationen): A10.2
Pauligleichung (insbesondere das Umschreiben der Diracgleichung in Schréodingerform,
g—Faktor 2), Korrekturen wie die Spin/Bahn—Kopplung: H10.2
bilineare Invarianten: A11.1
Diracgleichung fiir das H—Atom (prinzipielles Vorgehen, Energieeigenwerte): H11.1



