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Anwesenheitsiibungen 11
28. Oktober bis 30. Oktober

A2.1 Das Wigner/Eckart—Theorem
Gelten fiir 2+ 1 Operatoren Typr, M = —£, —£+1, ..., £ die Vertauschungsrelationen
[J:l:; TgM] = h\/f(ﬂ + 1) - M(M + 1) TE(M:I:l) und [Jg,TeM] = hMTgM,
so bilden diese die Komponenten eines spharischen irreduziblen Tensoroperators £-ter
Stufe Ty. Man kann auch kartesische Komponenten definieren, z.B. fiir £ = 1:

1 1
TW=—(T1_1—T11), To=—(T11+T1._1), T3=T,.
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V2

(1) Zeige fiir die kartesischen Komponenten dieses Vektoroperators (da £ = 1), dafl

3
[Jm, Tn] =ih Z €mnka-
k=1
Das in der Vorlesung bewiesene Wigner/Eckart-Theorem besagt dann: Matrixele-
mente der Tpps mit Drehimpuls-Eigenzustianden hingen nur iiber Clebsch/Gordan—
Koeffizienten von m—Quantenzahlen ab, wobei der Faktor (j||T;||j’) reduziertes Ma-
trizelement heiflit und unabhangig von den m—Quantenzahlen ist:

1 /
—(J ||T%||7)-
TR
(2) Zeige ohne Benutzung des Theorems, daf fiir das Nichtverschwinden des Matrix-
elements notig ist:

(3'm/ | Tene|jm) = (Gml M |jLj'm)

m+M=m.
(3) Zeige fiir einen skalaren Operator S = Ty (¢ = 0), daBl
(7'm'|S|jm) ~ 8;j10mm und unabhingig von m.
(4) Zeige fiir einen Vektoroperator, dafl fiir ein nichtverschwindendes Matrixelement
IAjl=17—J4'1<1 und |[Am|=|m-m/|<1
sein muf}, mit der zusétzlichen Bedingung, dafl nicht j = 7/ = 0 sein darf.
(5) Zeige: der Drehimpuls ist mit Jy; = $%Ji, Jo = J3 auch ein Vektoroperator.
(6) Beweise fiir Komponenten V), eines Vektoroperators das sog. Projektionstheorem
1 ..
. . .~ .~ . .
im’ |\Vayrlgm) = —————=gm|J - V|gm)(gm’ |Jp|jm).
(||)h2j(]+1)<\|)<\\>
Dabei ist m beliebig, d.h. J -V ist auf dem Raum mit festem J proportional zu 1.
(7) In der Aufgabe A3 der Klausur zur Theoretischen Physik II wurde ein Wasser-
stoffatom in einem elektrischen Quadrupolfeld betrachtet, das zu einem Stor—
Hamiltonoperator H' = cr? Yaq fiihrte. Zeige, dafl alle Matrixelemente (1| H'|+")
zwischen Eigenzustinden 9, ¢’ aus der ersten und zweiten Hauptschale verschwin-
den, auler AE,, = (¢, |H' |1y, ), wobei der Kiirze wegen die Zustédnde mit Dreh-
impulsquantenzahl £ = 1 und magnetischer Quantenzahl m in der zweiten Haupt-
schale mit 1, bezeichnet seien. Zeige auch, dal AE; = AFE_; = —%AEO.
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Abgabe vom 4. November bis 6. November in den Ubungen

Landé—Faktor

Betrachte ein Atom in einem raumlich homogenen und zeitlich konstanten Magnetfeld

B = Bé,. Das Feld sei so schwach, dal der Hamiltonoperator fiir die Storung durch

H' = w(L, + 28,) gegeben ist, wobei w = 22 die Larmorfrequenz bezeichnet. Den

Term mit dem Bahndrehimpuls kennen wir bereits aus dem linearen Zeemaneffekt

(Theoretische Physik II, H7.1), der g—Faktor 2 beim Spin ist eine Konsequenz aus

der relavistischen Natur des Spins und kann in der Diractheorie hergeleitet werden.

(1) Der Hamiltonoperator H des Atoms beinhalte noch den L - S-Term, die Spin—
Bahn—Kopplung (Theoretische Physik II, H9.2). Warum sind dann H, L2, S 2,
J2 und J; ein vollstandiger Satz kommutierender Observablen?

(2) Warum hat ein Energieniveau mindestens 2j + 1 als Entartungsgrad?

(3) Zeige mit dem Projektionstheorem aus A2.1, dal H' = gjwJ3 auf dem Unterraum
der Zustande mit festem FE, j, £ und s gilt, wobei

3 s(s+1)—L(£+1)

=>4 o
97 =3 2j(j + 1)

der sog. Landé-Faktor ist. Wie lauten demnach die Energieeigenwerte?
(10 Punkte)

Zentralkraftfeld

Ein Teilchen in einem Zentralpotential habe Bindungszusténde |ném) der Energie E,;.

(1) Gib unter alleiniger Verwendung des Wigner/Eckart-Theorems die Beziehung
zwischen den Matrixelementen (n'f'm’| F ‘”\ﬂ/%y |ndm) und (n'f'm’|z|ném) an.

(2) Unter welchen Bedingungen verschwinden die Matrixelemente nicht?

(3) Wiederhole die Diskussion mit Wellenfunktionen (7)) = Ry (1) Yem (9, ©).

3
(4) Betrachte M,,, = (n\ﬁhn) fiir konstantes @, wobei |m) und |n) Coulombei-
1

F—a

genfunktionen sind. Welche Multipolterme von i konnen zu M,,,, beitragen?

(10 Punkte)

Quadrupolmoment
(1) Schreibe zy, zz, 22 — y? als Komponenten eines spharischen Tensors mit Rang 2.
(2) Der Erwartungswert Q = e(5j|32%2 — r2|jj) heilt Quadrupolmoment. Berechne
e(jm'|z? — y?|5j), ausgedriickt durch @ und Clebsch/Gordan-Koeffizienten.
(6 Punkte)

Weitere Operatoren beim Schwingermodell des Drehimpulses

Beim Schwingermodell aus der Vorlesung betrachtet man zwei Paare Leiteroperatoren

a,a™ und b, b, die wechselseitig kommutieren. Dann erfiillen J, = ha*b, J_ = hbta,

J3 = h(a*a — b™b) die Drehimpulsalgebra. Diskutiere die physikalische Bedeutung

von K, = a*h™ und K_ = ab. Welche Matrixelemente von Ky verschwinden nicht?
(4 Punkte)



