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Erste Schritte in der QFT 30. und 31. Januar 2003

DAS KOMPLEXE KLEIN-GORDON-FELD

In der Vorlesung haben wir das reelle Klein-Gordon-Felddgtet, das spinlose Teilchen ohne elektrische Ladung
beschreibt. Ein reelles Klein-Gordon-Feld hat die Modéwerklung

dgk 1 ik-x + —ik-x
b(x, t) = / B T (e (e )
wobei die zueinander konjugierten Erzeuger- und Vernicimieratoren die kanonischen Vertauschungsrelationen
[a(k),at (k")] = 6 (k — k') erfilllen (alle anderen Kommutatoren verschwinden). Biotses Feld ist die quan-
tisierte Losung der Klein-Gordon-Gleichung, die man adsvBgungsgleichung der rellen Lagrange-Dichte

L=5:((0-ne)(0"9) —m?¢?) :

DN | =

erhalt (hier bereits in Normalordnung geschrieben). [2edle Feldy ist selbstadjungierip™ = ¢, und hat den
kanonisch konjugierten Impulgxz) = ¢(x). Dieses Feld kann kanonisch quantisiert werden, was dierkschen
Vertauschungsrege[p(x, t), 7(x’, t)] = i6®) (x — x') liefert.

Lagrange-Dichte. Beim komplexen Klein-Gordon-Feld muss man als von¢ unabhangiges Feld betrachten. Eine
mogliche Lagrange-Dichte ist dann

£=: ((0u61)(0"6) — m’679) : .

Damit ergeben sich die Bewegungsgleichungen
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Die konjugierten Felder sind natiirlie(z) = 53555 = 0°¢" = ¢ () undn ™ (2) = 5 = 8% = ¢(a).

Ladung. Die Lagrange-Dichte ist im Grunde eine Sesquilinearfornp iand ¢™. Sie ist invariant unter Eichtransfor-
mationen der ersten Art, d.h. unter globalen Eichungen demk(z) — ¢'(x) = P¢(z) = (1 + i\)¢(z) fur
beliebiges reelles, wobei die Naherung naturlich nur fur kleihg glltig ist. Fur das hermitesch konjugierte Feld
gilt entsprechend™ (z) — ¢t'(z) = “P¢t(z) ~ (1 —i\)¢T(z). Setzt man diese Transformation dhein,
so sieht man leicht ein, dass si¢hnicht andert. Die zugehorige Variation venist naturlichdg(xz) = ixg(x)
und ¢t (z) = —id¢t(z). Es sei bemerkt, dass Eichtransformationen erster Arttnich den Koordinaten
abhangen, so dass die totale Variatiarz) = d¢(z) + 0,0(z)dz* + O(62) der Felder einfach gegebenm ist
alsdg(x) = 6¢(x) unddpt (z) = st (x).

Wie lautet nun die zu dieser Symmetrie der Lagrange-Dicabégende ErhaltungsgrofRe? Diese finden wir
mit dem Energie-Impuls-Tensor

_ oL, o
— 9(0u9) 9(0u9™)

der die Antwort des Systems auf allgemeine Transformatial®e generalisierten Koordinaten (hier der Felder)
darstellt. Dieser Tensor ist erhlaten, d.h. er erfillt d@ntinuitatsgleichung, 7** = 0, was besagt, dass die
Lagrange-Dichte invariant unter einer Reparametrisigmer generalisierten Koordinaten ist. Erfullt nun ein be-
liebiger Vier-Vektorg” (¢(x), 0, ¢(x), . . .) eine Kontinuitatsgleichung, g* = 0, so folgt unter der Annahme, dass
alle GroRRen, von dengyt* direkt abhangt (hier wieder die Felder und ggfls. ihre Ahltegen), geniigend schnell
fur gro3e Argumente abfallen, dass

T+ 8V¢+ _ WHVE ,

Q1) = / Bag($(x,1), Byd(x. 1), .

eine Erhaltungsgrofe ist. Unsere Annahme stellt siclass KBeine Randterme bei der Umformung des Volumenin-
tegrals Uiber die Divergenz der Grof3e in ein Oberflachegial auftreten. Benutzt wird hier das allgemiene Stoke’s



Theorem, [, d*zd,g" = 0 = [, do,g", wobeido, ein Oberflachenelement bezeichnet, das senkrecht auf der
Tangentialebene an die Oberflache steht und nach auRem weis
Wir finden nun allgemein ErhaltungsgroRen einer LagraiuelL (¢, ¢, 0, ¢, 0, ¢T, . ..) mit Hilfe des

Noether-Theorems. Dies besagt in unserer Notation, das#fé totale Variationg, 56T, die die Lagrange-Dichte
invariant laf3t, die zugehorige ErhaltungsgrofRe gegétials

oL - oL .
- 6 + 5 + - THV(S.TV .
" 50,0 " 90,07
Fur unsere oben gegebene Eichinvarianz erster Art folgitda
oL oL oL oL
"o M)+ —25 (Cirgt m( _ )
9 56,0 ) T 86,01 ) X 50,9 ° 86,00

Die Nullkomponente ist dann nichts anderes als der uns \eshltnte Ausdruck® = i(r¢ — 7+¢*) der La-
dungsdichte, und somit ist die Ladu@y= —iq [ d®z(w¢ — 7T ¢™) erhalten.

K anonische Quantisierung. Dar = ¢+ undxt = ¢ ist, lauten die kanonischen Vertauschungsregeln entsenec
[D(x, 1), o7 (X, 1)] = [ (X, 1), p(X', )] = i6®) (x — x'), und alle anderen Kommutatoren rit= ¢ verschwinden
(sogenanntequal-time commutatoysDie Modenentwicklung der Felder und ¢™ zerlegt sich wie tblich in
einen Anteil positiver Frequenzen und einen Anteil negatirequenzen. Fir den Fall endlichen Volumens ergibt
sich

1 . R
(b(‘r) = ¢(+)(‘T) + (b(i)(x) = g 7% (af:r)e*lk'z +G£( )+elk~m) 7

¢t (z) = ¢>(+)+(~’C) +¢(7)+(:c) = Z 21%0 (al((_)e*ikw _|_a§(+)+eik-m) .
kK V

Die Vertauschungsrelationen fur die zwei Sorten von Egeeuund Vernichteroperatoren sn{m:{f), afj) ]

o (ot . . . .
[a( ),af(,) | = dxx, wobei wieder alle anderen Kommutatoren verschwindensgathend haben wir zwei

+ - Ot (- _ _ ,
Satze von Besetzungszahloperatoréfi,) = aff) aff) unlei ) = af( ) al(( ). Das Vakuum ist der eindeutige,

normierte Zustan¢D) mit der Eigenschaf&fj)|()> = af:)|0> = 0 V k. Diese Aussage ist natirlich aquivalent zu
der Aussage, dass die Wirkung des positiven Frequenzauateil Feldoperatoren das Vakuum annihiliert, d.h.
»H) (2)]0) = (¢1)H)(2)]|0) = 0 V x. Ausgedriicktin den Moden ergibt sich fur den Vierer-lrgpu

Pr=3 "k (NP + N
k
Fur die oben eingefuhrte Ladung hingegen ergibt sich
+ —
Q=0X (N N0
k

so dass also Moden zu positiven Frequenzen positiv zur lgataitragen, und Moden zu negativen Frequenzen
entsprechend negativ. Der Vollstandigkeit halber sehrd®r zugehorige erhaltene Strom erwalititz) = —iq :
((0*¢T)p — (O#p)9™) :, fur den ,wie bei der Betrachtung der Klein-Gordon-Gleich als relativistische Ein-
Teilchen-Gleichung gehali,, j* = 0 gilt.

DAS ELEKTROMAGNETISCHEFELD

In der Vorlesung haben wir ausschlief3lich Teilchen betetcllie eine nicht verschwindende Ruhemasse besit-
zen. Im Handout VIII haben wir gesehen, dass masseloseh@aileinige Komplikationen mit sich bringen. Der
zusatzliche Freiheitsgrad, der bei ihnen auftrat, selie Eichfreiheit dar, die lokale Eichtransformationen ge
stattet. Leider fuhrt dies bei der Quantisierung solcteldér (fur Spins > 1) zu einem schwierigen Problem,
dessen genau Analyse einer Vorlesung in Quantenfeld&hearibehalten bleiben muss. Einfach gesagt lassen sich
kanonische Quantisierung und die Wabhl einer Eichung, zBQbulomb-Eichung des Vektorpotentials des elek-
tromagnetischen Feldes, nicht in Einklang bringen. Diel@mb-EichungV - A wird gerne in der klassischen



Elektrodynamik verwendet. Die Bewegungsgleichung ladgét’ A* = j#. Ist kein Strom vorhanden# = 0, so
lautet die freie Losung

Z Z \/W (Eﬁ,kak)\eiik.z + (Eﬁ,A)*alt,Aeikhm) )

k A==

wobei die Bedingungek - €, , = 0, ¢;, = 0unde, , - € ,, = d, , erfillt sein mussen. Das Auftreten
der Polarlsatlonsrlchtungensowm des HeI|Z|tatsfre|heltsgradasst eine Konsequenz der Darstellungstheorie
der Lorentzgruppe im Falle masseloser Teilchen. Man kartnlsicht davon iberzeugen, dass der Versuch der
kanonischen Quantisierunfd” (x, t), AL(x’, )] = i6®)(x — x’) im Widerspruch zur Coulomb-Eichurig, A*
steht, sowie zu der Maxwell-Gleichudg E* = 0, da bekanntlichi* = E* ist.

Lagrange-Dichte. Die Maxwell-Gleichungen fur das elektromagnetische Feglelyeben durch den Feldstarketensor
Frv = g¥A* — 9* AY, lauten einfachd, F* = j* und O)F* + OHFY* + 9¥FM = (. Die inhomogene
Maxwell-Gleichung fuhrt zur Bewegungsgleichung fur d@ktorpotentiald#, namlich der aus Theorie | hoffent-
lich noch bekannten d’Alembert-Gleichungo, A* — 0*0, A¥ = j#. Bekanntermassen ist das Vierer-Potential
als Losung dieser Gleichung nicht eindeutig bestimmtdsom nur bis auf EichungeA* — A" = A* 4 9# )
fur eine beliebige skalare Funktiorx).

Eine Lagrange-Dichte fur das elektromagnetische Felodspielsweise gegeben durch
1
L= _ZF’“’FW — JuA".

Die Euler-Lagrange-Gleichung bezugliett liefert genau die inhomogene Maxwell-GLeichung. Inteagssr-
weise ist die zweite Maxwell-Gleichung automatisch dtfillenn manF#* wie oben gegeben durch das Vek-
torpotential ausdriickt. Das kanonisch konjugierte Feldi# ist II* = —F#9, Wir sehen hier gleich wieder ein
Problem auftreten, denn der zi? knjugierte Impuls isf1® = F° = 0, wahrend die raumlichen Komponenten
II* = —F* = E* sind. Das Verschwinden der zeitlichen Komponente ist eiteeHinweis, dass die kanonische
Quantisierung des Feldeg* so nicht funktionieren kann, da wir sie offensichtlich riéilr die Null-Komponente
anwenden konnen.

Die Lagrange-Diche selbst ist nicht eindeutig. So fuhst zlie alternative Wahl
L = —%(&,AH)(B”A“) — JuA*

auf die Wellengleichung in Lorentz-Eichung. Die BeweguglgiEhung ist namlictd” 9, A* = j#, und der kano-
nisch konjugierte Impuls ergibt sich mit dieser Wahllzfi = —9° A* = — A#. Diese Bewegungsgleichung ist nur
dann mit der oben gefundenen identisch, wenn wir fur dasritiai die Lorentz-Eichung,, A* = 0 wahlen.
Die beiden Lagrange-Dichten unterscheiden sich namletag durch einen Term, der die Eichung festlagt,
—1(0xAM)?, dennLy = —1F,, F — 1(9,A)? — j, A" Dies nennt man auch Eichfixierung.

Quantisierung. Wir beginnen zunachst mit dem freien elektromagnetisétedd, also mit dem Fall, dass keine Strome
vorliegen,j* = 0. Die Lagrange-Dichte nimmt dann die wohlbekannte Fdre —%F*“’FW = %(E2 —B?%) an,
was uns via der Legendre-Transformation zu der Hamiltoch®iH = 1% A;, — £ = 3(E* + B?) bringt.

Die Quantisierung wird mit bosonischen Vernichtern undeligern gemacht, da wir entweder mit dem
Spin-Statistik-Theorem wissen, dass Teilchen mit Spis 8osonen sind, oder es aus der strikten Glltigkeit des
Planckschen Strahlungsgesetzes folgern konnen. Daeali®ektorerk, ex 1 undey _ alle senkrecht aufeinander
stehen, ergibt sich fir den Hamilton-Operator

H, = Z K| :‘II,,\ak,A: )

k,\

wobei wir bereits normalgeordnet haben. Die Kommutatored [&, ,,a;, ,,] = dx 0 i, alle anderen Kom-
mutatoren verschwinden. Ohne genauere Rechnung gebemsviErdebnis fir den Kommutator des Feldes mit
seinem kanonisch konjugiertem an:

- . i kI k! ~ / ~ / 970"
[A7(x, 1), Al (X/, £)] = _%1 Z <5Jl k2 > (elk(xfx ) 4 eik(x—x )) <5Jl o2 ) 5(x — X/) '
k

Der letzte Ausdruck ist symbolisch zu verstehen, und ineotwlen uns noch nicht bekannten Propagator des Pho-
tons. Wir sehen aber bereits hier, dass das Be¢lkeine kanonischen Vertauschungsregeln erfullt, obwadhl w



fur die Erzeuger und Vernichter der Photonen-Quantenutidichien Ansatz gemacht haben. Die anderen Kom-
mutatoren verschwinden wierder alle, alstf (x, ), A*(x',t)] = [A7(x,t), A (X', t)] = 0. Diese Quantisierung
hangt leider von der Wahl der Eichung ab! Die hier angegebé&tesultate stimmen fur Coulomb-Eichung. Gluck-
licherweise sind aber die Kommutatoren fur die Fel@emdB unabhangig von der Eichung. Es ergeben sich mit
E = —A undB = rot A die Regeln

[E7(x,t), EY(X,t)] [BY(x,t), B(X',t)] = 0,
[E7(x,£), B(X,t)] = ie7™0,6®) (x — X).

Diese Kommutatoren sind auch lokal, wahrend im Kommutdesr Vektorpotentials der nicht-lokale Te it 2
auftritt. Wir erhalten in Normalordnung fiir den Hamiltaimd den Impulsoperator

1
H = §/d3x:(E2+82): = Y Klag, .
k,\
P = /d?’x:ExB: = Zka;)\ak)\.
k,\

Propagator. Wir definieren den Propagator gleich als Feynmann-Propaghh. als Vakuumerwartungswert (bzw. Kor-
relationsfunktion) des zeitgeordneten Produkts:

D (2 — o) = (0|T (4" () A" (2'))]0).

Der Propagator muss lorentz-kovariant sein (er muss eiadfeaweiter Stufe bezuglich der Lorentz-Gruppe sein)
und darf Lokalitat nicht verletzen. Letztere Eigenschmafiss auch fur beliebig kleine Abstande gelten, was man
auchMikro-Kausalifit nennt. Die physikalische Aussage ist die, dass durch degmaBedor keine Informationen
mit Uberlichtgeschwindigkeit transportiert werden, d.h.dee] deren Abstand raumlich voneinander sind, diirfen
sich nicht beeinflussen. Die allgemeinen Symmetrien legearmmen mit der Mikro-Kausalitat die Abhangigkeit
des Propagators von seinem Argument@t! (z) kann in Wirklichkeit nur von(z)? abhangen, also einer strikt
lorentz-invarianten Grof3e. Die allgemeinste Form, dieRtepagator annehmen kann, ist

DY (z) = n** DO (2?) — 99" DW(2?), baw. DY'(k) =" DO (k?) — k*k* DO (k?), (%)

wobei die zweite Gleichung fir den Impulsraum gilt. In koetien Rechnungen kann der Photonen-Propagator
nur in der Kombinatiory,, D% j,, auftreten, wobei die Stromdichtgre.B. Elektron-Positron-Stromdichten sind.
Physikalisch sagt dies, dass Photonen eine Emissionsqurall eine Absorptionssenke haben miissen, also nicht
einfach so aus dem nichts kommen konnen. Aufgrund der Streatungd*j,, = 0, im Impulsraum alsckl‘ju =

0, andern sich physikalische Ergebnisse nicht, wenn dqra%;;:ﬂxorbgi”(k) durch

Dy (k) — D’ (k) + X" (k)K" + x" (k)K" ()

ersetzt wird, wobei dig* (k) beliebige Funktionen voh sind. Diese Eigenschaft ist sehr wichtig, da namlich die
Fixierung auf eine bestimmte Eichung die schone lorentzakiante Forn{x) des PropagatorB’.’ (z) zerstort.
Stattdessen bekommt man einen Asudruck der Fes), die physikalischen Ergebnisse bleiben aber natirlich
unverandert. Die Umeichung v{ax) kann man nach Geschmack und Bequemlichkeit durchfuhrehwir wer-
den im folgenden wieder alles auf die Coulomb-Eichung tiestie Da der Propagat(b};i”(k) der inhomogenen
d’Alambert-Gleichung fur eine vierdimensionale Punletieis) (z) geniigen muss, mud3(©® (k2) « % sein.
Man kann die meisten Relationen von den Klein-Gordon Prafmagn iibernehmen, wenn man einfach die Pola-
risationsvektoren fir das elektromagnetische Feld himamt. Mit der zusatzlichen DefinitiotD!” (z — z') =
(0|A* () A¥ (2)]0) findet man

i 3
Di(z) = F5 / Ok ||1| Z €k, A€ Kxepkz
D’ (x) ot — )D‘“’( )—9( —t)D" (x)

d3k 1 ik ’ 0 s /
— : _ —ik-(z—a") /O 0\, +ik-(z—z ))
/ 2 K] E €l A Ele,\ ( (2% — o )e +6(z x)e

4 e ik (z (z—z")
A (k) ————
(k) k3 +ie

- shi% (2m)*

AM(R) = ) eacion-

A

)



Der Polarisations“tensor” hat die Komponent&t = A0 = A% = 0 und A/ = §7! — ’(“;;ﬁ Dies ist allerdings
kein lorentz-kovarianter Tensor, wie wir gleich sehen veerd

Es gibt mit diesem Propagator ein kleines Problem. In Cobl@tithung besitzt die zeitliche Komponente
A des Vektorpotentials keinen konjugierten Impuls. Der iesér Eichung erhaltene Propagator ist auch so nicht
lorentz-kovariant. Man kann den Polarisationstensor nifeldles Vektorsn* = (1,0,0,0) umschreiben in die
Form
kFEY — (k- n)(ntkY + kFnY) (k)*ntnv

(k- n)? — (k)2 (k- n)? — (k)2

Der mittlere Beitrag ist genau von der Form(irx), die also ohne Einfluss auf die physikalisch messbaren&®rof
ist und daher weggelassen werden kann. Der erste Term ésttiokovariant, der dritte Term fuhrt hingegen im
Feynmann-Propagator zu einem Beitrag

d4k i k2 d3k efik-(zfz’) 0 0 nkn?
Ii —ik-(z—2x") ntn? = infn? / 5 0_ ./ — i 0_ ../ )
li%/ 2m)i° rrel " T | g e e e = =) e

e ——

Es tritt also eine instantane Coulomb-Wechselwirkung &idls ist naturlich nicht lorentz-kovariant. Allerdings
stellt sich heraus, dass dieser Term sich in konkreten Rexjen in der Storungstheorie genau mit der durch die
Coulomb-Eichung bedingten Coulomb-Wechselwirkung wéghe

Transversale Photonen. Um dies etwas genauer zu sehen, betrachten wir noch einmdladjrange-Dichtel =
—iFWFl“’ — JuAt = %(E2 - B? - JuA*. Wir zerlegen nun das elektrische Feld in einen longitudimand
einen transversalen Antelf, = E#1¢ 1 E°"8 wobeiE'""s = —A undE*"8 = —V A0 ist. Einsetzen und Aus-
multiplizieren fiihrt zu einem gemischten Term, der abesglewindet, d>x E"*™ - E'"¢ = [ 3z A- VA =0,
wie man durch partielle Integration und unter verwendenGaulomb-Eichungv - A = 0 schnell sieht. Die
Lagrange-Dichte ist damit aquivalent zu

1 - trans .
L= ((A™")2 4 (E5)2 = (V x A)) = j A"
Der konjugierte Impuls des elektromagnetischen Potenfidbt damitII**»»s = —A, und die Hamilton-Dichte

demnach . ) )
H = HV +Hint _ §(Htra5)2 4 §(v % A)2 _ 5(Elong)Q +jHAH-

Die zwei ersten Terme sind genau die Hamitlon-Dictedes Strahlungsfeldes, wie wir sie zuvor erhalten hatten,
wahrend der restliche Antel;,; = —%(El‘)’“g)2 + ju. A" ein Wechselwirkungsterm ist. Es ist nun sinnvoll, von
dieser Wechselwirkung einen Anteil abzuspalten, nandes der reinen Coulomb-Wechselwirkung:

1 : .
HCoul - _§(Elong)2 + .]OAO .

Berechnet man namlich von dieser Dichte den Hamilton-@pedurch raumliche Integration, so findet man

1 1
Hoom = /d%HCO,ﬂ = /d% <——(VA°)2 +j0A0) = /d% (EAOVQAO +j0A°)
1 : jo(X: t)jo(X',t)
- = d3 AO — /d3 /d3 /
2 / o CAmlx—x

also genau die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Lastliolgtenjo (X, t). Also nimmt die gesamte Wech-
selwirkung die Form

Hine = Heooul — /d?’l'j(x,t) . A(X,t)

an. Der Propagator dév;’ () transveralen Photonen ist zusammen mit der Coulomb-Werwinlseng aquivalent
zu dem folgendekovariantenPropagator:

d4k efik-z
1124 MV
Dy (z) = —n ;grg)/ e rie (%% %)

Was ist genau passiert? Wir haben die Coulomb-Eichunglgiévii der wir als dynamische Freiheitsgrade zu je-
dem Wellenzahlvektor zwei transversale Photonen erhéiltegr die Polarisationsrichtungen), und zusatzlicke ein
instantane Coulomb-Wechselwirkung. Diese beiden filr gaveils allein genommen nicht kovarianten Anteile
lassen sich zu einem kovarianten Propagéter«) zusammenfassen. Hatten wir statt dessen die Lorenta:fgih



verwendet, hatten wir volle vier Photonen erhalten, dieaurch gleich den kovarianten Propagator ergeben hatten.
Allerdings miissen wir in der Lorentz-Eichung in Kauf nelm@ass wir ein longitudinales und ein skalare Photon
zusatzlich zu den beiden transversalen Photonen erhBliese beiden Photonen sind insofern unphysikalisch, da
sie keinen Beitrag zu physikalisch beobachtbaren Obsknvdiefern, aul3er der Coulomb-Wechselwirkung, die
genau durch diese Quanten vermittelt wird.

Wir sehen hier, dass die korrekte Beschreibung masselasantén aufgrund der speziellen Darstellung
der Lorentz-Gruppe in diesem Fall kiinstliche zusatdiEheiheitsgrade mit sich bringt, die man entweder durch
Eichung eliminieren muss (was im allgemeinen die Kovarizerstort) oder fiir die man sicherstellen muss, dass
sie keine physikalischen Konsequenzen haben. Eine ekegéinglichkeit letzteres zu tun wurde von Gupta und
Bleuler entwickelt, und sollte in jeder guten Vorlesung Qurantenfeldtheorie behandelt werden. Uns fehlt hierfur
leider der notwendige Platz 7))

Kovariante Quantisierung. Wir wollen aber wenigstens kurz die kovariante Quantisigr{also die in Lorentz-Eichung)
skizzieren. Die Lagrange-Diche ist nin, = —1 (9, 4,,)(9"uA*) — j, A" mit den kanonischen Impulséff, =
— A*. Die daraus resultierende Feldgleichung ist, wie schoagies, ud” A*(x) = j*(x), die nur dann aquiva-
lent zu den Maxwell-Gleichungen ist, wenn das Viererpogtulie Lorentz-Eichung),, A*(z) = 0 erflllt. Die
allgemeinste Losung der freien Gleichun¢ & 0) erhalt man wie tGiblich durch Superposition, wobei wir tee
positive und negative Frequenzanteile trennen:

At(@) = AP (@) + 4O (@) = Y @VIK)T (e (K)a, (e ™ + el (k)af (K)o ) .
k,r

Die vier Polarisationsvektoren erfullen die Giblichen Orthoditéats- und Vollstandigkeitsrelationen(k) e, (k) =
erp(K)e(K) = mps, 7,5 = 0,1,2,3,und>" n""e(K)el (k) = —n*¥. Es ist oft sinnvoll, die Polarisationsvektoren
wie folgt zu wahlen (die unterschiedliche Notation sollfar, zwischen der Quantisierung in Coulomb-Eichung
und der in Lorentz-Eichung zu unterscheiden):

en(k) = n* = (1,0,0,0),
(k) = (0,ex4),

k) = (e ).

k) = (0,k).

Dann stehemy 1 wie gehabt senkrecht aufeinander und auctkalfan bezeichnet naheliegender Wei§ék ) als
longitudinale Polarisatior (k) mit » = 1,2 nach wie vor als transversale Polarisationen, ¢f{#) als skalare
oder zeitartige Polarisation. Alternativ kann auglk) = (k* — (k-n)n#)/+/(k - n)? — (k)? fur die longitudinale
Polarisation geschrieben werden. Die kovarianten gleitigen Vertauschungsregeln ergeben sich damit zu

[A(x, 1), A (X', 1)] = [A*(x, 1), A¥ (X', )] =0,  [A¥(x,t), AY (X, )] = —in"’ 6 (x — X').

Da diese Kommutatoren bis auf einen trivialen Vorfakjt¥ identisch zu denen des Klein-Gordon-Feldes sind,
kann man alle Resultate von dort direkt Ubernehmen. Daiiggrunterschied ist das umgekehrte Vorzeichen bei
der Null-Komponente. Es ergibt sich daher sofort

d*k

(2m)?

d4kefik~(mfm’)
k2 +1ie

[A“(x), AV(x/)] i'Duu(x _ ,TI) _ _nlw/ 6(k2)6(k0)e—ik»m ’

(0T (A" (2), A% ())[0) = iDW(x—a') = —in™ /

SchlieBlich folgen aus der Umkehrung der Superpositioikdiamutatoren der Erzeuger und Vernichter, namlich

[ar(k)vaj(k/)] = _nrsék,k’a
la;" (k),a (K')] = 0.
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Gupta-Bleuler. Sieht man sich die obigen Kommutatoren an, so sind offetigibldie raumlichen Komponentens =
1,2,3 ganz analog zum Klein-Gordon-Feld gegeben. Beim skalaheoR ¢ = 0) scheint hingegen die Rolle
von Erzeuger und Vernichter genau vertauscht zu sein.

Den Vakuum-Zustan{D) definieren wir wie ublich als den Zustand, der von allen Whtern annihiliert
wird, d.h.a,(k)|0) = 0 Vk undr = 0,1, 2, 3. Dies ist, wie beim Klein-Gordon-Feld, aquivalent zu derséage,



dass dewr positive Frequenzanteil des Feldes das Vakuuihilth A**)(z)|0) = 0 Vz. Ein Ein-Photonen-
Zustand ist dann allgemein gegeben |plss) = af(p)|0). Betrachten wir kurz den Hamilton-Operatdf: =

J &3z (H'Z(I)A#(ZC) - EL(:c)) :, der mit Einsetzen der Modenentwicklung die Form

H==3% |kln"a}(Ka, (k)

k,r

annimmt. Die Energie ist nun trotz des unterschiedlicherz&ehens der Null-Komponente®® = —1, posi-
tiv definit, weil dieses Vorzeichen durch das entsprech&fieeichen in der Vertauschungsregel gerade wieder
aufgehoben wird. In der Tat gilt

Hlp,s) = = > [KIn"a} (K)a, (K)af (p)|0) = |plaf(p)l0) > 0, s=0,1,2,3.
k,r
Daher definiert man auch den Besetzungszahloperator eobsprd alsV, x = —n,-a;" (k)a, (k), wobei keine

Summe Uber impliziert ist.

Zwar ist die Energie positiv definit, aber man hat nun ein aesi®roblem. Die Norm der Zustande ist
namlich nun

(p, slp, s) = (Ola, (p)af (p)|0) = —7ss(0]0) = —7ss -

Die Norm des skalaren Photons ist also negativ! Genauer ikeamzeigen, dass die Norm jedes Zustands mit ei-
ner ungeraden Anzahl skalarer Photonen negativ ist. Sdlgstnde negativer Norm sind unphysikalisch. Gerettet
werden wir dadurch, dass in der Tat die Lorentz-Eichung diéekEder skalaren Photonen aus allen physikali-

schen GroRen eliminiert. Die skalaren Photonen ergebeticli zusammen mit den longitudinalen lediglich die

Coulomb-Wechselwirkung zwischen den geladenen Teilctienals Quellen (und Senken) des elektromagneti-
schen Feldes auftreten.

Wir schon erwahnt, miissen wir die Lorentz-Bedinung noch Mand erfilllen, damit die so quantisier-
te Theorie Uberhaupt den Maxwell-Gleichungen genugtiier tritt gleich ein weiteres Problem auf. In der
quantisierten Theorie ist es gar nicht moglich, die LazeBédingung), A* () = 0 als Operatoridentitat fur den
Feldoperato# (x) zu fordern. Taten wir es namlich, so wiirde mit dem Komnuartgd# (x), A¥ (z')] folgen, dass

[0, A" (z), AY (2)] = 10, D" (z — ')

verschwinden musste. Das steht aber im Widerspruch zuemssbigen Resulat. fib%’ (z — 2').

Der Ausweg von Gupta und Bleuler ist nun, die Lorentz-Bedirgynicht als Operator-Identitat zu for-
dern, sondern lediglich fur Erwartungswerte. Man eliraihim Hilbertraum alle die Zustande, die die Lorentz-
Bedingung nicht erfullen. Diphysikalischen Zuahde| V) sind gegeben durch die Bedingung

8, A ) ()| W) = 0. (GP)

Man beachte, dass hier lediglich der positive Frequeniates Feldes involviert ist. Selbst auf Zustanden kann
die volle Lorentz-Eichung (fir das ganze Fel#) nicht ohne Widerspriiche gefordert werden. Aus dieser Be-
dingung folgt offensichtlich auchI/|8#A*‘(*>(:c) = 0 und damit(¥|0,, A" (z)|¥) = 0. Die obige Bedingung ist
gerade hinreichend, um die Lorentz-Eichung fur Erwartuveyte zu erzwingen. Dies garantiert, dass die Maxwell-
Gleichungen im klassischen Grenzfall erfullt sind. LdeeRichung ist also nur in Erwartungswerten erfillt, rich
fur die Operatoren selbst. Diese sogenannte Nebenbewin@iP) hat nur auf die skalaren und longitudina-
len Photonen eine Auswirkung, da die Polariosationsvektder transversalen Photonen kigfenkrecht stehen.
Setzt man die Modenentwicklung ein, so lautet die Nebemgotig

(a3(k) — ao(k)) [¥) = 0

fur allek. Dies bedeutet eine Einschrankung der FreiheitsgrageABiegungen der skalaren und der longitudina-
len Photonen sind bei physikalischen Zustanden nichthiadig von einander. Fal|¥) diese Bedingungerfillt,
so sieht man, dass der Anteil des Erwartungswertes des tédar@iperators fur skalare und longitudinale Photonen
gerade verschwindet:

(Tlag (k)az(k) — ag (k)ag(k)|¥) (Tlag (k)ag(k) — ag (K)ag(k) — ag (K)(az(k) — ag(k))|P)
= (W(aF (k) — ag (k))as(K)|©)
= 0.



Also gilt mit der Formel fir den ganzen Hanilton-Operatokovarianter Quantisierung, dass zum Erwartungswert

(IH|0) = (2D > Ko (K)a, (k) ¥)

k r=1,2

nur die beiden transversalen Photonen beitragen. Dieaugh fiir andere physikalische Observablen Rignd

J. Es treten somit bei freien Feldern in den tatsachlich bebtharen GrofRen nur die transversalen Photonen auf,
ganz so wie es bei der Coulomb-Eichung von vorneherein desE&ind keine Ladungen vorhanden, so fuhrt die
Anregung von skalaren und longitudinalen Photonen, wearN@éibenbedingun@GP) beachtet wird, zu keinen
beobachtbaren Konsequenzen. Genauer kann man zeigerdiel@swegung derartiger Photonen nur zu einewr
Umeichung des Feldes fuhrt, die nach wie vor der Lorenthiing gentigt. Als Vakuumzustand verwendet kann
man daher weiter die einfachste Wahl verwenden, namlichZidestand, in dem keine Photonenzustande besetzt
sind.

Sind Ladungen vorhanden, so liefern die skalaren und lodgialen Photonen gerade die Coulomb-Wech-
selwirkung zwischen diesen Ladungen. Sie treten als Vietdeilchen in den Zwischenzustanden auf. In der
Sprache der Feynmann-Diagramme heif3t dies, dass skalddengitudinale Photonen, wenn Gberhaupt, nur in
inneren Linien auftreten kdnnen. In den Anfangz- und Estimden hingegen (den aufReren Linien) kdnnen jedoch
lediglich transversale Photonen auftreten.

Feynmann-Propagator. Ganz zum Schluss sei noch kurz der Feynmann-PropagatoitidiskMit der Identitat
==Y e (ke

kann man mit unserer speziellen Wahl der Polarisationsveltden Feynmann-Propagatro im Impulsraum auch
so schreiben:

1
k2 +ie

m v (kﬂ - (k ) n)nﬂ)(k’/ - (k ) n)nu) oV
3 e ) + e - ] |

r=1,2

Dy (k) =

Der Propagator zerfallt demnach in drei Terme. Der ersten®&ellt den Austausch von transversalen Photonen
dar,

1
1324 — 1 v
DFtrans(k) k2 +ie T;Q €r (k)er (k) .

Der zweite und dritte Term kdnnen noch etwas umsortiertiererso dass sie die folgende Form annehmen

) LT k)P n'n”
Fv k _ pov| — 27
F,Coul( ) k2 +ie [(k . n)2 - (k)2 " ] k* 7
. 1 [kk” — (k- n)(k*n” +n"k")
Dy (k) =
F,red( ) k2 +ie |: (k . TL)2 - (k)2

Der Propagator- AnteiDF trans (k) Stellt die instantane Coulomb-Wechselwirkung dar. Im @us lautet dieser
Anteil s 0
d’kdk® . 1 1
DKV — RV —ikx_~ _ p0,00 5 0 )
Frans(®) = 1 / et k2 — T 4] («”)

Der Austausch von longitudinalen und skalaren Photonebtesgmit gerade die Coulomb-Wechselwirkung zwi-
schen den Ladungen, die ja ansonsten nicht explizit in deofié auftritt. Der AntellDF " .q(k) des Propagators
liefert keinen physikalischen Beitrag. Solche Terme trétiters in Propagatoren auf, und heiRen aus diesem Grund
redundante Terme. Dies liegt wieder daran, dass der Pragaga zwischen Ladungsstromen auftritt,

[dte [ @t iD@py @ - i@ ) = [atkiO mpE i @),

die Stromdichten aber erhalten sird),j* (z) = j*(k)k* = 0. Dain ﬁ;ﬁed(k) alle Terme proportional z&*
bzw. k" sind, tragt dieser Term aufgrund der Stromerhaltung eibkt.



