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DICHTE DER ENDZUSTANDE

In der Vorlesung wurden im Rahmen der zeitabhangigerugtstheorie der Photo-Effekt behandelt. Dies ist ein
Beispiel, bei dem man sehr genau die Dichte der auslaufendsténde iny(E) bestimmen muf}, zumal man im
allgemeinen weitere Einschrankungen an die Endzustidatdén dem gegebenen Beispiel ist dies die Richtoing
des auslaufenden Impulspsdie durch den Ort des Detektors festgelegt wird. Der Betrdgs Impulses legt die
Energie fest. Wir wollen also die Dichte der Zustandg {i, p) bestimmen.

Ebene Wellen im Kasten. Die Dichte u(E)dFE, bzw. genauepn(E, p)dEdS?, ebener Wellen mit Energie im Intervall
(E,E + dE) und Ausbreitungsrichtung im Raumwinkéf? ist nicht so einfach zu bestimmen, da die Varia-
blen E, p kontinuierlich sind. Das Problem laf3t sich vereinfacheenn man zunachst das Problem im endlichen
wirfelformigen Kasten der Kantenlangebetrachtet, und am Schluf? den Limees— oo nimmt, um den kontinu-
ierlichen Fall zuriickzuerhalten. Im endlichen Kastersedin die ebenen Wellen periodischen Randbedingungen
genugen. Mip = ik nehmen die Wellenfunktionen daher die Form
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an. Die erlaubten Werte fur die Komponentén, &, k) sind offensichtlich
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Im LimesL — oo gehen dig; in kontinuierliche Variablen tiber, wie wir es haben wollBas Problem, die Dichte
w(E, p) zu bestimmen, reduziert sich damit auf das Abzéhlen detéfde, die durch Punkie = (n,,n,,n,)
eines drei-dimensionalen Gitters gegeben sind. Dazu dedimiwir noch die Lange eines solchen Gittervektors
ganz normal al®? = n? = n2 + nz + n2. Diese Lange: (nicht die einzelnem; Komponenten!!) kann fir

L — oo in guter Naherunge ebenfalls als kontinuierliche Vagaahgesehen werden. Wir betrachten nun ein
kleines Volumenelement im Gitterraum, charakterisiedwudah, dass die Lange des Gittervektors im Intervall
(n,n + dn) liegen soll und seine Richturfge d2 in einem kleinen Raumwinkel liegen soll.
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Dieses Volumenelement hat das Volundn = n2dndf). Die Energie eines Endzustandes ist dyschlso durch
k und damit durcm gegeben, namlich fur Elektronen mit Massag als
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Desweiteren ist die Richtung des radialen Vektors im G#iem per constructionem mit der Richtung des Im-
pulses des Endzustandes identisch, kl.k: A. Wenn wir noch beachten, da%% = % ist, so kbnnen wir das
Volumenelemend V' leicht in den Variabler! undk ausdriicken: '
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Dieses Volumenelement st nichts anderes als das gesucfile F, wobei wir genau einen Zustand pro Einheits-
volumen(2rh)~3d3xd3p im Phasenraum nehmen. Wir erinnern uns noch an die Formelefti Wirkungsquer-
schnitt fir die Absorption eines Photons der EnefgiePolarisatiore und Ausbreitungsrichtung L e,
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wobei wir o = e%/(hc) ~ 1/137 gesetzt haben. Damit ergibt sich der differentielle Wirgsquerschnitt einfach
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Ausrechnen fur K-Schalen Elektron. Wir wollen das fur den Ausstol einés-Schalen Elektrons genauer ausrechnen.
Fur dasK-Schalen Elektron isti) im wesentlichen durch die Grundzustandswellenfunktioregiwasserstoff-
artigen Atoms gegeben, wobei der Bohr'sche Radius einfacbhthy — a¢/Z ersetzt wird, wenn das Atom
Kernladungszah¥ besitzt. Das Matrixelement ergibt sich damit zu
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wobei wirp = —ihV eingesetzt haben. Partielle Integration bringt 8&®perator auf die linke Seite des Inte-
granden. D& auf2 senkrecht steht, ist

é- (vei%@'x)) —0.

Im verbleibenden Term ergibt, wirkend aufe~<*, einfach einen Faktorik, der aus dem Integral herausgezo-
gen werden kann. Alles, was dann noch da steht, ist einfackalirier-Transformierte beziiglich der Variablen
q = k — 2&. Man kann das weiter ausrechnen und erhalt schlief3lich
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Den Impulsubertrag mit man im allgemeinen nicht direkt, sondern man mif3t drewtinkel ¢, 6, die das
betrachtete Raumwinkelelemed® charakterisieren. Wahlt man das Koordinatensystem se,invider unten-
stehenden Figur, so ergibt si¢h - k)> = k2sin® 60 cos® ¢ und¢> = k? — 2k% cos 6 + (%)2 womit sich der
differentielle Streuquerschnitt duréhund ¢ ausdriicken laft.

DER WIRKUNGSQUERSCHNITT

Die Definition des Wirkungsquerschnittes ist in der Vorlegwetwas zu kurz gekommen. Anschaulich ist diese
Grol3e einfach wie folgt definiert: Geht man wieder von deu&ion aus, dass der Anfangszustand durch eine
ebene Welle gegeben ist, der Endzustand dann in einem RIBiexeich gesucht wird, der durch den Raumwinkel
dQ) charakterisiert wird, so stellt sich folgendes physildisFrage: Wird das Experiment sehr oft wiederholt, z.B.
weil der Anfangszustand ein steter Strom von einlaufendsicfien ist, allerdings so diinn, dass diese Teilchen
nicht untereinander wechselwirken, so interessiert mandafir, in welchem Verhaltnis der entsprechende Strom
durch die Detektorflachéos, zum einlaufenden Strom steht.

Definition des Streuquerschnittes.Es bezeichnd den Strom der einlaufenden Teilchen, also= |J| die Zahl der
einlaufenden Teilchen pro Zeit und pro Flacheneinheikssrht zur Einfallsrichtung. Dies nennt man eine Teil-
chenstromdichte. Man mif3t nun mit geeigneten Detektorerzdhl Ns der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel



d€2, charakterisiert durch dir Richturfg = (6, ¢), gestreuten Teilchen. Natirlich ist diese Zah) proportional
zuJ,
Ng = JX(Q)d2.

Der Proportionalitatsfaktor kann vom betrachteten Raunkelelement abhangen, was wir in der Notation kennt-
lich gemacht haben. In der Praxis der Nieder- und MittelgieeBtreuexperimente wird der Strahl einlaufender
Teilchen meist auf ein fixes Target gelenkt, das aus eindsegr@ahlN einzelner Atome besteht. Es ist daher
nicht immer Kklar, dass di&/ verschiedenen Streuzentren sich nicht gegenseitig bessefh und ferner es nicht zu
Mehrfachstreuungen kommt. In Experimenten der Hocheaphgisik werden allerdings meist zwei Strahlen im
Schwerpunktsystem aufeinander gelenkt, und hier ist digaime, dass di& Streuzentren unabhangig vonein-
ander sind, im allgemeinen sehr gut erfillt (Mehrfachsatrg tritt so gut wie nicht auf). Wir wollen vereinfachend
davon ausgehen, dass keine Koharenz der anNetreuzentren gestreuten Wellen auftritt (was z.B. bei der
Beugung von Elektronen, thermischen Neutronen und Réstgghlen an Kristallen eirfalsche Annahme ist!!).
Jedes Streuzentrum kann dann unabhangig von den anddrachbet werden. Dann is¥s offensichtlich auch
proportional zuV,

Ng=JNo(Q)d2.

Der Faktoro(£2) hat per constructionem die Dimension einer Flache, undestsogenannteifferentielle Wr-
kungsguerschnitt (differential cross section) des Streuprozesses. Oietale Wirkungsguer schnitt (total cross secti-
on) des Prozesses ergibt sich dann durch Integration Ubegekamten Raumwinkel,

cr:/szcr(Q)dQ.

Man schreibt haufig auch(Q2) = 42.

Beziehung zur Streuamplitude. In der Vorlesung haben wir mittels der Lippmann-SchwinGésichung die Wellen-
funktion des auslaufenden gestreuten Zustandes bestiamtlen Fall, dass der einlaufende Zustand eine ebene
Welle ist, ergab sich fiir lokale Potentidlg (x|V|x’) = V(x)d®) (x — x'),
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wobei wirk” = kX gesetzt haben. In konventioneller Notation heilt diess dées Streuwelle fiir groRe Abstande
vom Streuzentrum einfach gegeben ist als
ikr
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Wir erinnern uns aus Quantenmechanik I, dass die Wahrdidheiaitsdichte einerAmplitud@ einfach| ¥ |? ist,
und die (Wahrscheinlichkeits-) Stromdichte einer Ampulgw gegeben ist durch den Ausdruck

J= —i% (U*(V) — (VI)D) .

Die ebene Welle, der erste Term in der Gleichungffig(x), hat demnach die Wahrscheinlichkeitsdichte 1 und die
Stromdicht&leiniautenda = 7t k/m. Die Stromdichte fur den zweiten Term ergibt sich in fifkder Ordnung zu
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Hierbei wurde wieder die Beziehukg = kx verwendet. Wir miissen nun noch beachten, dass das Flehsant
fur den RaumwinkedlQ2 im Abstandr, wo der Detektor sitzt, natirlich die Flach&l besitzt. Damit finden wir



den differentiellen Wirkungsquerschnitt als
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wobei beim letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass- |k| = |k’| ist. Damit ist das Ergebnis der Vorlesung

nochmals, und nun hoffentlich ausreichend ausfihrlibgeteitet worden.

Zusammenhang mit zeitablangiger SHrungstheorie. Unser zeitunabhangiger Zugang zur Streutheorie ist mieht
einzige mogliche. In einer zeitabhangigen Formulieromggs man die zeitabhangige Schrodingergleichung losen
Dabei muss, um Uberhaupt den einlaufenden Zustand féir—oc als ein freies Teilchen annehmen zu kdnnen,
das Potential/(¢) fur t — —oo verschwinden. Dies wird genau durch das adiabatische Eaften des Potentials
V — lim,_ Ve erreicht, das wir aus der zeitabhangigen Storungstbéerinen. Man kann nun zeigen, dass
dieser Zugang zu exakt der selben Lippmann-Schwingeehleig fuhrt, wie der zeitunabhangige Zugang.

Mehr noch, man kann insbedondere Fermi’s Goldene Regel rateme und erhalt genau die Born’sche
Naherung. Nimmt man fir — —oco den Anfangszustand als ebene WgKe an, so werden offensichtlich unter
langsamen Einschalten der Wechselwirkung auch ander@misstd.h. andere ebene Wellgry), besetzt. Die
Ubergangsamplitude ist in erster Naherung
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wobeiH; (t') = exp(+ Hot')V exp(—+ Hot') exp(nt) ist. Setzen wir wiedeE}, = h?k?/2m so finden wir fur die
Ubergangswahrscheinlichkeit
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was im Limes) — 0 fiir endliche Zeitert zu genau detbergangsrate fiihrt, die wir von der Goldenen Regel her
kennen:
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Um daraus den differentiellen Wirkungsquerschnitt benectzu kdnnen, ist es wieder hilfreich, die ebenen Wellen
in einem endlichen, wiirfelféormigen, Kasten der KandéeigéL zu betrachten (und spater den Limes— oo zu
nehmen). Dies umgeht die schwierige Normierung der freimmen Wellen(k’|k) = 6©) (k' — k), da wir nun

ein diskretes Spektrum erhaltén, = 2mn;/L mit n; € Z fur i € {z,y, 2z}, und die Normierungk’|k) = d’ i
verwenden konnen. Die Vollstandigkeitsrelation gettelavon der freien Formil = [ d®k|k)(k| in die Summe

1 = >, |k)(k| tber. Wie schon im Abschnitt zur Dichte der Endzustandscheeben, andert sich auch die
Ortsraumdarstellung der ebenen Wellen vefk) = (27)~3/2e* zu <x|k> = L73/2¢% Im LimesL — oo

kdnnen wir diek; als kontinuierliche Variablen ansehen, so diss (2—) [ d3k|k) (k| sein muss. Das stimmt

mit der Relation fur freie Wellen bis auf den Faktdr/27)? Uiberein. Man muss sich also fur deibergang von
der freien zur Kasten-Normierung nur die Konvention

(27T)3<kl|v|k>freie Norm. = L3<k/|V|k>Kasten—Norm.
merken. Damit erhalten wir namlich fur die Dichte der imdeaumwinkeldQ) gestreuten Zustande wieder das
gehabte Resultat?dndQ = (%)3 km 4 EdQ. Die Ubergangsrate fur elastische Streuukig£ k) in ein Ensemble

von Zustanderk’) mit EnergieEy, ~ Ej und Rlchtung< im Raumwinkeld(2 ergibt sich gemaf der Goldenen
Regel zu
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Diese Rate muss genau dem Verhaltnis ggmm zum einlaufenden Fluss entsprechen. Der einlaufende Bluss
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was exakt die erste Born’sche Naherung ist. Naturlichrk® man hohere Ordnungen der Born-Entwicklung ana-
log durch hohere Ordnungen der zeitabhangigen Stothegse erhalten. Man beachte, dass die Goldene Regel
die Fourier-Transformation der Zeitabhangigkeit desRtils involviert, die Born'sche Naherung nun auch die
Fourier-Transformation der raumlichen Abhangigkei ttentials.
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