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PERMUTATIONS-SYMMETRIE UND YOUNG-TABLEAUX

In der Vorlesung haben wir untersucht, was die Konsequeve Permutations-Symmetrie sind. SiNdununter-
scheidbare Teilchen gegeben, so sind solche Operatorsikphsch relevant, die diegg Teilchen alle gleichartig
behandeln. Solche Operatoren vertauschen mit Permutatiditirm € Sy und einen vollstandig symmetrischen
OperatorA gilt dann|r, A] = 0. Die Wellenfuntion selbst muss jedoch nicht vollstandignetetrisch sein, da
sie nicht direkt gemessen werden kann. In der Vorlesungrhalregesehen, dass es zwei ein-dimensionale Dar-
stellungen der Permutationsgrupgig gibt, und zwar die vollstandig symmetrische- 1 Vr € Sy) und die
vollstandig anti-symmetrischer (— sgn(w) Vr € Sy). Wellenfunktionen, die in der Natur tatsachlich realisi
sind, gehoren entweder zur vollstandig symmetrischeist®bung (die zugrunde liegenden Teilchen heiRen dann
Bosonei, oder zur vollstandig anti-symmetrischen Darstelludi (zugrunde liegenden Teilchen heiRen dann
Fermionen.

Es ist allerdings nicht vdllig unniitz, sich andere, hiétienensionale, Darstellungen der Permutationsgruppe
anzusehen. Dies erleichtert zum Beispiel die SymmetrienSystemen zu verstehen, in denen mehrere Fermio-
nen miteinander in Wechselwikrung stehen. Wir kennen zuisas schon das Problem eines Zwei-Elektronen-
Systems. Die Kopplung der Spins aneinander fuhrt zu einensdrprodukt von zwei je zwei-dimensionalen
VektorraumenH(?) = ‘H ® H, mit den vier Zustandept, +), |+, —), |-, +) und |-, —). Hierbei bezeich-
netla,b) = |a)1 ® |b)2 die entsprechenden Tensorprodukte der Basiszustandewvestigen Kopien des Ein-
Teilchen-Hilbertraumes. Wir wissen bereits, dass diesg&fule in ein Spin-Singlet und ein Spin-Triplet grup-
piert werden konnen, also in eine vollstandig anti-syrrisehe ein-dimensionale Darstellung aufgespannt durch

%(H—, —) — |—,4)), und in eine vollstandig symmetrische drei-dimensioridestellung aufgespannt durch
{I+,+), %(H, =)+ |—,4)),|—,—)}. In der Tat andert untet;, € S, der Singlet-Zustand sein Vorzeichen,

wahrend die Triplet-Zustande alle unverandert bleibie kann man dies bei mehr als zwei Elektronen gut aus-
einandersortieren?

Young-Tableaux. Ein einzelnes Elektron wollen wir miit] darstellen, wenn sein Spin nach oben zeigt, undzjit
wenn sein Spin nach unten zeigt. Diese Objekte sind die d¢ggaddemrimitiven Objekteder Gruppe SU(2).
Eine einzelne solche Box steht also fiir ein Spin-Doubleti die Zahl darin fir die konkrete Orientierung des
Elektrons in seinem Spin-Doublet.

Als nachstes betrachten wir symmetrische und anti-symscbe Tableaux. Die Tableaux sollen in horizon-
taler Richtung immer vollstandig symmetrisch sein, undartikaler Richtung immer vollstandig anti-symmetrisch
Die grundlegenden symmetrischen und anti-symmetrischble@ux sind alsi] undH , S0 dass Anwenden von
(1 auf ein Zwei-Elektronen-System folgende Moglichkeitegilat:

[1]1],
M — < [1]2],
[2]2].

Hierbei ist zu beachten, ddg$1] nicht auftritt, da bei vollstandiger Symmetrisierungslier selbe Zustand wie
ist. Um doppeltes Zahlen zu vermeiden fordern wir, dassZdiglen von links nach rechts nicht abnehmen

dirfen. Es gibt nur einen vollstandig anti-symmetristiestand, und das ist der Zust%d Auch hier wird der

Zustan nicht extra gezahlt, um Dopplungen auszuschlieen. Aufdjder Anti-Symmetrie konnen Zustande

wie und naturlich nicht auftreten. Alle diese Forderungen lassieh einfach dadurch sicherstellen, dass die
Zahlen von oben nach unten strikt zunehmen missen.

Dies sei nun das generelle Prinzip (was man per vollst@mdigiuktion auch beweisen kann). Bibung-
Tableauxist eine Gruppe von Kastchen mit Zahlen als Eintragen,deeidie Zahlen in jeder Zeile von links
nach rechts nicht abnehmen durfen, aber in jeder Spalt®lien nach unten strikt zunehmen mussen. Fur drei
Elektronen erhalten wir vier vollstandig symmetrischestamde, namlich

:
:
:
.
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Dies ist naturlich nichts anderes als die= % Darstellung, wie man leicht sieht wenn man bemerkt, dass der
Zustand mit magnetischerr Quantenzahl= % bei dem samtliche Spins in Richtung der positiveAchse
zeigen, in diesem Quadruplet enthalten ist. Versucht maraiver, einen vollstandig antisymmetrischen Zustand
zu erzeugen, erlebt man eine Pleite, da man mit nur den Zahlexa 2 natiirlich keine Spalte von drei Kastchen
mit strikt aufsteigenden Zahlen fillen kann. In der Tatestnicht moglich, den Spin-Zustand dreier Elektronen

vollstandig anti-symmetrisch zu machen!

Allerdings kdnnen wir andere Young-Tableaux betrachd@ngine Mischung aus symmetrisierten und anti-
symmetrisierten Zustanden darstellen. Ein Beispi@%t Dieses Tableaux konnen wir entweder auffassen als ein
einzelnes Kastchen, was unten an ein vollstandig synisobt Tableau angeheftet wurde, oder als ein einzelnes
Kastchen, das rechts an ein vollstandig anti-symméteis@ableau angeheftet wurde. Symbolisch also

P -2 -go

Ist die Spin-Wellenfunktion fiir drei Elektronen anti-sgmatrisch in zwei der drei Indices, so kann keiner dieser
beiden Indices symmetrisch beziiglich des dritten seim Beispiel ist(|+)1 ® |-)2 + |-)1 ® |+)2) @ |-)3
symmetrisch in (12), aber weder symmetrisch noch anti-sgiristh in (13) oder (23). Wenn wir Anti-Symmetrie
in (13) erzwingen wollen, in dem wir den gleichen Ausdruck ini- 3 vertauscht von sich abziehen,

[+)1l=)2l=)s = [=)sl=)2lH)1 + [=)l+)2l=)s — [=)slH)2l=)1 = ([)1]=)s — [=)1l+)3)| )2,

so ist dieser Zustand zwar wirklich anti-symmetrisch in)(I&ber die ursrpriingliche Symmetrie in (12) ging
verloren. In jedem Fall ist aber die Dimension v@ﬁ] zwei, so dass dieses Tableau gin= % Spin-Doublet
reprasentiert. Dieses Tableau entsteht ja durch die Sgiition eines Spin-Doublets und eines Spin-Triplets
[J, wobei wir das symmetrische Quadrupieid aber schon aufgebraucht haben. Was Uibrig bleibt, musénals e
Doublet sein. Umgekehrt kdnnen wir auch ein Doubleind ein Single@ aneinander koppeln, was offensichtlich
nur ein Doublet ergeben kann. Also, wie wir es auch dreherwertten, die Darstellur@:‘ kann nur ein Spin-
Doublet sein. Aber das ist genau das, was uns die bisheriggelRauch ergeben, denn Einfillen der Zahlen strikt
nach den Regeln ergibt genau zwei Moglichkeiten:

und .

Die einzige weitere Regel die wir noch beachten miissergstidss nur solche Tabelaux vorkommen, in denen nie
eine langere Zeile unter einer kiirzeren steht, d.h. die@lénge nimmt von oben nach unten nie zu. Diese weitere
Regel garantiert letztlich, wie wir noch sehen werden, gdasschiedene Darstellungen nicht dopplet vorkommen.

Clebsch-Gordan-Reihe. Mit diesen Regeln kdnnen wir nun die Clebsch-Gordan-R&ihéie Addition von Drehim-
pulsen graphisch darstellen:

PV © p1/2 = pB/2) g p1/2) M ® O = OO & H:\ 3x2 = 4+2,
ORI CYL RNCYE) H oo = [P 1x2 = 2.

Wir kdnnen dies alles nun sofort auf andere Freiheitsgratallgemeinern. Lassen wir zum Beispirki ver-
schiedene primitive Objete Za], [2],[3], so kdnnen wir sofort Darstellungen der SU(3) miteinanagpeln. Dies

ist zum Beispiel im Standardmodell der Elementarteilchéhtig, wo die Quarks eine dreiwertige Farbladung
tragen, so dass die Zahlen 1,2,3 hier z.B. fur rot,gri@w,Istehen kdnnen. Die starke Kernkraft wird in der Tat
heute als SU(3) Eichtheorie formuliert. Wir kdnnen diesrimicht beweisen, aber die Regeln fir Young-Tableaux
gelten unabhangig davon, wieviele Freiheitsgrade existi, d.h. unabhangig davon, welche Zahlen ., n ein-
getragen werden dirfen. Sind die ersteBahlen erlaubt, erhalt man ganz allgemein die @Xoung-Tabelaux.
Die Resultate, die man bei Verallgemeinern dieser Regdialtersind auf jeden Fall vernuinftig und konsistent,

z.B.:
Dimension 3 1 =1, [2],
. . 1 1 2
Dimension 3 : H = , ,
Dimension 1 : =
Dimension 6 (11 = [2I1], [312], [1[3], [2[2], [2]3],
Dimension 10 : [I 11 = [2[1]1], [2[1]2], [1]1]3], [1[2[2], [1]2]3], [1[3]3], [2]2]2], [2]2]3], [2]3]3], [3]3]3]

Dimension 8 : =02 '[2] "2 3B 3B @3 :[3



Wir finden also zweverschieden®arstellungen von SU(3) der Dimension 3. Diese werden zssdren Unter-
scheidung@ und3* bezeichnet. Somit sind al& und1 anti-symmetrische Darstellungegwind10 symmetrische
Darstellungen un@ist eine Darstellung mit gemischter Symmetrie. Die Dahstegjen, die zu den Young-Tabelaux
gehoren, sind gerade die irreduziblen Darstellungen.

Dimension der Darstellungen. Auch dies kdnnen wir hier nicht beweisen, aber es gibt einfaghe Regel zur Be-
stimmung der Dimension einer irreduziblen Darstellungfilbdrauchen wir eine kleine Hilfsregel. In einem
Young-Tableaux zu SW) durfen Spalten der Lange ersatzlos gestrichen werden. Also bei SU(3) durfen wir
aus den Young-Tabelaux, die eine (oder mehrere) Spalte(rahge drei enthalten, diese einfach streichen. Dies
entsrpicht dem Eliminieren eines (oder mehrerer) Singlefgler linken Seite eines Tableaux. Ein SU(3)-Tableau
hat hochstens drei Zeilen, deren Langen von oben nachmugte> A> > A3 sind. Da wir aber\s Spalten von
links streichen diirfen, sind alle Tableaux letztlich dudie Zahlen\; — A5 und A2 — A3 eindeutig bestimmt, und
damit die irreduziblen Darstellungen von SU(3). Die Ddhstey gekennzeichnet durch das Trifeh, A2, As) hat
die Dimension

dimp122%) = d(A, A, Ag) = (A=A +1)(Ao — ;\3 +1)(A — A3 +2) _
Fur den allgemeineren Fall der Gruppe 8)Kann man die Formel leider nicht mehr ganz so einfach hiresicln.
SeiY ein SU{)-Young-Tableau. Dann hat jedes Kastchen darin eine Hamsrer(r, s), wobeir die Reihe und
die Spalte angibt. Jedes solches Kastchen hat auRerdesogjenanntdakenknge die angibt, wieviele Kastchen
rechts von unserem Kastchen stehen plus wieviele Kastehter unserem Kastchen stehen. Die Hakenlange ist
also definiert al, , = |{(+',s') : ¥’ = r, s’ > soder ' > r, s’ = s}|. Bezeichnet\, die Lange der-ten Zeile
undy, die Lange dek-ten Spalte, so ist offensichtliéhy. ; = A\, + s —r — s+ 1. Damit ergibt sich die Dimension
der Darstellung\ = (A1,...,\,) zu

n—r-+s
dimp? = = _
imp d(A) H I
(r,8)EY, ’

Ein Young-Tableaux ist durch die Angabe vaAreindeutig bestimmt. Dig; lassen sich aus dex. ausrechnen,
was hier aldJbungsaufgabe tiberlassen sein soll.

Tensoren. Die Bedeutung eines einzelnen Kastchens muss nicht dieiddamentalen irreduziblen Darstellung einer
einfachen Lie-Gruppe sein. Nehmen wir zum Beispiel einmatlas§ einfach fur diej = 1 Spin-Darstellung von
SO(3) stehen soll — statt fur dje= % Spin-Darstellung von SU(2). Dann korrespondieren die&alpk nicht mehr
notwendigerweise zu irreduziblen Darstellungen. Betiathvir zum Beispiel @ O =00 & H . Das horizontale
Tableau hat sechs Zustande, und zerfalltin g¢ire2 Darstellung mit Multiplizitat funf und eing¢ = 0 Darstellung
mit Multiplizitat eins. Beide diese Darstellungen sindvsyetrisch. Dies ist nichts anderes als die Konstruktion
eines symmetrischen Tensors vom Range zwei mit Hilfe dedidghen Paarung zweier Vektoren. Das vertikale
Tableau entspricht einer anti-symmetrischiea 1 Darstellung, die sich wie das Vektor-Produkt zweier Ve&tor
verhalt. Um die Drehimpulsaddition dreier Darstellungen= jo = j3 = 1 zu finden, betrachten wir zunachst

M ® 0 =00 & HH  6x3 = 10+8,

Heo= P ofd 3x3= 8+l

Wie zerlegt sich nuirJ ? Diese Darstellung muss naturligh= 3 enthalten. Allerdings ist dies nicht der einzige
vollstandig symmetrische Zustand. Fir drei Vektoeem, c ist aucha(b - ¢) 4+ b(c - a) + c(a - b) vollstandig
symmetrisch, und transformiert offenbar wie ein Vektoh.dvie einej; = 1 Darstellung mit drei Zustanden.
Etwas mihsamer ist es, die acht Zustandeperauseinander zu sortieren. Man macht sich zunachst klas, da
8 # 7+ list, da7 vollstandig symmterisch waré, vollstandig anti-symmetrisch, ab8rgemischte Symmetrie
besitzt. Die einzige Moglichkeit ist tatsachliéh= 5 + 3, also eine Zerlegung i = 2 undj = 1. Es ergibt sich

also
0O o0 oo =00 F « F o E
3 x 3 x 3 = 10 + 8 + 8 + 1
7+3 5+3 5+3

Wir erhalten also einmal dig = 3 Darstellung (7-dim., vollst. symm.), zweimal die= 2 Darstellungen (5-dim.,
gemischte Symm.), dreimal dje= 1 Darstellung (3-dim., einmal vollst. symm., zweimal mit geohter Symm.)
und schlie3lich einmal di¢ = 0 Darstellung (1-dim., vollst. anti-symm.). Dass die= 0 Darstellung eindeutig
ist, liegt einfach daran, dass fur drei Vektoren aur(b x c) invariant unter Rotationen ist. Dieser Ausdruck ist
allerdings anti-symmetrisch. Dass nur eine gler 1 Darstellungen symmetrisch ist, sieht man im Zugang tber
Tensoren sofort. Es gibt drei linear unabhangige Vektodés ausa, b, ¢ konstruiert werden kénnen, namlich
a(b-c),b(c-a), c(a-b). Nur die oben angegebene Linearkombination ist vollstaagmmetrisch.



Quark. In den frihen Tagen der theoretischen Erforschung derestaklechselwirkung kannte man zunachst nur drei
Quarks, namlichup, downund strange kurz einfachu, d, s notiert. Man nahm an, dass diese dBsschriaker
(engl.flavorg eine SU(3) Symmetrie manifestieren. Ein einzelnes K&sicl stehe jetzt also fun, d, oders.

Nun hatten die Experimentalphysiker einen recht beadt#iticZzoo von sogenannten Elementarteilchen entdeckt,
den man nun gerne in Form von SU(3)-Multiplets organisiattd) um etwas Ordnung in das Durcheinander zu
bringen. Wir betrachten einmal das Dekupietd (10) und dabei auch den sogenannten Iso-Spin

A ddd, udd, vud, uuu I=%,
»+0.- dds,uds, uus I=1,
20— dss, uss 1= %,
Q- 588 I1=0.

Nun ist ferner bekannt, dass alle zehn Zustande %@bjekte sind. Phanomenologische Betrachungen lassen es
als eine akzeptable Annahme erscheinen, dass sich dea@nanteil der Wellenfunktion fiir niederenergetische
Zustande aus drei Quarks isaZustand befindet. Wir sollten daher totale Symmetrie iSpieiheitsgrad der
Wellenfunktion erwarten. Zum Beispiel kdnnen wir dgn= % m = % Zustand desA-Multiplets als einen
Zustand betrachten, bei dem die Spins aller drei Quarksigimedie selbe Richtung zeigen. Dummerweise sind
die Quarks aber alle SpiinObjekte, also Fermionen, so dass wir totale Anti-Symmatrfgrund der Fermi-Dirac-
Statistik erwarten. Wie soll das nun gehen, wenn gas % Dekuplet aber sowohl im Flavor, als auch im Spin
und im Ortsraum jeweils vollstandig symmetrisch, alsgesnat gerade ist? Dies fiihrte zum sogenannten “Spin-
Paradoxon”, was deshalb so storend war, weil viele andspekte des nicht-relativistischen Quark-Modells zu
wunderbar passten und das ganze Model eigentlich sehigefo$prechend schien.

Der Ausweg war dann, einen weiteren Freiheitsgrad zu pestul, die sogenanntarbladung(engl.co-
lor), die die drei Werteot, griin und blau annehmen kann, abgekinztg, b. Die physikalisch beobachtbaren
Hadronen, so war dann die Forderung, sollten dann Farbegidgstande sein. In der Tat gibt es genau einen
Singlet Zustand, der aus drei Quarks gebastelt werden kann,

1 i
%(Irbsi)—Ibrg>+|bgr>—Igbr>+|m°b>—l7°gb>) = B

was genau dem eindeutigen SU(3)-Tableau entspricht, daangegeben haben. Das Statistik-Paradoxon kann
nun aufgeldst werden, di(gesamt) —  (flavor) gy (spin) gy (ort) gy (color) st ynd W (color) jst ungerade. Dies scheint so
zunachst eine etwas gewagte Art zu sein, das Dilemma zuheng&s gab aber gliicklicherweise noch weitere
Indizien dafiir, dass ein weiterer Freiheitsgrad fir @eaxistieren muss, zum Beispiel von der Zerfallsrate des
7 Mesons oder vom Wirkungsquerschnitt der Elektronen-Rwsiin-Annihilation in Hadronen. Heute sehen wir
dies als ein hervorragendes Beispiel wie Versuche, Scigkiten in einem theoretischen Gebaude zu tiberwin-
den, zu nicht-trivialen Vorhersagen, hier der Farbladtiiigren konnen. Die Quarks sind heute alle nachgewiesen
worden, wobei die Anzahl der flavors ntiharme bottomundtop inzwischen auf sechs gewachsen ist. Die starke
Wechselwirkung der Hadronen ist ein Resultat der Farb-Waehirkung der Quarks untereinander, die durch eine
sogenannte nicht-abelsche Eichfeldtheorie mit Eichgeufld(3) beschrieben wird. Das Standardmodell der Ele-
mentarteilchen fasst damit die elektromagnetische, dievache und die starkte Wechselwirkung zusammen. Bei
niedrigen Energien sind diese drei Wechselwirkungen mdar weniger unabhangig voneinander, und durch die
Eichgruppen U(1), SU(2) und SU(3) gegeben. Alle bekanniemEntarteilchen lassen sich in den irreduziblen
Darstellungen dieser Eichgruppen organisieren, wobéirlict die heutzutage (noch) als wirklich elementar an-
gesehenen Teilchen den fundamentalen Darstellungerrecism, die wir jeweils mit einem einzelnen Kastchen
als Young-Tableau beschrieben haben. Als wirklich elearerBestandteile der Materie (Fermionen) gelten heute
noch die Leptonene( i, 7) nebst den zugehorigen Neutrions (v, v-) sowie die Quakrsy, d, s, c, b, t). Die
fundamentalen Wechselwirkungen werden im Rahmen der @ufatitheorie durch den Austausch von Eichbo-
sonen beschrieben. Als Eichbosonen hat man das Phe}pdi¢ sogenannten intermediaren Vektorbosonen der
schwachen Wechselwirkungi{*, Z), und insgesamt acht Gluonen der Farb-Wechselwirkung aiete Quarks

(9°%, o, B € {r, g,b}, o # ).



