Handout IX zur Vorlesung HEORETISCHEPHYSIK Il Michael Flohr
Erganzungen zu Klein-Gordon und Dirac 09. und 10. Januar 2003

DAS KLEIN-PARADOX

Wir habe in der Vorlesung gesehen, dass der Ortsoparatar\Wellenpakete eine Giberraschende Wirkung ausiibt.
Selbst wenn das Wellenpaket anfanglich nur aus Losungsitiyer Energie zusammengesetzt ist,
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entsteht durch die Wirkung des Ortsoperators ein Anteilldssingen negativer Energie! Abweichend zur Vorle-

sung sind die Eigenlésungen der freien Klein-Gordon-¢ieng, die\I/f;r), hier orthonormiert, da dies im folgen-

den ein paar Vorfaktoren vereinfacht. Das Skalarproduktdediniert als(¥|¥’) = U730’ mit 73 = (é _‘1)).

Die Zeitabhangigkeit haben wir vollstandig in den AmpdjEnaé,i) untergebracht. Wenden wirauf obiges Wel-
lenpaket an, so finden wir

dgp i(p'r
F\IJ(+)(F, t) = / Wa£)+) (t)\llé)+) re (pr)/h

d3p .
= [T e (Liny, e/
_ / e (00 (<invp e/t

d3p . d3p .
— R N i (+) (+) pilpr)/R v () ; (H)) pilpr)/h
— / 3 h)3/2 (1h§7pap (t)) \I/p ellP / 3 h)3/2 ap (t) (1ﬁvp\11p ) ellP .

In ersten Schritt haben wir einfachdurch eine geeignete Ableitung der Exponentialfunktiochriaersetzt, im
zweiten Schritt wurde partiell integriert (unter den éhien Annahmen, so dass Randterme nicht beitragen). Nun

ist abeer\Ilg,i) = —%\Pf). Der zweite Summand der letzten Gleichung wird also durch@edsoperator

in einen Beitrag von Losungen negativer Energie verwanagélhrend der erste Summand nur die Amplitude
der Losungen positiver Energie verandert. Der Ortsdpekann demnach in einen geraden und einen ungeraden
Anteil zerlegt werden, so dass gilt:
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Anwenden des Ortsoperators auf ein Wellenpaket aus Zdestépositiver Energie fuhrt also zu einem gemischten
Wellenpaket, das auch Zustande negativer Energie mit dgalifude
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P
enthalt. Man kann zeigen, dass ein Wellenpaket aus Zadsténur positiver Energie niemals starker lokalisiert
sein kann, als die Compton-Wellenlanigénc. In der Tat muss die Amplitude eines Eigenzustandes zunugera
Anteil des Ortsoperators,, U(+)(r) = roU()(r), die BedingunghVpas" = reab” erfilllen. Also ist die
Amplitude, bis auf Normierung, gegeben dum:fﬂ) = exp(—i(p - ro)/h). Damit sind Eigenzustande au.
gegeben als
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Dieser Zustand ist nicht normierbar und ist im Ortraum iUdieen Bereich mit Radius: ii/mc umry herum
verschmiert.
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Das Problem. Wir wollen diesen Sachverhalt explizit machen. Dazu béitiext wir ein positiv geladenes Teilchen mit
Impulsp, das von links eine elektrostatische Barriere der Hbhe: e® trifft. Die Potentialschwelle sei an der

Stellex = 0, d.h.
_J 0 wenn <0,
Vie) = { e wenn x>0.

Dieses Problem kann ganz analog zum nicht-relativistisé€tadl gelost werden, indem man die stationaren Losun-
gen fur dieses Potential bestimmt. Da das Teilchen mit Iypaus einem Bereich ohne Potential einlauft, ist die
EnergieE,,. Furz < 0 ist die Wellenfunktion demnach

U(z) = aéﬂ elPz/h | Gé_) e~ipz/h

was eine einfallendeWelle und eine reflektierte Welle @dltsEirz > 0 lautet die Klein-Gordon-Gleichung
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Die Losung dieser Gleichung ist offensichtlich von derrRor
U(z) = ay e Bet/h mit B22k2 4 mPct = (Bp — V)2, (%)

Die Randbedingungen fur die Wellenfunktion an der Stelle 0 sind wie Ublich, namlich dasg(z) undd, ¥ (z)
an der Steller = 0 stetig sein mussen. Man beachte allerdings, daB$x) an der Stelle: = 0 nicht stetig ist, da
das Potential dort eine Unstetigkeitsstelle aufweist.mimlitudena,(f), al(f) unda, stehen demnach wie folgt
miteinander in Beziehung:
_ p— hk - 2p

al™) = p+hka’(’+)’ aj, = p+hka’(’+)'
Wie im nicht-relativistischen Fall missen wir jetzt einallenterscheidung machen, allerdings treten jdtei
Moglichkeiten auf:

E, >V 4+ mc?. In diesem Fall kann das Teilchen die Barriere iiberwindde. Situtation ist genau wie im nicht-
relativistischen Fall, ein Teil der Welle wird reflektiegin anderer Teil wird transmittiert, kommt also durch. Wir
finden

k= \/(Ep - V)2 —m2ct
B he '

E, —mc? <V < E, + mc?. Indiesem Fall musk imaginar seink = ix, so dass die Wellenfunktion firr — oo
gegen null strebt. Wir finden

Vm? —ct = (E, —V)?
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In diesem Fall wird die Welle an der Barriere vollstandifjektiert. Betrachten wir jedoch einmal die Ladungs-
dichte auf der rechten Seite> 0. Die Ladungsdichte ist gegeben als
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WennE, > V ist, so haben wir eine positive, exponentiell abfallendejungsdichte, auf der rechten Seite der
Barriere, was dem bekannten Tunneleffekt entspricht, é&ei die Amplitude exponentiell abfallend in die Barriere
eindringt. FurV > E, allerdings erhalten wir einaegativeLadungsdichte! Wir reflektieren positiv geladene
Teilchen von der Wand und finden eine negative Ladung im mder Wand.

V > E, + mc?. Nun ist das Potential so stark, dass wir eigentlich nichtagten, dass das Teilchen die Barriere
uberwinden kann. Die Klein-Gordon-Gleichung (jefert aber, dask wieder eine reelle Losung hat! Also existiert
ein Teilchenstrom auf der rechten Seite der Barriere. Digoengeschwindigkeit der Wellen fiar> 0 ist vy, =
%Ep. Mit (xx) ergibt sich
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Der Nenner dieser Gruppengeschwindigkeit ist negativ. iDafso ein(e) Welle(npaket) von der Barriere nach
recht in Richtung positiver wandern kann, mugs < 0 sein. Dies impliziert aber, dass der Reflektionskoeffizient



aé_)/aﬁf) > 1 sein muss! Es wird also mehr reflektiert, als einlauft. Déglingsdichte auf der rechten Seite ergibt
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ist also ebenfalls negativ. Man rechnet leich nach, dads deiccLadungsstrom auf der rechten Seite negativ ist.
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Eine konsistente Interpretation dieses Sachverhaltatidgshnnahme, dass die einfallende Welle an der
Barriere Paare von Teilchen und Antiteilchen produziegt.die Antiteilchen mit entgegengesetzter Ladung das
Potential furx > 0 als anziehend empfinden, wandern sie nach rechts, was dativeegadungsstrom erklart.
Die erzeugten Teilchen empfinden das Potential nach wie IgoatsstoRend, und wandern zusammen mit der
vollstandig reflektierten Welle nach links. Somit kann daslaufende Strom nach links groRer sein, als der von
links einlaufende. Der gesamte auslaufende Strom istlictiexakt gleich dem einlaufenden Strom, da die La-
dung eine ErhaltungsgroRe ist. Diese Interpretation deisi®ns durch die Erzeugung von Teilchen/Antiteilchen-
Paaren verletzt Ubrigens nicht die Energieerhaltung.Hiergie eines auf der linken Seite erzeugten Teilchens
ist E,, wahrend die eines auf der rechten Seite erzeugten Aclieeis gerade/h?c?k? + m2c* — V ist, da das
elektrostatische Potential fur ein Teilchen der entgggeatzten Ladung das entgegengesetzte Vorzeichen hat.
Nehmen wir in ¢x) die positive Wurzel auf beiden Seiten, so finden Wiy + vh2c2k2 + m2¢t — V = 0, wie
es sein muss. Es kostet also keine Energie, ein TeilcheitéActien-Paar zu erzeugen. Dies ist moglich, weil das
Potential so groB ist, dass die Energie fur ein Antiteiichaf der rechten Seite nicht nur kleiner alg? wird,
sondern tatsachlich negativ ist.

Die Konsequenz ist, dass die Ein-Teilchen-Beschreibuladivistischer Quantenmechanik zusammen-
bricht, sobald das Potential auf der rechten Seite stadsszmc? wird, also starker als die Ruheenergie eines
Teilchen/Antiteilchen-Paares. Im Prinzip ist die EiniZken-Version der relativistischen Quantenmechanik gar
nicht in der Lage, akkurat so starken Potentialen bzw. Feldéoehandeln. Eine exaktere Behandlung musste ja
auch die attraktive Coulomb-Wechselwirkung der Teilchertiteilchen-Paare untereinander beriicksichtigen. Es
drangen sich sofort Fragen auf wie zum Beispiel, ob es ahnok einlaufendes Teilchen an der Barriere zu Paarer-
zeugung kommt, oder ob eine unendlich ausgedehnte Baptigrgkalisch realisierbar ist. Solche Fragen kdnnen
korrekt nur in einer Viel-Teilchen-Version der relativisthen Quantenmechanik beantwortet werden, also in der
Quantenfeldtheorie

NICHT-RELATIVISTISCHERLIMES DER DIRAC-GLEICHUNG

In der Vorlesung hatten wir als ersten nicht-relatividtese Limes der Dirac-Gleichung die Pauli-Gleichung
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erhalten, wobeB = rotA das auliere Magnetfeld bezeichnet, yndie grol3e Zwei-Spinor-Komponente des
vollen Vier-Spinorsy = (i) ist. Bei dieser Naherung wurden die kleinen Komponentettes Vier-Spinors
vernachlassigt, da diese fur kleine Geschwindigkeiterdie Orndung?(v/c) kleiner sind, als die gro3en Kom-
ponenteny. Bezeichnen wir wieder mit die4 x 4 MatrizentT = (g 3) so war der Ausgangspunkt durch das
Paar gekoppelter Gleichungen

ihowp = ¢ (—ihV - ZA) T X+ (e® 4+ mc?)p, (%)
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gegeben, das vollstandig aquivalent zur Dirac-Gleichdes Vier-Spinorg) = (i) ist.

Nachste Ordnung inv/c. Die zweite Gleichung) liefert uns eine implizite Definition fig, namlich
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Vernachlassigen wir hiey auf der rechten Seite, erhalten wir gerade die Bedinguegyiaié zur Pauli-Gleichung
fuhrte. Die nachste Naherung erhalten wir duch einnealigerieren dieser Gleichung,
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Diesen langlichen Ausdruck fiy setzt man nun in die erste Gleichun)(ein und erhalten damit die erste
relativistische Korrektur der Pauli-Gleichung fpr
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Dieser Term ist um die Ordnur@(v?/c?) kleiner, als der Beitrag der kinetischen Enengig¢2m. Der Korrektur-
term kann etwas umgeschrieben werden, wenn man das atbktieldE = —V® — %BtA einsetzt,
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Py {(—mv - EA) . 0'} (ihd; — mc* — e®) o — [(—mv - EA) . a} (E-o)p.
In niedrigster Ordnung in/c ist (ihd; —mc? — e®)p = %g@. Verwenden wir wieder die Identitéa- o )(b-o) =
a-b+io - (ax b), sowird der Korrekturterm schlie3lich zu

p? eh ieh
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Interpretation der Korrekturterme. Der erste Term der letzten Gleichung ist einfach die ersativistische Korrektur
der kinetischen Energie. Der zweite Term ist nicht andeleslia Spin-Bahn-Kopplung. Der letzte Term bringt
allerdings eine unschdne Schwierigkeit mit sich, er @nlich nicht hermitesch. Ein nicht-hermitescher Term in
einer Wellengleichung bedeutet namlich, dass das Noumggintegral[ d®r¢" ¢ sich mit der Zeit andern kann.
Der Grund dafir ist schnell eingesehen: Die voll DiraciGieng erfullt die Normierungsbedingung

/d3w+w = /d37°[<p+<p +xTx=1.
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In niedrigster Ordnung ist abgr= ‘nif (V-T)p, sodasgtx = pt B pist. Damit kann das Integral vasit
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nur bis auf Terme der Orndur@(v*/c?) konstant bleiben. Eigentlich betrachtet man das Intefjrlro™ (1 +
p?/4m?c?) e, das in Ordnung(v?/c?) die Form

Jeor|(ves2) o] [(1+52)

hat und zeitlich konstant gleich eins bleibt, einschliefRlron(v/c)? Termen.

Dies legt nahe, dass der korrekte nicht-relativistischads der Dirac-Wellenfunktion, also der Limes,
dessen Normierung zeitlich konstant bleibt, der Zwei-8pin

2
P
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ist. Offensichtlich gilt fur diese Wellenfunktion nach Kstruktion [ d3»¥ ¥ = 1, so dass wir erwarten, dass die
Wellengleichung furr keine nicht-hermiteschen Terme aufweist. Um diese Welidgung furd zu konstruie-
ren, nehmen wir die Gleichung figr bis zur Ordnungdv/c)?,
- 2 4 I h ieh
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multiplizieren sie von links mi(1 + p?/8m?c?) und versuchen, diesen Terfh + p?/8m?c?) nach rechts zu
durchzukommutieren, um mit ihm aysden Spinor¥ zu formen. Betrachtet man nur Terme bis zur Orndung

O(c?), so kommutiert dieser Term in der Tat mit allen Termen dea®iGleichung, bis auf®. Nun ist
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in niedrigster Ordnung im/c. Damit finden wir schlieRlich, dask die Gleichung
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erfullt. Dies ist in der Tat der korrekte nicht-relativigthe Limes der Dirac-Gleichung, alle Terme sind nunr her-
mitesch. Die erst¢] Klammer gibt die Korrektur der kinetischen Energie bis zud@ng(v/c)? an, die zweite
[ ] Klammer enthalt das Pauli-sche magnetische Moment un&piie-Bahn-Kopplung. Die dritt¢ | Klammer



enthalt eine Korrektur zum Potentialterm, der Blarwin-Term bekannt ist. Aus der Poisson-Gleichung folgt
V2e®d(r) = —4meQ(r), wobeiQ(r) die Ladungsdichte ist, die das elektrostatische Potedfig) erzeugt. Der
Darwin-Term ist also im wesentlichen eine Kontakt-Wech#diung zwischen dem Telichen und der Ladung
Q(r). Fur das Coulomb-Potentiad(r) = —Ze? /r ergibt sich der Darwin-Term 2977:1@—20226260’). Dieser Term
fuhrt zu einer Erhohung der Energieniveaux gidustande, da diese eine am Ursprung nicht verschwindeme-W
scheinlichkeitsdichte besitzen.

Darwin-Term. Der Darwin-Term kann recht einfach mit Hilfe der sogenanrdaterbewegungles Elektrons erklart
werden. Wir haben bereits beim Klein-Paradox gesehen,alads/ellenpaket, das ausschlie3lich aus Zustanden
positiver Energie zusammengesetzt ist, nicht starkealisiert sein kann als die Compton-Wellenlangén.c.
Dies gilt fur die Losungen der Dirac-Gleichung ganz gestaWenn nun ein relativistischen Teilchen im Grunde
immer Uiber einen Bereich mit Raditigmc verschmiert ist, so wechselwirkt es zu jedem Zeitpunkt anitfdem
Potential gemittelt Uber den Bereich der Gridf§enc um seine Position. Um dies zu beriicksichtigen, sollte man
also den Potentialterm®(r) in der Schrodinger-Gleichung durch seinen Mittelweb{r + or) ersetzten, wobei
Uber Wertedr mit [r — dr| ~ h/mc gemittelt wird. Entwickeln wir das, so erhalten wir

e®(r +0r) ~ e®(r) + r - Ved(r) + %(& -V)%ed(r).
Mitteln wir dies Uberr unter der Annahme spharischer Symmetrie, so finden wir

e®(r +0r) ~ e@(r)%wv%fb(r).
Setzt man nun schlieRlichir)2 ~ (/mc)? ein, so ergibt sich der Korrekturterm z(r) exakt in der Form,
Grof3e und Vorzeichen, wie der Darwin-Term. Allerdinggigts ein sehr heuristisches Argument, da der Darwin-
Term namlich fur spinlose (skalare) Teilcheichtin dieser Ordnung der relativistischen Korrektur auftatiwohl
auch spinlose Teilchen, wie wir gesehen haben, ahnlieln dbn Bereich der Compton-Wellenlange verschmiert
sind. Die Form des Darwin-Terms hangt entscheidend vom &8 Teilchens ab, und eine korrekte und zufrieden-
stellende physikalische Beschreibung muss dem Rechnagertr Dies Uibersteigt allerdings den Rahmen unserer

Vorlesung.: - (

Spin-Bahn-Kopplung. Um zu sehen, wo die Spin-Bahn-Kopplung herkommt, ist egliciit die vom Spin abhangigen
Terme noch einmal umzuschreiben,
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Der erste TermB + (E x p)/mec, ist bis zur Ordnung)/c das magnetische Feld, das das Teilchen in seinem
Ruhesystem sieht. Also ist der erste Term der rechten Saiselg die Wechselwirkung des magnetischen Moments
des Teilchens mit eben diesem Feld. Der zweite Term derenchéite kann mit Hilfe eines semi-klassischen
Argumentes verstanden werden: Der Spin eines Teilchesssidia auf einer gekriimmten Bahn bewegt, fangt an
zu prazessieren. Dies ist die sogenartttemas-PazessionDie Frequenz 2 dieser Prazession des Spins des
Teilchens, das sich mit Geschwindigkeitv| < ¢, und Beschleunigungbewegt, ist nach Thomas gegeben als

. %
0N =V x 5.2 ()
wie wir gleich noch sehen werden. Diese Prazession fiiheirzer Erhohung der klassischen kinetischen Energie
um den Betragf E = S- 692, wobei S der Spin-Drehimpuls ist. [Dies ist ganz analog zu dederung der
kinetischen Translationsenergie eines Teilchens mit Ieypdurch Erhdhen von dessen Geschwindigkeitawmn
namliché(mv?/2) = mv - 6v = p - 6v.] In niedrigster Ordnung im/c ist die Beschleunigung durch Newton’s
Gleichungmv = ¢E gegeben. Also haben wir

S- (eE x V) eh

6E p— p—
2me 4m?2c? 7

'(EXV)a

also genau der zweite Term ifp}.

Wir wollen nun noch ) ableiten. Es s€fi0) der interne Zustand eines Teilchens mit Geschwindigkeit
gesehen in seinem Ruhesystem. Diesen miissen wir ins lyabemrsumrechnen, das sich beziglich des Teilchens
mit der Geschwindigkeit-v bewegt. Der Zustand des Teilchen, gesehen im Laborsysieaiso

[v) = A1 (-v)[0) = A(v)[0).



Nehmen wir nun an, das Teilchen beschleunige auf die Gesdiykieitv + §v, wobei aber der interne Zustand
|0) in seinem Ruhesystem unverandert bleibe. Im Laborsysteder neue Zustand dann gegeben durch

IV + V) = AV +6V)|0) = A(V+ V)AL (V)|V).

Bei einer kreisformigen Bewegung &t L v. Ist weiter|v| < ¢, so ist in guter Naherung
AV + 0V)ATH(V) ~ exp(—id0 - 0/2) exp(a - (6V)/2¢), 66 = 2—126v X V.
C

Dies ist das Produkt eines infinitesimalen Lorentz-Boostsdie Geschwindigkeifv und einer infinitesimalen
Rotation um den Winkgb#| um die Achse, die senkrecht auf der Ebene steht, in der dag@tekreist. Der neue
Zustandv + dv) ist also der alte Zustanjgl) ein wenig geboostet und ein wenig rotiert dgh Wird das Teilchen
konstant beschleunigt (wie es bei einer Kreisbewegungaléis), so erscheint der interen Zustand des Teilchens
im Laborsystem zu prazessieren, und zwar mit der Winkelgemdigkeit

00 v v 1.

§Q_§_EX@_@VXV.

Dies ist genau die Thomas-Prazessioi. (

Der Thomas-Beitrag zum Spin-Bahn-Term existiert Ubrgganabhangig davon, ob die Krafte, die auf
das Teilchen wirken, elektromagnetischer Natur sind. Sam elektrisch neutrales Spiri2 Teilchen in einem
Potentialv erfahrt eine Spin-Bahn-Wechselwirkung

In diesem Sinne ist die Existenz einer Auspaltung von Eeeigéaux aufgrund von Spin-Bahn-Wechselwirkungen
ein guter Test um zu sehen, ob der innere Freiheitsgrad dlebdis in der Tat ein Drehimpuls ist (und somit den
Gesetzen der relativistischen Kinematik unterliegt),raae nicht-kinematischer Freiheitsgrad wie zum Beispiel
der Isospin.

Weitere Korrekturen. Es gibt zwei weitere Korrekturen, die man zum Beispiel im I@pen des Wasserstoffatoms

direkt messen kann. So erscheint jedes Energienveau bmiigellessung im Magnetfeld nochmals aufgespalten.

Dies ruhrt von der Wechselwirkung des Spins des Elektrahd@m Kernspin des Protons her. Diese Aufspaltung

wird alsHyperfeinstruktubezeichnet. Der Zusatzterm im Hamilton-Operator ist
,_ lelh ) 1

H' = 5 Bp(r) = ~gputinpipe [0 0 V2 = (@ V)0 V)] 5

wobeiB,, das magnetische Feld ist, das vom magnetischen Moment demBrerzeugt wirdg,,, das gyroma-

gnetische Verhaltnis des Protons bezeichnet, updzw. ., das Bohrsche Magneton bzw. das Magneton des

Protons darstellt.

Eine weitere Korrektur riihrt von der Wechselwirkung deskiilons mit dem elektromagnetischen Strah-
lungsfeld her. Dieses Strahlungsfeld ist ebenfalls gsartiund weist Quantenfluktuationen auf. Die Fluktuatio-
nen um das Nullpunkts-Feld fihren zu einer Verschiebumg=tergieniveaux, und zwar so, dass die Entartung
von 2sy /, und2p, /, wieder aufgehoben wird, da die Energieverschiebung unaskestist, je hoher die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit des Elektrons nahe der Quelleraéds ist. [Diese Entartung existiert sowohl bei nicht-
relativistischer Behandlung des Wasserstoffatoms, alk hai der Losung der vollstandigen Dirac-Gleichung fur
das Wasserstoffatom.] Man bezeichnet diesen Effektaisb-Shiftund er wird durch einen Term

H”:—g/d?’rj(r)-A(r,t)

beschrieben. Der Stroinist der Teilchenstrom des Elektrons. Man kann die Lambt$hiif den Methoden der
Storungstheorie bestimmen, wenn man bis zur zweiten Gigigeht. Man hat also

_ |<nlak)‘|H”|n70>|2 / 1" _ ¢ 2mh?e? *
ABn=D D —o e (WO KAIH I 0) = 2y [l X

n kA

zu bestimmen, wobei die Elektron-Zustande dutdbezeichnet werden, und Photonen-Zustande durch den Im-
pulsk und die Polarisierung charakterisiert sind. So i$t, 0) ein reiner Elektron-Zustand ohne Photonen, und
|n’, k A) ein intermediarer Zustand eines Elektrons mit einem Rhdde Energie des intermediaren Zustandes ist
danne,, + ck. SchlieBlich bezeichngf die Fourier-Komponente mit Impulsdes Strome§(r), in Dipol-Nahe-
rung gegeben durgly = p/m. Allerdings ist die weitere Rechnung selbst in dieser gndd&herung immer noch
nicht einfach.: - (



