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zeitlicher Uberblick

» 1834: John Russell beobachtet Solitonen in einem Kanal

» 1871/1876: Herleitung der Wellenform und
-geschwindigkeit aus bekannten Gleichungen

> 1895: Korteweg-de-Vries-Gleichung
> ganz lange garnichts

» 1960er: Computerberechnungen ermdglichen intensivere
Untersuchungen, gewecktes Interesse durch neue
Anwendungsgebiete




Russells Beobachtungen

Eigenschaften von Wellen in einem Kanal:
> behalten ihre Form weitgehend bei
> langsam abnehmende Hohe
» Volumen der Welle = Volumen des verdriangten Wassers

» Geschwindigkeit: ¢ = g(h + a)
a: Amplitude der Welle, h: Wassertiefe
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Boussinesq (1871) und Rayleigh (1876) finden, dass

X — ct

¢(x,t) = asech? < 5

die Form der Welle beschreibt.

)

B2 4h%(h + a)

3a
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1895: Korteweg und de Vries stellen die nach ihnen benannte
Gleichung auf:

a3 aC 2 9 1 9
691‘_2\/7<< 3% 737 ax3>

dabei ist € R klein und

lehs—ﬁ

3 gp

enthalt mit der Oberflichenspannung T und der Dichte p
Informationen iiber das Fluid.
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Die Gleichung

¢ 3 a2 9%¢
61‘_2\/7<C 3a+°’ax3>

ist unhandlich zum Rechnen, deshalb substituiert man

u=ko(+ ki, X=kx+ks, T=kt+ks

und erhalt durch geeignete Wahl der Konstanten ko, ..., ks
beispielsweise die Formen
Oou ou 3u
ar AT Wex Taxs =0
3
oder 8— + 6u 8u 0"u =0

oT X 3X3




Wieso Solitonen?

Um der Ursache von Solitonenldsungen auf den Grund zu
gehen, betrachten wir die lineare Naherung der
KdV-Gleichung

773 + Uy “I’ Uyxx = 0 (Indizes geben partielle Ableitungen an)

Klar: Lsungen sind Uberlagerungen von
Fourierkomponenten

U o el(kx—wt)

mit der Dispersionsrelation w = k — k3 und

Phasengeschwindigkeit c= % =1—k?
0
Gruppengeschwindigkeit Cg = 13k
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Dispersion und ihre Verhinderung

(Nichtsinusoide) Ldsungen von
Ut + Ux + Uxx = 0

erfahren wegen der dritten Ableitung Dispersion.
Weg damit!
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Dispersion und ihre Verhinderung

Wir betrachten nun
ur + (14 u)ux = 0.
Fiir eine beliebige (diff'bare) Funktion f ist
u=f(x—(1+ u)t)

eine Losung der DGL. Stérungen breiten sich mit
Geschwindigkeit 1 + v aus, "hohere” Teile der Losung sind
schneller als " flachere”.
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Also: Wieso Solitonen?

In der Gleichung
ur + (14 u)ux + Usex = Up + Ux + Ul + U = 0

bewirken Nichtlinearitat und Dispersionsterm gegensatzliche
Effekte, so dass im Zusammenspiel stabile Lésungen moglich
sind.
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Klar:

o2
u(x,t) = —2@ Inf(x,t),

fix,t)=detM, M=(M),,, ij=1,....n
2(PIP')1/2 fi + 5 Solitoneninteraktion
M; '(X, t) =0; + S exp J
J J P; + PJ 2

&= Pix— PP — &
|6st die KdV-Gleichung
Uy — buuy + Uy = 0.

P; und f,o legen die Amplitude bzw. Phasenverschiebung des
i-ten Solitons fest.
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Numerische Untersuchungen der KdV-Gleichung

Ut + Uty + 6 Uy = 0

Solitoneninteraktion

mit periodischen Randbedingungen ergeben interessante
Ergebnisse:

Solitonenlésungen, die hier auftreten, durchqueren einander,
ohne nach der Kollision ihre Eigenschaften eingebiit zu
haben (obwohl keine Superposition moglich ist!).
AuBerdem: periodisches Verhalten.




Woriiber reden wir?

Philip Drazin:
Ein Soliton ist die Losung einer nichtlinearen Gleichung, die

1. eine Welle fester Form beschreibt,
2. lokalisiert ist und

3. beschadigungslos mit anderen Solitonen wechselwirkt.
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Quellen

Literatur:
[Dra] (vgl. Themenliste)
Ryogo Hirota (Physical Review Letters), 1971

AuBerdem:
Videos des Institut CARNOT de Bourgogne:
Video 1 — Video 2
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http://prl.aps.org/abstract/PRL/v27/i18/p1192_1
http://www.youtube.com/watch?v=hfc3IL9gAts
http://www.youtube.com/watch?v=wEbYELtGZwI
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