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”Die Hauptschwierigkeit bei der Integration gegebener Differen-
tialgleichungen scheint in der Einführung der richtigen Variablen
zu bestehen, zu deren Auffindung es keine allgemeine Regel giebt.
Man muss daher das umgekehrte Verfahren einschlagen und nach
erlangter Kenntniss einer merkwürdigen Substitution die Probleme
aufsuchen, bei welchem diesselbe mit Glück zu brauchen ist.“

C.G.J.Jacobi: Vorlesungen über Dynamik

Einleitendes. Ein mechanisches System kann mittels des Konfigurationsraum-
es M und der zugehörigen Lagrangefunktion L beschrieben werden, wobei M
als differenzierbare Mannigfaltigkeit, lokal parametrisiert durch Koordinaten
qi, i = 1, . . .m = dimM , und L : TM → R, L = L(q, q̇) als Abbildung auf dem
Tangentialbündel aufgefasst wird.

Man betrachte nun zwei Karten
(
ϕα, TUα

)
und

(
ϕβ , TUβ

)
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nichtleerem Durchschnitt Ωαβ , wobei ϕα = (q1
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m
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m
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naten ϕiβ transformieren dann unter einem Kartenwechsel ϕβ◦ϕ−1
α : ϕα (Ωαβ)→

ϕβ (Ωαβ) mittels ϕiβ = (∂(ϕiβ ◦ ϕ−1
α )/∂ϕjα)ϕjα. Definiert man pαi := ∂q̇iαL(ϕα),
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das kovariante Transformationsverhalten der Komponenten pi [2]. Deshalb wird
p als Kovektor und die Transformation q̇ → p als Abbildung TM → T ∗M
aufgefasst. Das Kotangentialbündel T ∗M =: P wird Phasenraum genannt,
parametrisiert mittels {(q, p)} = {(q1, . . . , qm, p1, . . . , pm)} und trägt damit die
natürliche Struktur einer symplektischen Mannigfaltigkeit (P, ω2), deren sym-
plektische (d.h. nichtdegenerierte, geschlossene) 2-Form ω2 lokal durch ω2 =
dp ∧ dq gegeben ist1.

1Diese nicht-triviale Aussage stellt der Satz von Darboux sicher. [1]
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Kanonische Bewegungsgleichungen. Die kanonischen Bewegungsgleichun-
gen können sowohl auf dem Phasenraum P als auch auf dem erweiterten Phasen-
raum Pt formuliert werden.

Auf dem Phasenraum P induziert die symplektische Struktur einen Isomor-
phismus I−1 : TxP → T ∗xP durch I−1(v) := ω1

v ∈ T ∗xP, wobei ω1
v(w) := ω2(w, v)

für alle v, w ∈ TxP. Sei nunH ∈ C∞(P,R) eine glatte Funktion auf dem Phasen-
raum P. Die äußere Ableitung d : Ωp(P) → Ωp+1(P) ordnet dieser Funktion
eine 1-Form dH ∈ T ∗P zu, der wir mittels des oben angegebenen Isomorphis-
mus I ein glattes Vektorfeld IdH ∈ X(P) zuordnen können. Das Vektorfeld IdH
wird das zur Hamiltonfunktion H gehöhrige Hamiltonsche Vektorfeld genannt
und ist gegeben durch ω2(IdH, ·) = dH. Dieses Vektorfeld erzeugt eine lokale
1-Parametergruppe von Diffeomorphismen ϕt : P → P, den Hamiltonschen
Phasenfluss, d.h. ϕ̇t(x) = IdH(ϕ(t)). Die Integralkurven des Phasenflusses
genügen dann den kanonischen Gleichungen

ṗ = −∂H
∂q

und q̇ = ∂H

∂p
. (1)

P

ω2

��

Pt

ω1

��
XH

// (1) Xξ
oo

Abbildung 1: Herleitung der kanon-
ischen Gleichungen auf (P, ω2 = dp∧
dq) bzw. (Pt, ω1 = pdq −Hdt).

Der erweiterte Phasenraum Pt = {(q, p, t)}
hat ungerade Dimension dimPt = 2n + 1
und somit keine symplektische Struktur (mit-
tels der wir (1) herleiten konnten). Jedoch
führt auf Pt die 1-Form ω1 ∈ Ω1(P), die
lokal die Form ω1 = pdq − Hdt habe, auf
die kanonischen Gleichungen (1): ω1 besitzt in
jedem Punkt x ∈ Pt eine eindeutige Vortex-
Richtung2 und die Vortex-Linien des zu dieser
Richtung assoziierten Vektorfelds Xξ ∈ X(Pt)
sind wiederum die Integralkurven der kanon-
ischen Gleichungen (1).

Deshalb ist ein Wechsel zwischen P und Pt für das Lösen der kanonischen
Bewegungsgleichungen (1) weitesgehend unproblematisch.

Kanonische Transformationen. Die Wahl der Koordinaten des Phasen-
raums ist als Parametrisierung einer Mannigfaltigkeit selbstverständlich nicht
eindeutig. Besonders relevant für mechanische Probleme sind differenzierbare
Abbildungen g : P → P, die die symplektische 2-Form ω2 erhalten, denn die
kanonischen Gleichungen (1) sind in den transformierten Koordinaten formin-
variant (cf. Satz 1). Sind transformierte Koordinaten Qi zyklisch, so werden
die Bewegungsgleichungen elementar lösbar. Der Hamilton-Jacobi-Formalismus
führt mittels einer geeigneten Transformation das Lösen der kanonischen Gle-
ichungen auf das Lösen der sogenannten Hamilton-Jacobi-Gleichung, die nun
entwickelt wird.

Definition 1. Eine differenzierbare Abbildung g : P → P heißt kanonische
Transformation (KT), wenn g die symplektische 2-Form ω2 erhält, d.h. g∗ω2 =
ω2.

2Zu einer nichtsingulären (d.h. dim({ξ ∈ TxPt : ω2(ξ, η) = 0 ∀η ∈ TxPt}) = 1 =minimal)
2-Form ω2 auf einer 2n+1-dimensionalen Mannigfaltigkeit Pt existiert in jedem Punkt x ∈ Pt

eine eindeutige Richtung ξx, so dass ω2(ξx, η) = 0 für alle η ∈ TxPt. Hier ist ω2 = dω1. [1]
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Bemerkung 1. Die charakterisierende Eigenschaft einer KT, das Erhalten der
symplektischen 2-Form ω2, kann äquivalent auch als∫∫

σ

ω2 =
∫∫

gσ

ω2 oder
∮
∂σ

pdq =
∮
g∂σ

pdq

definiert werden.

Lemma 1. Seien (Q,P, T ) Koordinaten auf Pt und K(Q,P, T ), S(Q,P, T )
Funktionen, so dass pdq−Hdt = PdQ−KdT+dS. Dann sind die Integralkurven
von (1) in der Karte (Q,P, T ) gegeben durch die kanonischen Gleichungen

dP
dT = −∂K

∂Q
und dQ

dT = ∂K

∂P
.

Sei g : P → P, (q, p) 7→
(
Q(q, p), P (q, p)

)
kanonisch und man betrachte die

Funktionen Q(q, p), P (q, p) als transformierte Koordinaten von P.

Satz 1. In den transformierten Koordinaten (Q,P ) hat (1) die Form Ṗ =
−∂QK und Q̇ = ∂PK mit der gleichen Hamiltonfunktion K(Q,P, t) = H(q, p, t).

Beweis. Man betrachte die 1-Form pdq−PdQ auf P. Dann ist für jede geschlos-
sene Kurve ∂σ : R→ P∮

∂σ

pdq − PdQ =
∫
σ

dp ∧ dq −
∫
σ

dP ∧ dQ

g kanonisch=
∫
σ

dp ∧ dq −
∫
σ

g∗(dP ∧ dQ)︸ ︷︷ ︸
=dp∧dq

= 0,

d.h. S(q1, p1) :=
∫ q1,p1
q0,p0

pdq − P (q, p)dQ(q, p) hängt für festes (q0, p0) nur vom
Endpunkt (q1, p1) ab. Das impliziert dS = pdq − PdQ und damit pdq −Hdt =
PdQ−Hdt+ dS. Aus Lemma 1 folgt nun die Behauptung.

Definition 2. In einer Umgebung U um (q0, p0) seien (q,Q) unabhängig, d.h.
det(∂(q,p)(q,Q)) = det(∂pQ) 6= 0. Dann wird g frei genannt und die Funktion S
wird Erzeugende von g genannt.

Insbesondere kann also die Erzeugende einer freien KT S auf U mittels
S(q, p) = S1(q,Q) ausgedrückt werden.

Weiter ist nach Satz 1 eine Transformation g genau dann kanonisch, wenn
die 1-Form pdq − PdQ exakt ist,

p(q,Q)dq − P (q,Q)dQ = dS1(q,Q) (2)
und damit gilt dann

∂S1(q,Q)
∂q

= p und ∂S1(q,Q)
∂Q

= −P. (3)

Bemerkung 2. Nicht jede kanonische Transformation is frei. Zum Beispiel
verschwindet die Funktionaldeterminante der Identitätstransformation (q = Q
mit Erzeugender S2(q, P ) = qP ).
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Im Allgemeinen ist eine Transformation g : P → P durch 2n Funktion
(Q,P ) von 2n Variablen (q, p) gegeben. Eine freie KT dagegen ist vollständig
durch eine Funktion von 2n Variablen gegeben, der Erzeugenden S1, d.h. jede
Funktion S1, die (2)erfüllt, ergibt vermittels (3) eine KT. Das zeigt der folgende

Satz 2. Sei S1(q,Q) eine Funktion auf einer Umgebung U um (q0, Q0). Falls
det (∂q∂QS1)|q0,Q0

6= 0, so ist S1 die Erzeugende einer freien KT.

Beweis. Nach dem Satz über implizite Funktionen kann ∂qS1(q,Q) = p in einer
Umgebung um

(
q0, p0 = ∂qS1(q,Q)|q0,Q0

)
nach Q(q, p) aufgelöst werden (weil

nach Voraussetzung det(∂q∂QS1)|q0,Q0 6= 0). Sei nun P1(q,Q) := −∂QS(q,Q)
und P (q, p) := P1

(
q,Q(q, p)

)
. Dann ist die Abbildung g : P → P, gegeben

durch (q, p) 7→
(
Q(q, p), P (q, p)

)
, eine KT mit Erzeugender S1, denn die 1-Form

pdq − PdQ ist exakt,

pdq − PdQ = ∂S(q,Q)
∂q

dq + ∂S(q,Q)
∂Q

dQ = dS(q,Q),

und wegen

det
(
∂2S(q,Q)
∂Q∂q

)−1

= det
(
∂p

∂Q

)−1
= det

(
∂Q

∂p

)
6= 0

ist g frei.

Man betrachte eine KT g, die die Hamiltonfunktion H(q, p) auf die Form
K(Q) transformiert mit Erzeugender S1(q,Q). Mit (3) gilt dann

H

(
q,
∂S1(q,Q)

∂q

)
= K(Q) (4)

wobei nach Differentiation q durch q(Q) ersetzt werde.

Definition 3. Die partielle Differentialgleichung 1.Ordnung (4) wird Hamilton-
Jacobi-Gleichung genannt.

Das Lösen von (4), d.h. das Bestimmen einer geeigneten freien KT, ist einer
Lösung der kanonischen Bewegungsgleichungen (1) äquivalent, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 3 (Satz von Jacobi). Sei S1(q,Q) eine Lösung der Gleichung (4), so dass
det(∂q∂QS1)|q0,Q0 6= 0. Dann sind die kanonischen Gleichungen (1) mittels In-
tegration analytisch lösbar, wobei die Funktionen Q(q, p) bestimmt und Erhal-
tungsgrößen von (1) sind.3

Beweis. Sei g eine durch S(q,Q) erzeugte KT. Dann wird Q(q, p) mittels (3)
bestimmt und die Hamiltonfunktion H wird in den transformierten Koordinat-
en durch H(q, p) = H

(
q, ∂qS(q,Q)

)
ausgedrückt wobei in den transformierten

Koordinaten nach Voraussetzung4 q = q(Q) gilt, d.h. q ist unabhängig von P .
Es folgt H(q, p) = K(Q).

3Arnold verwendet im Englischen den Begriff first integral.[1] Eine Lösung I(t) =
(q(t), p(t)) der kanonischen Gleichungen (1) ist eine Kurve I : R → P. Eine entlang dieser
Kurve konstante Funktion f(I(t)) =const wird first integral genannt.

4S(q,Q) löst (4).
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Der Satz von Jacobi (Satz 3) führt das Lösen der gewöhnlichen Differential-
gleichungen (1) auf das Lösen der Hamilton-Jacobi-Gleichung (4) zurück. Ob-
wohl eine partielle Differentialgleichung oftmals schwerer als eine gewöhnliche
zu lösen ist, existieren Probleme, die ausschließlich mittels des Hamilton-Jacobi-
Formalismus’ lösbar sind.
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