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0 Einleitung

Nachdem es im vorherigen Vortrag um die Theorie hinter der Hamilton-Jacobi-Methode
ging, soll sie nun an Beispielen demonstriert werden.

Begonnen wird mit dem harmonischen Oszillator. Dann wird ein wenig Theorie iiber
partielle Differentialgleichungen eingefiihrt, mit deren Hilfe dann die Anziehung durch
zwei feste Zentren angegangen werden kann.

0.1 Erinnerung

Bei der Hamilton-Jacobi-Methode muss die Hamilton-Jacobi-Gleichung
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in der Form S(q1,...,qn, Q1,...,Qn) gelost werden.
Dann erhalt man iiber p = %2 , P = % eine kanonische Transformation (q,p) —

(Q, P), sodass in den neuen Koordinaten Q=0P= E)Q K oilt.

1 Der harmonische Oszillator

Der harmonische Oszillator wird durch die Hamiltonfunktion
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beschrieben. Als zu l6sende Hamilton-J acobl—Glelchung ergibt sich also
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Da H nicht (explizit) zeitabhéngig ist, ist H = K eine Erhaltungsgréﬁe es kann also
Q = K = H gewihlt werden. Damit erhélt man einerseits P = 6Q =1, also P(t) =
Py+t.

Andererseits wird aus (2) damit BS = /2m@Q) — Dmg?, also

S(q,Q) = /dqx/2mQ — Dmg?.

Fiir die neuen Impulse ergibt sich daraus die Formel
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(wiirde man hier noch Q = H einsetzen, erhielte man die explizite Transformation
P(p.q)).

Umgestellt erhdlt man g = \/ Q sin < \/> P> also

Fiir p ergibt sich mit p = % = 1/2m@Q — Dmg? (s.o.) schlieBlich

p(t) = v/2mQ |1 — sin? (_\/E(PO —|—t)) = /2mQ cos (—\/E(Po —}—t)) ,

und der harmonische Oszillator ist komplett gelost.

2 Partielle Differentialgleichungen — separable Variablen

Wir betrachten allgemeine partielle Differentialgleichungen (PDGI) erster Ordnung
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Definition. Eine Losung S(qi,...,qn,Q1,...,Qn) von (3), die von n (unabhingigen)
Parametern Q); abhéngt, heiit vollstindiges Integral der Gleichung (so viele zusétzliche
Parameter wie Variablen, nach denen abgeleitet wird).

Definition. Wenn in einer PDGI die Variable ¢; und die Ableitung g—; nur in einer

bestimmten Kombination ¢ ( ,ql) auftreten, also
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dann heif}t ¢; eine separable Variable.

Satz. Sei ¢ separabel; und sei S'(g2, ..., qn, ¢, Qa, ..., Q) ein vollstindiges Integral der

Gleichung
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(Notation wie bei (4)). Auflerdem sei S1(q1,c¢) eine Losung von ¢ (%311 , ql) = ¢ (das ist

einfach zu 16sen, denn das ist nur eine gewohnliche DGI! — | nur® integrieren).
Dann ist

S(q1a s 7qn7Q17 .- 7Qn) = Sl(‘han) =+ S,(q27 s 7‘]117@17@2) .- 7Qn)

ein vollstdndiges Integral der urspringlichen PDGI.



Beweis.

0 (5 ) e (3, (25 3)
1 'aa yqly -y Qdn | = P2 a"'aa 342y .- o5 Qqn, P aqlvql

g1 Ogy Oqo In
08’ o5’ 051
Df S :q) (7--'77 ) Yny <7 ))
(Def. von 5) >\ g Oqn o - ® oq n

o5 o8

(Vorauss. an S1(q1,Q1)) = &, ( T B 42y -+ Gn, Ql)

(Vorauss. an S') =0

d

Wenn also in einer PDGI (®;(...) = 0) eine Variable separabel ist, muss man nur
noch ein vollstandiges Integral einer Gleichung mit einer Variable weniger (®2(...) = 0)
finden, um ein vollstdndiges Integral der urspriinglichen Gleichung zu erhalten.

Ist nun in der neuen Gleichung wieder eine Variable separabel, so ldsst sich die Varia-
blenanzahl weiter reduzieren.

Im besten Fall sind alle Variablen separabel. Dann heiflen die Variablen auch komplett
separabel, und man erhilt ein vollstandiges Integral der Form

S(QaQ) = Sl(Qlan) + 52((]27Q17Q2) + ...+ Sn(Qnanu o 7Qn)7

wobei jedes S; Losung einer gewohnlichen DGI ist.

3 Anziehung durch zwei feste Zentren

Nun wollen wir das Problem der Anziehung einer Punktmasse durch zwei feste Punkt-
massen betrachten (z.B. Gravitation, Coulombkraft, ... ). Dies stellt z.B. eine gute Néhe-
rung dar, wenn die Bahnen von Kérpern im Gravitationsfeld der Erde berechnet werden
sollen, da die Erde ja keine Kugel, sondern eher ein Ellipsoid ist, und dementsprechend
besser durch zwes als durch eine Punktmasse angendhert wird.

3.1 Wahl von Koordinaten & Aufstellen der Hamiltonfunktion

Wir beschranken uns auf die Betrachtung des Problems in der Ebene mit zwei Zentren
gleicher Masse. Diese seien an den Punkten O; und O, festgehalten und haben zueinander
den Abstand 2c. Der sich bewegende Punkt habe Masse 1; sein Abstand zum Zentrum
01 sei mit r; bezeichnet, der zum Zentrum Oy mit 79.
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Abbildung 1: Anziehung durch zwei Zentren



Als Koordinaten verwenden wir £ := 71 + ro,n := 11 — ro, sogenannte elliptische
Koordinaten. Die Kurven, auf denen & konstant ist, sind Ellipsen mit den Brennpunkten
01, O2; die Kurven, auf denen 7 konstant ist, sind Hyperbeln mit diesen Brennpunkten.

Abbildung 2: Ellipsen und Hyperbeln mit gleichen Brennpunkten

Wir wollen nun einen Ausdruck fiir die kinetische Energie sowie die konjugierten Im-
pulse in elliptischen Koordinaten herleiten.

Abbildung 3: Ubersichtsgrafik
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Abbildung 4: Bewegung um dsgy entlang einer Ellipse (vergrofiert)

Bei Bewegung entlang einer Ellipse gilt r; + r3 = const. und damit droy = —dr;. Uber
dry = dsgy cos a (Abbildung 4) folgt daraus dn = 2 cos adsgy. D.h. dsgy = ﬁdn.

Bei Bewegung entlang einer Hyperbel gilt r; —ry = const. und damit dry = dry. Uber
dri = dspyp sin o (Abbildung 5) folgt daraus d§ = 2sin adspyp. D.h. dspyp = ﬁdg .



Abbildung 5: Bewegung um dspy;, entlang einer Hyperbel (vergréfert)

Da die Ellipsen und Hyperbeln jeweils senkrecht aufeinander stehen, ist damit (Py-
thagoras)
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ds™ = dsn + sty = 4sin? o 4 cos?
Aus dem Dreieck O1 MOy (M ist die bewegliche Masse) erhalten wir (Kosinussatz

bzw. Linge der Vektoren, s. Abbildung 3) 72 + r3 + 27175 cos(2a) = 4¢2, also

4¢? —r? —r2
—— L 2 — ¢os(2a) = cos® a — sin? a.
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Damit ist eingesetzt
T T
ds? = 12 de? + L2 dn?.

(r1 +1r2)? — 4c? 4c2 — (ry — rg)?
Allgemein ist fiir ds?> = Y a?dg? die kinetische Energie T = %Z% = %Za%qg,
also sind die Impulse (fiir geschwindigkeitsunabhéngige Potentiale) p; = % = aj¢; und
2

damit T'= > 2paiz.
In unserem Fall ist also

(r1 +12)% — 4c? 2 4c% — (r1 — 19)? 9

T = pg 0
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Mit den Definitionen von &, n sowie £2 — n? = 47175 und dem (zu beiden Zentren anzie-
henden) Potential V' = —Tﬁ ko _kndtry) (k enthélt die Massen und Proportionali-
1 T2 r1ir2
tatskonstanten) folgt nun
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3.2 Anwendung der Hamilton-Jacobi-Methode

Die Hamilton—Jaeobi—Gleichung, die gelost werden muss, ist
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Umgestellt erhélt man
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mit entsprechend gewahltem ; die Variablen sind also komplett separabel.
Es muss also die Gleichung
051
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gelost und ein vollstdndiges Integral von
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gefunden werden; dann ist S = S; + S’. Da H nicht zeitabhingig ist, kann K fir Q-
gewéhlt werden. Damit sind @1, Q2, P; konstant, und P, = 1.
Man erhélt direkt

0S1 | Q1+ Q&% 4 4kE

o 2(£2 — 4c?)
und
98 [=Q1— Qo
o\ 2042 —n?)

Diese Gleichungen kann man direkt durch Integrieren 16sen; damit ergibt sich

2 k _
S(€1.Qu.Qu) = [ d Q1+(Q2f4*;4 [y %62 an).

Durch Ableiten nach @1,Q2 kénnen daraus Integralausdriicke Pi(p,q), P2(p,q) be-
stimmt werden; dadurch kénnen schlielich Ausdriicke £(P, Q), n(P, Q) und somit &(t), n(t)

bestimmt werden.




