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1 Einfiihrung

Wir werden nun im zweiten Teil gestorte Systeme einfiihren, indem wir die Bewegungs-
gleichungen um einen Storterm ergénzen. Ein mechanisches System wird durch seine
Hamilton-Funktion beschrieben. Im Rahmen der Stérungstheorie wird untersucht, wie
sich das System verhélt, wie sich also die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen verhal-
ten, wenn man ein bisschen an der Hamiltonfunktion ,, wackelt“. Als Beispiel kann man
die Hamiltonfunktion eines sehr schnell bewegten Teilchen betrachten. Dabei treten re-
lativistische Effekte auf, weswegen man der Exaktheit wegen einen Korrekturterm in die
Hamilton-Funktion einfiigen muss. Diese relativistische Korrektur kann dann als Stérung
interpretiert werden.

Wir beschéftigen uns im folgenden mit fast-integrablen Systemen. Bisher haben wir
meist integrable Systeme betrachtet. Zum Beispiel ist das Kepler-Problem, wie wir in
der Analytischen Mechanik gesehen haben, ein integrables System. Integrabilitéit ist aber
langst nicht der Regelfall. Die Bewegung von Mond und Erde um die Sonne (3-Korper-
Problem) ist z.B. nicht-integrabel. Betrachtet man die Bewegung der Erde isoliert, so
erhéilt man wieder ein integrables 2-Korper-Problem. Der Einfluss des Mondes ist aber
relativ gering, und somit dhnelt das System Sonne-Erde-Mond sehr einem 2-Korper-
Problem. Man nennt ein solches System fast-integrabel. Der Einfluss des Mondes kann
als Storung des integrablen Systems Erde-Sonne betrachtet werden.



2 Mittelungsprinzip

2.1 Storung eines Hamilton-Systems

Seien I, ¢ die Winkelwirkungsvariablen eines Hamiltonschen Systems mit Hamiltonian
Hy(I). Ungestorter Fall:

_% =7=0
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Einbau einer Stérung: .
I=cg(L¢)

¢ =wI)+cf(I,¢),
wobei € < 1 und f, g differenzierbare Funktionen sind.

2.2 Mittelung

Die Storung kann im Laufe der Zeit variieren. Wir wollen deswegen einen Mittelwert fiir
die Storung bestimmen. Wir ignorieren dafiir fiir eine Weile, dass das System Hamil-
tonsch ist und betrachten ein beliebiges System von Differentialgleichungen in Form von
(%) auf G x T*, wobei T = {¢ = (¢1,...,¢) mod 27} und G = {I = (I1,...,I})} C R!
Durch Mittelung erhalten wir aus (x) ein neues System (xx)

J =eg(J) (%)

wobei g(J) = (27)7* 0% e 027r g(J,)dp; . ..dpg. Das Mittelungsprinzip besagt, dass
das System (xx) eine gute Niherung fiir das System (%) ist. Man kann den Ubergang
vom gestorten zum gemittelt gestorten System auch so auffassen, dass der ,,periodische
Anteil“ der Storfunktion auf dem Torus vernachléssigt wird.

g(l,p)=9gI,p)—g(I)+g(I)

—a(1,

Der Storterm der gemittelten Storung besteht dann nur aus g.

2.3 Beispiel
Betrachte ein eindimensionales System, d.h. k =1 = 1.

I =¢eg(y)

p=w#0



wobei g als periodisch vorausgesetzt wird. Fiir 0 < ¢t < 1/e gilt fiir den Unterschied
zwischen gestorten und gemittelt gestorten System

|[I(t)—J(t)| <e-c ¢ = const.

Hierbei ist J(t) = eg(J)t + 1(0).
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wobei h(y) := [ §(¢')dy’ eine periodische Funktion ist. D.h.

I(t) = I(0) + gt + gh(wt).

= |I(t) — J(t)| = I(0) + £t + gh(wt) —egt — 1(0)

5
= —h(wt
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Die Storung ldsst sich in diesem Beispiel also in einen linearen und periodische Anteil
aufteilen.

3 Bestitigung des Mittelungsprinzip fiir 1-Frequenz-
Systeme
Fiir Systeme mit einer Frequenz rechtfertigt der folgende Satz das Mittelungsprinzip,

d.h. die Ersetzung des gestorten Systems durch ein gemitteltes System. Betrachte dazu
das System von 141 Differentialgleichungen

¢ =w() +6f(1790)}

i = gg(IvSO) (1)

wobei ¢ mod 2 € S' =T', I € G  R! und f und g 2m-periodisch in ¢ sind, und das
hieraus durch Mittelung entstehende System von | Differentialgleichungen

21
J=cg@  witg(d) =, / 9(3, 0)dy 2)

Bezeichne die Losung von (1) mit I(t), ¢(¢) und J(t) die von (2) mit den Anfangsbedin-
gunen I(0), ¢(0) und J(0) = I(0).



Satz (Verifizierung des Mittelungsprinzips fiir ein 1-Frequenz-System )
Seien Systeme wie in (1) und (2) gegeben und folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) G ist ein beschrinktes Gebiet und w, f, g sind dort beschrinkt

lwllez@axsty <e1, Ifllezaxsty < ety lgllezaxsty < a

(Wenn im folgenden ||...|| < ... erwdhnt wird, sind damit auch immer die ersten bei-
den Ableitungen gemeint. Die rechte Seite ist dann eine obere Grenze fiir Funktion
und Ableitung.)

(ii) w geht auf G nicht beliebig nah an 0, sondern wird durch eine Konstante ¢ nach
unten beschinkt
wd) >ec>0 vVie G

(iii) Fiir jedes t mit 0 < ¢t < 1/e liegt die Umgebung von J(¢) mit dem Radius d > 0 in
G, d.h.
J(t)e G —d.

Dann gilt:
Fiir ein geniigend kleines € gilt V¢ mit 0 <t < 1/e, dass

1(t) = I(B)] < O(e).

Bemerkung: G — d ist die Menge aller Punkte in G, deren Umgebungen mit dem Radius
d in G liegen.

Beweis: Wir driicken I durch neue Variablen P aus. Dadurch kénnen wir eine neue
Differentialgleichung ableiten, die in dem Sinne einfacher ist, dass wir sie besser mit J
vergleichen konnen. Aus [P — J| und dem einfach zu berechnenden |I — P| finden wir
dann eine Abschétzung fiir [T — J|. P ist wie folgt festgelegt

G—-G, I1—-P=I+¢ck(1,y), (3)

wobei k : G x St — G 2m-periodisch in ¢ ist. Die genaue Wahl von k werden wir spiter
vornehmen. Aus (3) folgt

. . ok. ok .

- (1) ok 50k 50k

P = I —w(I — — 4
e |g( ,<p)+8¢w() e grete &pf (4)

Wie wir noch sehen werden, gibt es, wenn (3) invertierbar ist, eine Riicktransformation
von der Form
G—G P—I=P+ch(P, o)



mit einer Funktion h : G x S' — G. Driicken wir (4) in der Variable P aus, erhalten wir
| neue Differentialgleichungen in P

P=cl|gP, o)+ gl;w(P) +R (5)

wobei R sich aus den e2-Termen in (4) ergibt und von w, f, g, h, k und/oder deren
Ableitungen besteht. Wir wollen k nun so festlegen, dass sich (5) etwas vereinfacht. Der
erste Gedanke wire k so zu wihlen, dass

+ Ok 0

R o=

(wéO) ok _ 1
Jp w

Diese Gleichung ist i.A. nicht l6sbar, weil k periodisch ist. Sie impliziert, dass auch die
Mittelung beider Seiten gleich sind. Aber die Mittelung von 0k/d¢ ist 0, wobei die von
g nicht notwendigerweise 0 ist (die von 0g/0y wére es wohl). Stattdessen wéhlen wir k
so, dass es den periodischen Teil abziiglich von Konstante von g eliminiert, d.h.

ok 1. - _
?:——gmlt g=g—8
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Wir setzen also ° &(P,¢)
gL\, ¢ /
k(P.g) = - | d
o w(P)

Aus (5) wird dann:

=cg(P) + R.

Wir wollen nun P abschiitzen, um es mit J vergleichen zu konnen. eg ist beschrinkt,
weil g beschrankt ist, also O(e). R ist dann beschrénkt, wenn

lwll <er, [IfIF <ers Mgl <er, Nkl <es,  [Ih]] <es

Hierbei sind wieder die Ableitungen mit eingeschlossen. w, f, g sind nach Voraussetzung
beschrinkt. k ist beschriankt, weil es eine periodische Funktion ist (die Stammfunktion
einer periodischen Funktion mit Mittelwert 0). h ist nach folgendem Lemma beschrénkt.

Lemma: Sei « fest. Es existiert ein g, sodass die Einschrankung der Abbildung I —
P =1+ ¢k (wobei | k|c2 < ¢3), auf G — « fiir € < g ein Diffeomorphismus ist. Fiir die



Umkehrabbildung P — I = P + ¢h gilt auf G — 2a, dass ||h||c2 < ¢4 mit c4(e, c3) > 0.

Fiir « = d/2 und € < gq ist (3) invertierbar, was fiir oben schon verwendet haben, und
h beschrinkt.
= |R| < €%ca, wobei ¢a(c, e3,¢4) > 0.

Vergleiche nun das gemittelte System mit dem ungemittelten in P ausgedriickt.

gemittelt: J

eg(J)

ungemittelt: P=cg(P)+R

eEp g < o).

Es gilt aber auch I —P| = I — I — ck| = ¢[k| < ¢||k]|¢c2

S I-J=[I-P+P-J|<[I-P|+[P-J| <O®).

4 Adiabatische Invarianten

Wir betrachten ein System mit einem Freiheitsgrad und einem Hamiltonian H(q, p;\),
der von einem beliebigen Parameter A abhéngt. Beispielsweise das Pendel:

»*

H =
212
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l: Pendellénge
g: Erdschwerebeschleunigung
q: Generalisierte Koordinate — Winkel

Als Parameter kénnen wir 1 und g wéhlen. Aus Griinden der Umsetzbarkeit wihlen
wir A = [. Wir variieren nun die Pendelléinge. Die zeitliche Dauer der Anderung muss
dabei sehr viel grofer sein als die Periodendauer des Pendels, ansonsten kénnte das Sys-
tem durch die Langenénderung in Resonanz versetzt werden. Energie, Amplitude und
Frequenz werden nun Funktionen der Pendellinge. Man beobachtet: Obwohl sich Fre-
qunz und Energie jeweils stark &ndern konnen, éndert sich das Verhéltnis von Energie
und Frequenz E/w nur gering. Solche Groflen, die sich bei kleinen Anderungen eines
Parameters nur geringfiigig &ndern, heiflen adiabatische Invarianten des Systems.

Um adiabatische Invarianten zu definieren sei der Hamiltonian H(q,p; \) des Systems
zweimal stetig differenzierbar nach A. Sei weiterhin A\ = et (im Beispiele des Pendels
konnte man die Langendnderung wie folgt formulieren: | = ly(1 + &t)).



Definition (Adiabatische Invarianten):
Eine Grole I(g,p, A) ist eine adiabatische Invariante, wenn gilt: Fiir alle k > 0 existiert
ein €9 > 0 sodass fiir 0 < £ < gg und alle t mit 0 <t < 1/e gilt

[I(q(t),p(t),et) — I(q(0),p(0),0] <

Wie man sieht ist insbesondere jede Erhaltungsgrofie eine adiabatische Invariante. Ohne
Beweis: In einem 1-dimensionalen System ist die Wirkungsvariable eine adiabatische
Invariante. (Der Beweis verwendet u.a. das Mittelungsprinzip.) Beispielsweise ist beim
harmonischen Oszillator I = E/w, d.h. das Verhéltnis von Energie zu Frequenz ist hierbei
eine adiabatische Invariante.



