4. Vortrag im Proseminar Theoretisch Physik:
Winkel-Wirkungsvariablen

Vortragende: Alexander Herbst & Matthias Borchert
1. Grundlagen

Im Folgenden wird der Phasenraum betrachtet (Z—P: =0 = H =const =E)

Ein mechanisches System heil3t integrabel:
© Es existierenn Funktionen F; i = 1,..n die:

e [Erhaltungsgroflen der Bewegung sind: %Fi(p, q) =0

e in Involution zueinander stehen: {Fi,Fj} =0Vi,j=1,..n

= Die Bewegung des Systems findet nur in dem Bereich des Phasenraums statt,
in dem die Erhaltungsgrof3en tatsachlich erhalten sind. Dies definiert eine
Bewegungsmannigfaltigkeit, den sogenannten level set:

M == {x:F;(x) = f;,i = 1,..n}

M ist diffeomorph zu einem n-dimensionalen Torus T" = St x ..x St (n-mal)

= Es existiert ein Variablensatz, fiir den die Bewegung die Form der Bewegung
auf einem Torus hat

2. Definition der Variablen

Ein zweidimensionaler Torus T? im R3

Quelle:Theoretische Mechanik — Alexander Altland Seite 188



Bereits an diesem einfachen Beispiel wird klar: n winkelartige Variablen ¢; parametrisieren
einen n-dimensionalen Torus vollstdndig:

T" = {(¢4, ..., pp) mod 21}

= Verwende eine geeignete kanonische Transformation, die die Winkel als neue
Orte festlegt. Bei den neuen Impulsen handelt es sich dann aus Dimensions-
griinden um eine Wirkung:

. 1 J 1
¢ ist dimensionslos = [qb] =7= [EH] = [Y] xE=>[I|=E=xT

Wobei H die neue Hamiltonfunktion ist.

Ein System von Winkel-Wirkungsvariablen wird also iiber folgende Forderungen definiert:
e H ist unabhingig von ¢, da H auf dem Torus erhalten und somit winkelunabhingig ist
e ¢ und I sind kanonisch konjugiert: {¢;, I} = 6
e ¢; dandert sich um 2m, wenn sich die Phasenraumtrajektorie einmal um die i-te
Einheitskomponente des Torus herum windet

Konstruktion der neuen Hamiltonfunktion:
Man nutze eine Erzeugende vom Typ 2, die Aufgrund der Ahnlichkeit zur Hamilton-Jacobi-
Theorie S genannt wird:

~ as

Zu 16sende Gleichungen:

as _
H (q,%(q, I)) =H(I)

I; = aH—o I =
i__aqbi_ = I; = const
. 0H
¢ =77 =w(I) = ¢(1) = w;(1) * t + ¢;(0)

al,

Da w; nur von I abhédngt, handelt es sich um eine Konstante, und zwar um die
Winkelgeschwindigkeit von ¢;. Hier zeigt sich der groBBe Vorteil von Winkel-
Wirkungsvariablen: Fiir periodische Systeme ist es moglich die einzelnen Kreisfrequenzen zu
bestimmen, ohne das ganze Problem 16sen zu miissen.

3. Variablen fiir Systeme mit einem Freiheitsgrad

Die Systeme sind grundsitzlich integrabel, da F; = H
=Die Phasenraumtrajektorie ist eine geschlossene Kurve y und diffeomorph zum Kreis

Zu ermitteln ist die Zeitabhingigkeit des Kurvendurchlaufs:
Differential von S: dS = 2 dq + % di
aq al



Die Kurve y ist lokal eindeutig durch die Variable q darstellbar:

Vxo = (qo,po) EYyIU cyoffenundl c R:

U ={(q,p(q,E): qel}

Quelle: Theoretische Mechanik - Alexander Altland
Seite 192

Diese Form der lokalen Darstellung macht es moglich entlang der Kurve beziiglich dS zu
integrieren:

S(q,E) = qasd,+asd1 —]qasd'—jq "'E)dq’
q, —qo(aq,q 3 )—q . q—qop(q, )dq

Im zweiten Schritt wurde verwendet, dass I eine Konstante, also dI=0 ist und im dritten
Schritt die bekannte Abhéngigkeit der alten Impulse von der Erzeugenden.

a a%s .. . . .
Verwendet man nun: % = 3qa1 SOVie die dritte Bedingung, die an das System gestellt wurde,

so folgt:
d¢ d¢ d¢ 9%s a [ 8S
27T=f d¢>=f (—dq+—d1)=f —dq:f :_f —d
v y 09 al y 0q , 0qol dl), 0q

Es folgt die Definition der Wirkungsvariablen, fiir 1-dim. Systeme:
1 aS
=5 ; %
List in dieser Form nur noch eine Funktion der erhaltenen Hamiltonfunktion: I = F(E)

Durch Inversion erhilt man die Darstellung E = F~1 (1)

= [ = const, ¢o(t) = w() *t + ¢(0) =%F‘1 (D *t+ ¢(0)

as
@) = E(Q,F_l(l)) = q(¢(®), 1)

aS

Man erhilt mit diesem Verfahren eine Losung in den alten Koordinaten, ohne eine einzige
Differentialgleichung 16sen zu miissen. Dies macht das Verfahren grade fiir hohere
Dimensionen interessant.
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