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Winkel-Wirkungsvariablen 
 

Vortragende: Alexander Herbst & Matthias Borchert 

 

1. Grundlagen 

 

Im Folgenden wird der Phasenraum betrachtet                     

 

Ein mechanisches System heißt integrabel:                                              
                                                  

                                                     

    Die Bewegung des Systems findet nur in dem Bereich des Phasenraums statt,  

in dem die Erhaltungsgrößen tatsächlich erhalten sind. Dies definiert eine 

Bewegungsmannigfaltigkeit, den sogenannten level set: 

                        

    ist diffeomorph zu einem n-dimensionalen Torus            (n-mal)     Es existiert ein Variablensatz, für den die Bewegung die Form der Bewegung  

auf einem Torus hat  

 

2. Definition der Variablen 

 

                                                                                                



Bereits an diesem einfachen Beispiel wird klar: n winkelartige Variablen    parametrisieren 

einen n-dimensionalen Torus vollständig: 

                       
   Verwende eine geeignete kanonische Transformation, die die Winkel als neue  

Orte festlegt. Bei den neuen Impulsen handelt es sich dann aus Dimensions- 

gründen um eine Wirkung:                                                      

Wobei    die neue Hamiltonfunktion ist. 

 

Ein System von Winkel-Wirkungsvariablen wird also über folgende Forderungen definiert: 

    ist unabhängig von  , da H auf dem Torus erhalten und somit winkelunabhängig ist 

   und I sind kanonisch konjugiert:             

    ändert sich um   , wenn sich die Phasenraumtrajektorie einmal um die i-te 

Einheitskomponente des Torus herum windet 

 

Konstruktion der neuen Hamiltonfunktion:  

Man nutze eine Erzeugende vom Typ 2, die Aufgrund der Ähnlichkeit zur Hamilton-Jacobi-

Theorie S genannt wird:                                         

Zu lösende Gleichungen:                      

                        

                                     

 

Da    nur von I abhängt, handelt es sich um eine Konstante, und zwar um die 

Winkelgeschwindigkeit von   . Hier zeigt sich der große Vorteil von Winkel-

Wirkungsvariablen: Für periodische Systeme ist es möglich die einzelnen Kreisfrequenzen zu 

bestimmen, ohne das ganze Problem lösen zu müssen.  

 

3. Variablen für Systeme mit einem Freiheitsgrad 

 

Die Systeme sind grundsätzlich integrabel, da       Die Phasenraumtrajektorie ist eine geschlossene Kurve   und diffeomorph zum Kreis 

 

Zu ermitteln ist die Zeitabhängigkeit des Kurvendurchlaufs:  

Differential von S:                  



Die Kurve   ist lokal eindeutig durch die Variable q darstellbar:  

                                    
                   
 

 

 

 

 

 

 

Diese Form der lokalen Darstellung macht es möglich entlang der Kurve bezüglich dS zu 

integrieren:            
  

                                    
  

 
      

 

Im zweiten Schritt wurde verwendet, dass I eine Konstante, also dI=0 ist und im dritten 

Schritt die bekannte Abhängigkeit der alten Impulse von der Erzeugenden. 

 

Verwendet man nun: 
              sowie die dritte Bedingung, die an das System gestellt wurde, 

so folgt:                                                            
 

Es folgt die Definition der Wirkungsvariablen, für 1-dim. Systeme:               

I ist in dieser Form nur noch eine Funktion der erhaltenen Hamiltonfunktion:        

Durch Inversion erhält man die Darstellung                                                                                     

                       

 

Man erhält mit diesem Verfahren eine Lösung in den alten Koordinaten, ohne eine einzige 

Differentialgleichung lösen zu müssen. Dies macht das Verfahren grade für höhere 

Dimensionen interessant. 
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