Vortrag 6: Systeme mit Zwangsbedingungen David Zuber, Magnus Neumann

Hamilton-Formalismus

n ODE 2. Ordnung = 2n ODE 1. Ordnung
Mit F(q,v) = (q, 2%) und Rang{Has(q,v)} = r < n folgt: Rang{%—i} = n+r = 2n—s. Die Invertierbarkeit von F(q,v)

ist also nicht mehr gegeben.
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C=Bild(F)cT'Q C= {(q,p) € R

¢1(q7p) == ¢S(q7p) = O}

Entscheidend ist hierbei, dass die Funktionen ¢; linear unabhéngig sind Vi = 1,..., s und ihre Differentiale auf C nicht
verschwinden: d¢; c #0 Vi=1,...,s. Bilde nun die Energiefunktion E auf T'Q:

E(g,v) == % v* — L(g,v) = pa(q,p) v* — L(q,v)

Betrachtung des Differentials von E zeigt, dass eine Abhangigkeit von v nur durch die p gegeben ist. Daher lasst sich
E schreiben als:
E=HyoF E(q,v) = Ho(q, F(q,p)) mit Ho: C =+ R

= Hamiltonfunktion Hy nur auf C C T*Q festgelegt, auf dem Rest von T"(Q nicht eindeutig festgelegt. Dann kann
H :T*Q — R geschrieben werden als H = Hp + A\™ ¢, mit qﬁm|c =0 und d¢m|c # 0. Damit folgt:

(Z.Sm = {¢m, H} = {¢m, Ho} + {¢m, pn }A"
Hat nun {¢m, ¢n}|c nicht vollen Rang r, so lassen sich r der A" eindeutig bestimmen. Gilt hingegen {¢m, ¢n}|c =0,

c = Crl,n,n - ¢y mit [ = 1,...,k. Diese ¢1,..., ¢ heiflen ,first class

Constraints®. Diese erzeugen Eichtransformationen, da eine Bewegung in diese Richtungen zu keiner Anderung der
Wirkung fiihrt.

so lasst sich dies wie oben schreiben als {@m, ¢n}

Geometrische Deutung

(P,w) = (T*Q, —d0) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit, wobei das Kovektorfeld § € ST{(P) auf natiirliche Weise
gegeben ist (Beweis siehe Stud.IP).
Definiert man 15 (P) = {x € TXP} w(z,y) =0 Vy € T,\(C)} mit A € C, so ergibt sich:

isotrop & T (P) D Ty(C) YAeC
ko-isotrop < Ti(P) C TA(C) VAeCl
C ist ko-isotrop, denn da w nicht entartet, 3! X; € STy (P) (Hamilton’sches Vektorfeld), fiir die Lie-Ableitung gilt:
Lx,w= (ixf od—i—doixf)w:dixfw:ddfzo
Auflerdem gilt fiir f € C*°(P):
{f,9y = Xo(f) = =Xy5(9) = (fra2 9.pa = [ipa 9,0%)

Bildet man nun iz, ,w = d{f, g}, so folgt durch Ausrechnen: X(; 53 = —[Xy, Xg]|. Da {¢m, ¢n}|c =—X,.(¢n) folgt
aus {¢m,¢n}|c =0

Xom |c tangential an C
= Ty (P) = Span{X¢1,...7X¢k}‘)\ C T\ (C) (da ¢; lin. unabh. wie oben)
= C ist koisotrop

Mit der Ko-Isotropie von C zeigt man, dass das Unterbiindel A — T5(C) C T»(C) integrabel ist. Stark vereinfacht zeigt
man dies wie folgt, wobei & = w|c: (— Satz von Frobenius)

ix,y]@=Lx(iy®) —iy Lx w = —iy(ix odd +dix®d) =0

Da [X,Y] € ST+(C), kénnen wir eine Aquivalenzrelation angeben, die die Dimension des Phasenraums um weitere s
reduziert. Wir gelangen so zum 2(n — s)-dim. reduzierten Phasenraum, auf dem Integrabilitiat nach Frobenius gilt.



