
Vortrag 6: Systeme mit Zwangsbedingungen David Zuber, Magnus Neumann

Nachtrag zum Vortrag
Behauptung

Durch: (P, ω) = (T ∗Q,−dθ) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit mit natürlichem Kovektorfeld θ ∈
ST 0

1 (P ) gegeben.

Beweis

Zur Erklärung von w Folgendes: Auf P = T ∗Q ist ein Kovektorfeld θ ∈ ST 0
1 (P ) natürlich definiert durch

θλ(Xλ) := λ(π∗λXλ)

Beachte: P 3 λ ∈ T ∗
π(λ)Q

π∗λ(Xλ) ∈ Tπ(λ)Q

also ist es sinnvoll, λ auf π∗λ(Xλ) anzuwenden.
Sei {U , φ}, φ : U → Rn, Karte auf Q mit Kartengebiet U ⊂ Q und Komponentenfunktionen Xa : U →

R, a = 1, . . . , n. Diese induziert Karte {V, ψ} auf P = T ∗Q mit Kartenbegiet V := π−1(U) ⊂ T ∗Q und
ψ : V → R2n. Die Komponentenfunktionen sind (a = 1, . . . , n)

ψa := Xa ◦ π = qa

ψn+a := pa

wobei pa(λ) = pa(λb dXb) := λa.

Ist nun Xλ = Xqa(λ) ∂

∂qa

∣∣∣∣
λ

+Xpa(λ) ∂

∂pa

∣∣∣∣
λ

∈ Tλ(p)

dann T∗λ(Xλ) = Xqa(λ) ∂

∂Xa

∣∣∣∣
π

(λ)

da T∗λ

(
∂

∂qa

∣∣∣∣
λ

)
= ∂

∂Xa

∣∣∣∣
π

(λ)

also λ(π∗λ(Xλ))

= λb dXa

∣∣∣∣
π(λ)

(
Xqa(λ) ∂

∂Xa

∣∣∣∣
π

(λ)
)

= λaXqa(λ)
!= θλ(Xλ)

Mit θλ = Aa(λ)dqa +Bb(λ)dpb hat man

θλ(Xλ) = Aa(λ)Xqa(λ) +Bb(λ)Xpb
(λ)

!= λaXqa(λ) ∀Xλ

⇔ Bb = 0 , Aa(λ) = λa = pa(λ)
⇔ θ = pa dqa

Durch die Orte qa und Impulse pa ist also eine eindeutige Symplektik gegeben.
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