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Vortrag: Symplektische Mannigfaltigkeiten
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1 Symplektische Strukturen

1.1 Def.: Symplektischer Raum
Sei V ein Vektorraum der Dimension n. Ein Tupel (V,w) heifit symplektischer Raum, wenn w eine Bili-
nearform auf V mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) w ist antisymmetrisch, d.h. w(v,w) = —w(w,v) Yv,w eV

(ii) w ist nicht ausgeartet, d.h. Vo # 0 Jw : w(v,w) #0, v,w e V

1.2 Def.: Symplektische Mannigfaltigkeit
Sei M?" eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Tupel (M?2™,w?) heiBt symplektische Mannigfaltigkeit,
wenn w? € Q?(M?") eine Differentialform auf M?" mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) w? ist geschlossen, d.h. dw? =0

(ii) w? ist nicht ausgeartet, d.h. Vo # 0 Jw : w?(v,w) £ 0, v,w € T, M>"

1.3 Bsp.: (R*,w?)

Betrachte den R?" mit kartestischen Koordinaten %, a =1,...,2n, wobei ¢* :=z*, p* := 2" i=1,...,n.
Wir werden auch im Folgenden fiir griechische Indizes stets den doppelten Laufbereich annehmen wie fiir
lateinische Indizes. Fiir w? gelte w? = dg’ Adp’. (R?",w?) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit. Beweis:
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(i) Es gilt einfach: 4 ' 4 ' ' 4
dw? = d(dg’ Adp?) = d%¢* Adp® + (—1)dg* Ad%p' =0

(ii) Seien nun V,W € T,R?" fiir beliebiges a € R?". Dann folgt:
Wi, (V,W) = (dg' Adp')(V, W) = (da’ Adz")(V, W)
: , . , 9 9
_ 7 n+i __ n—+1 7 a7 ﬁ _
= (dz*®@dx dz ®da:)<V ama,W 8;1:5)
= Ves W —vesi Wi sy
_ Vlwn+l _ Vn+1wl

Fir V # 0 ist Vk £ 0 fiir mindestens ein k € {1,...,n}. Wihle W € T,R?" genau so, dass W% £ 0
und WJ =0 Vj # n+k. Dann gilt (hier ohne Summenkonvention) wfa(V, W) =VFwnrtk £,

1.3.1 Bem.:

Im R?" lassen sich die Tangentialriume mit R?" selbst identifizieren. Mit w? = w? pda® ®dz? gilt also
V“wayW” =Viwnti_yntiwi yv=1,...,2n; i=1,...,n. Fasst man w? in diesem Kontext als Matrix

auf, so gilt
0 E
w? = ( _E, o ) (1.1)

wobei FE,, die n x n-Einheitsmatrix ist.

2 Symplektische Struktur des Kotangentialbiindels

2.1 Wdh.: Kotangentialbiindel

Sei M™ eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Kotangentialbiindel 7% M ist der Dualraum des Tan-
gentialbiindels TM. (T*M,m, M) ist ein Vektorraumbiindel vom Rang m iiber M mit Fasern Ty M. 7 ist
die kanonische Projektion des Biindels: 7: T*M — M, 7 1(p)= oM YpeM

2.1.1 Bem.:

Das Kontangentialbiindel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension m hat die Dimension
2m und ist insbesondere selbst eine differenzierbare Mannigfaltigkeit: Ein Punkt aus T* M ist eine 1-Form
auf dem Tangentialraum von M in einem bestimmten Punkt aus M. Bezeichnen wir die m Koordinaten
von M mit ¢ und die m Koordinaten des zugehorigen Kotangentialbiindels mit p, so erhalten wir duch
die 2n Koordinaten (¢',...,¢™,p1,...,pm) lokale Koordinaten des Kotangentialbiindels.

2.2 Satz: Natiirliche Symplektische Struktur des Kotangentialbiindels
Sei M™ eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann hat das Kotangentialbiindel 7*M eine natiirliche

symplektische Struktur. Verwendet man (zu den Koordinaten aus Bemerkung 2.1.1 analoge) Koordinaten
p und ¢, dann ist diese 2-Form wie folgt gegeben:

w? = dq" Ndp; (2.1)

Beweis:
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Nach Bemerkung 2.1.1 beschreiben (g,p) lokale Koordinaten des T*M und Dlq € Ty*M, Plg: TgM — R
eine 1-Form. Der Einfachheit halber verwenden wir z? := qi (und Xy 4 := p5).

AuBerdem sei 7 : T*M — M die natiirliche Projektion, die Kotangentialvektoren auf ihre Fulpunkte
abbildet und die lokal die Form z?omox~! hat. Der Pushforward ., von 7 bildet dann nach Definition
die Tangentialriume aufeinander ab: m, : T(T*M) — T M.

Fiir ein £ =¢*9 ¢ Tp(Ty*M) gilt dann lokal:

Oz

F) 2 -1
Ty, €= Dy, (€) = € HEFEwp10)) 5
q
Da pj, eine 1-Form auf T, M ist und m.{ auf einen Vektor in Ty M abbildet, ist (pj, o7 )(-) eine 1-Form
auf T(T*M), fur die gilt:

. O(ztomox! 0
PlgOmeE = (qu)jdmjfa%(x(plq))ﬁ = (p1q);€°
lq

d(ztomox™l)

ox“

(2(p1q))0]

d(xtomox™t)

= )"

(z(p|q)) = w' (€)

Nun soll gezeigt werden, dass w! = p;dg® gilt:

Dazu betrachte obige 1-Form nicht ausgewertet bei &, also w!(-). Mit & = f“a% ist dies:
o i -1

wh = (p1) i 2T (w(p)))daf,

Nun ist aber der mittlere Term der Pushforward der natiirlichen Projektion. (;Ui omoxz~t) bildet den

Punkt p|, auf ¢* ab. Die Ableitung nach zP definiert dann ein Kronecker-Delta (5}5. Also folgt:

wt zpic?[i;da:‘ﬁp = pida’ = p;dq’
Wobei hier verwendet wurde, dass ¢* = 2* ist.
Es folgt offensichtlich mit der Definition des &ufleren Produktes und der Antisymmetrie des Dachproduk-

tes, dass
w? = —dwl.

Wegen d? = 0 ist w? geschlossen. Dass w? nicht ausgeartet ist folgt analog zum Beispiel 1.3.

2.2.1 Bem.: Die obige Konstruktion ist unabhangig von der verwendeten Karte

Die oben verwendeten Koordinaten ¢ und p sind keineswegs unabhéngig voneinander. In der Notation
wird dies vor allen Dingen durch die gemeinsame Bezeichnung z als Kartenabbildung fiir das Kotangen-
tialbiindel deutlich. Wie bereits die Indexstellung in w? = d¢* A dp; andeutet, transformieren die p und
g genau invers zueinander. Transformiert ¢ mit einer Jacobimatrix J, so transformiert p mit J~!. Das
heifit insbesondere, dass die obige Konstruktion vollkommen unabhéngig von der verwendeten Karte auf
das selbe Ergebnis fiihrt.

2.2.2 Bem.: Der Phasenraum ist ein Kotangentialbiindel

Betrachte ein Lagrange-System (M ,L) mit Konﬁgurationsraum M und Lagrange-Funktion L. M definiert
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Koordinaten ¢*. Es sind also ¢ Tangentialvektoren von M. Die

Lagrange-Funktion ist ein Kotangentialvektor, denn sie bildet Tangentialvektoren und Vektoren auf reelle

Zahlen ab, L € T‘q*M . Also sind ebenso die konjugierten Impulse p; = gézi Kotangentialvektoren.

Demnach ist der durch (g,p) definierte Phasenraum das Kotangentialbiindel des Konfigurationsraumes.
Nach dem Satz 2.2 ist der Phasenraum also eine symplektische Mannigfaltigkeit.
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3 Hamiltonsche Vektorfelder

3.1 Def.: Inneres Produkt fiir p-Formen

Sei n € QP(M), p > 1 sowie V € T'(T'M) ein glattes Vektorfeld. Das innere Produkt von V' mit 7 ist die
(p—1)-Form iyn € QP~1(M):

ivn(Wl,...,Wp_l) = 7’](V,W1,...,Wp_1) YWi,...,Wp_1 €TM (3.1)

3.2 Def.: Hamiltonsches Vektorfeld

Sei (M?",w?) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wir wollen im Folgenden jeder differenzierbaren Funk-
tion f: M — R ein eindeutig bestimmtes glattes Vektorfeld X € I'(T'M) zuordnen:

Zunéchst erhalten wir mit w? € Q%(M) iiber das innere Produkt mit einem Tangentialvektor & € T, M
eine 1-Form w% € QY(M) wie folgt:

wi () = iew?(n) =w?(&n) VneT,M (3:2)

Die Zuordung £ — w% bzw. w% — £ ist ein Isomorphismus zwischen T, M und T; M. Es ldsst sich also
auch zu einer 1-Form w! auf T,M ein zugehoriger Tangentialvektor aus T, M finden. Insbesondere fiir
df € Q1 (M) muss es also (wegen des beschriebenen Isomorphismus) ein Vektorfeld X € T'(TM) geben,
sodass df =ix fw2 gilt. X heiit das zur Funktion f gehorige Hamiltonsche Vektorfeld.

3.2.1 Bem.: Xy in lokalen Koordinaten

X lasst sich in lokalen Koordinaten wie folgt berechnen:

v 9T

pr (3.3)

X}’:w

Dabei bezeichnet w”# die Inverse zu w,, aus 1.3. Dies folgt direkt aus der obigen Konstruktion und
df = 2L dae.

3.3 Satz: Cartan-Formel

Die Lie-Ableitung einer p-Form 7 € QP in Richtung V lasst sich wie folgt schreiben (ohne Beweis):
Ly =iv(dn)+d(ivn) (3.4)

3.4 Lemma:

Fiir die Lie-Ableitung von w? in Richtung von X 7 ogilt Lx fw2 =0, denn nach der Cartan-Formel gilt:

ix; (%%2) + (d(i)ifdo:% =d*f=0 (3.5)
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4 Die Poisson-Klammer

4.1 Def.: Poisson-Klammer

Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M?2™,w?) ist die Poisson-Klammer die Abbildung:

{}: CX(M)xC®(M) = C¥(M), {f.g}=w(Xy,X,) (4.1)

4.2 Eigenschaften der Poisson-Klammer

Beh.: Die Poisson-Klammer ist
(i) antisymmetrisch, d.h. {f,g} =—{g,f} Vf,g€ C>®(M)

(ii) R-bilinear, d.h. {f, g+ ph} =X f, g} + u{f, h}, sowie
{\f +pg,h} = Mfh}+p{g,h} Vfg,h € CO(M);ApeR

(iii) derivativ, d.h. {f,gh} ={f,9th+g{f,h} VYf,g,h € C>®°(M) und erfiillt die
(iv) Jacobiidentitit, d.h. {f,{g,h}}+{g,{h, f}} +{h.{f.g}} =0 Vf,g.h e C>(M)

Bew.:
(i) (Antisymmetrie) Folgt direkt aus der Schiefsymmetrie von w?.

(ii) (Bilinearitit) Da bei der Bestimmung der Komponenten von Xy lediglich die partiellen Ableitungen

;Tfa,a =1,...,2n eingehen, gilt zunachst Xy = AX;. Die Behauptung folgt dann aus der Bilinea-
ritéit von w?.

(iii) (Produktregel) Nach Definition gilt fiir f,g € C°°(M):
{f.9} = w(Xy, Xg) = (ix,w")(Xy) = df (Xg) = Xy(f) = —X(9) (4.2)
Aus der Produktregel fiir die Richtungsableitung folgt dann direkt:

{f,gh} = —Xs(gh) = =Xy (9)h — g Xy (h) ={f,g}h+g{f,h} (4.3)

(iv) (Jacobiidentitit) Hierfur verwenden wir den folgenden Zusammenhang zwischen Lie-Klammer und

Lie-Ableitung (ohne Beweis). Fiir X,Y € I'(T'M) und n € QP (M) gilt:
ix,y)m = Lx(iyn) —iy(Lxn) (4.4)

Es gentigt nun zu zeigen, dass Xy 4y = [Xy, Xf|. Da die Lie-Klammer [-,-] die Jacobiidentitit erfiillt,
folgt dann (analog zu (iii)) die Aussage. Es gilt nun:
iX{f’g}wQ =d{f,9} = d(W* (X5, X,)) = d(ix,ix,w*) +0
= d(ix,ix,w?) +ix,d(ix,;w”) , denn 0=d*f=d(ix,w?)
=Lx, (inwz) —0 (Cartan-Formel)
=Lx, (inwz) —ix, (Eng2) , denn nach Lemma 3.4 gilt EXgoJ2 =0

= i[ngxf}wZ (vergleiche mit 4.4)

Es folgt also Xy g1 = [Xg, X¢] und damit die Jacobiidentitét der Poisson-Klammer.
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