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Vortrag: Symplektische Mannigfaltigkeiten
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1 Symplektische Strukturen

1.1 Def.: Symplektischer Raum

Sei V ein Vektorraum der Dimension n. Ein Tupel (V,ω) heißt symplektischer Raum, wenn ω eine Bili-
nearform auf V mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) ω ist antisymmetrisch, d.h. ω(v,w) =−ω(w,v) ∀v,w ∈ V

(ii) ω ist nicht ausgeartet, d.h. ∀v 6= 0 ∃w : ω(v,w) 6= 0, v,w ∈ V

1.2 Def.: Symplektische Mannigfaltigkeit

SeiM2n eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ein Tupel (M2n,ω2) heißt symplektische Mannigfaltigkeit,
wenn ω2 ∈ Ω2(M2n) eine Differentialform auf M2n mit folgenden Eigenschaften ist:

(i) ω2 ist geschlossen, d.h. dω2 = 0

(ii) ω2 ist nicht ausgeartet, d.h. ∀v 6= 0 ∃w : ω2(v,w) 6= 0, v,w ∈ TpM2n

1.3 Bsp.: (R2n,ω2)

Betrachte den R2n mit kartestischen Koordinaten xα, α= 1, . . . ,2n, wobei qi := xi, pi := xn+i, i= 1, . . . ,n.
Wir werden auch im Folgenden für griechische Indizes stets den doppelten Laufbereich annehmen wie für
lateinische Indizes. Für ω2 gelte ω2 = dqi∧dpi. (R2n,ω2) ist eine symplektische Mannigfaltigkeit. Beweis:
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(i) Es gilt einfach:
dω2 = d(dqi∧dpi) = d2qi∧dpi+ (−1)1dqi∧d2pi = 0

(ii) Seien nun V,W ∈ TaR2n für beliebiges a ∈ R2n. Dann folgt:

ω2
|a(V,W ) = (dqi∧dpi)(V,W ) = (dxi∧dxn+i)(V,W )

= (dxi⊗dxn+i−dxn+i⊗dxi)
(
V α

∂

∂xα
,Wβ ∂

∂xβ

)
= V αδiαW

βδn+i
β −V αδn+i

α Wβδiβ

= V iWn+i−V n+iW i

Für V 6= 0 ist V k 6= 0 für mindestens ein k ∈ {1, . . . ,n}. Wähle W ∈ TaR2n genau so, dass Wn+k 6= 0
und W j = 0 ∀j 6= n+k. Dann gilt (hier ohne Summenkonvention) ω2

|a(V,W ) = V kWn+k 6= 0.

1.3.1 Bem.:

Im R2n lassen sich die Tangentialräume mit R2n selbst identifizieren. Mit ω2 = ω2
αβdxα⊗dxβ gilt also

V µω2
µνW

ν = V iWn+i−V n+iW i; µ,ν = 1, . . . ,2n; i= 1, . . . ,n. Fasst man ω2 in diesem Kontext als Matrix
auf, so gilt

ω2 =
(

0 En
−En 0

)
(1.1)

wobei En die n×n-Einheitsmatrix ist.

2 Symplektische Struktur des Kotangentialbündels

2.1 Wdh.: Kotangentialbündel

Sei Mm eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Das Kotangentialbündel T ∗M ist der Dualraum des Tan-
gentialbündels TM . (T ∗M,π,M) ist ein Vektorraumbündel vom Rang m über M mit Fasern T ∗pM . π ist
die kanonische Projektion des Bündels: π : T ∗M →M, π−1(p) = T ∗pM ∀p ∈M

2.1.1 Bem.:

Das Kontangentialbündel einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension m hat die Dimension
2m und ist insbesondere selbst eine differenzierbare Mannigfaltigkeit: Ein Punkt aus T ∗M ist eine 1-Form
auf dem Tangentialraum von M in einem bestimmten Punkt aus M . Bezeichnen wir die m Koordinaten
von M mit q und die m Koordinaten des zugehörigen Kotangentialbündels mit p, so erhalten wir duch
die 2n Koordinaten (q1, . . . , qm,p1, . . . ,pm) lokale Koordinaten des Kotangentialbündels.

2.2 Satz: Natürliche Symplektische Struktur des Kotangentialbündels

Sei Mm eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Dann hat das Kotangentialbündel T ∗M eine natürliche
symplektische Struktur. Verwendet man (zu den Koordinaten aus Bemerkung 2.1.1 analoge) Koordinaten
p und q, dann ist diese 2-Form wie folgt gegeben:

ω2 = dqi∧dpi (2.1)

Beweis:
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Nach Bemerkung 2.1.1 beschreiben (q,p) lokale Koordinaten des T*M und p|q ∈ Tq*M , p|q : TqM → R
eine 1-Form. Der Einfachheit halber verwenden wir xi := qi (und xn+i := pi).
Außerdem sei π : T*M → M die natürliche Projektion, die Kotangentialvektoren auf ihre Fußpunkte
abbildet und die lokal die Form xi ◦π ◦x−1 hat. Der Pushforward π∗ von π bildet dann nach Definition
die Tangentialräume aufeinander ab: π∗ : T (T*M)→ TM .
Für ein ξ = ξα ∂

∂xα ∈ Tp(Tq*M) gilt dann lokal:

π∗|p|qξ :=Dπ|p|q (ξ) = ξα ∂(xi◦π◦x−1)
∂xα (x(p|q)) ∂

∂xi|q

Da p|q eine 1-Form auf TqM ist und π∗ξ auf einen Vektor in TqM abbildet, ist (p|q ◦π∗)(·) eine 1-Form
auf T (T ∗M), für die gilt:

p|q ◦π∗ξ = (p|q)jdxjξα
∂(xi ◦π ◦x−1)

∂xα
(x(p|q))

∂

∂xi|q
= (p|q)jξα

∂(xi ◦π ◦x−1)
∂xα

(x(p|q))δ
j
i

= (p|q)iξα
∂(xi ◦π ◦x−1)

∂xα
(x(p|q)) =: ω1(ξ)

Nun soll gezeigt werden, dass ω1 = pidq
i gilt:

Dazu betrachte obige 1-Form nicht ausgewertet bei ξ, also ω1(·). Mit ξ = ξα ∂
∂xα ist dies:

ω1 = (p|q)i
∂(xi◦π◦x−1)

∂xβ
(x(p|q))dx

β
|p

Nun ist aber der mittlere Term der Pushforward der natürlichen Projektion. (xi ◦ π ◦ x−1) bildet den
Punkt p|q auf qi ab. Die Ableitung nach xβ definiert dann ein Kronecker-Delta δiβ . Also folgt:

ω1 = piδ
i
βdx

β
|p = pidx

i = pidq
i

Wobei hier verwendet wurde, dass qi = xi ist.
Es folgt offensichtlich mit der Definition des äußeren Produktes und der Antisymmetrie des Dachproduk-
tes, dass

ω2 =−dω1.

Wegen d2 = 0 ist ω2 geschlossen. Dass ω2 nicht ausgeartet ist folgt analog zum Beispiel 1.3.

2.2.1 Bem.: Die obige Konstruktion ist unabhängig von der verwendeten Karte

Die oben verwendeten Koordinaten q und p sind keineswegs unabhängig voneinander. In der Notation
wird dies vor allen Dingen durch die gemeinsame Bezeichnung x als Kartenabbildung für das Kotangen-
tialbündel deutlich. Wie bereits die Indexstellung in ω2 = dqi ∧ dpi andeutet, transformieren die p und
q genau invers zueinander. Transformiert q mit einer Jacobimatrix J , so transformiert p mit J−1. Das
heißt insbesondere, dass die obige Konstruktion vollkommen unabhängig von der verwendeten Karte auf
das selbe Ergebnis führt.

2.2.2 Bem.: Der Phasenraum ist ein Kotangentialbündel

Betrachte ein Lagrange-System (M ,L) mit KonfigurationsraumM und Lagrange-Funktion L.M definiert
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Koordinaten qi. Es sind also q̇ Tangentialvektoren von M . Die
Lagrange-Funktion ist ein Kotangentialvektor, denn sie bildet Tangentialvektoren und Vektoren auf reelle
Zahlen ab, L ∈ T|q*M . Also sind ebenso die konjugierten Impulse pi = ∂L

∂q̇i
Kotangentialvektoren.

Demnach ist der durch (q,p) definierte Phasenraum das Kotangentialbündel des Konfigurationsraumes.
Nach dem Satz 2.2 ist der Phasenraum also eine symplektische Mannigfaltigkeit.
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3 Hamiltonsche Vektorfelder

3.1 Def.: Inneres Produkt für p-Formen

Sei η ∈ Ωp(M), p ≥ 1 sowie V ∈ Γ(TM) ein glattes Vektorfeld. Das innere Produkt von V mit η ist die
(p−1)-Form iV η ∈ Ωp−1(M):

iV η(W1, . . . ,Wp−1) := η(V,W1, . . . ,Wp−1) ∀W1, . . . ,Wp−1 ∈ TM (3.1)

3.2 Def.: Hamiltonsches Vektorfeld

Sei (M2n,ω2) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wir wollen im Folgenden jeder differenzierbaren Funk-
tion f :M → R ein eindeutig bestimmtes glattes Vektorfeld Xf ∈ Γ(TM) zuordnen:

Zunächst erhalten wir mit ω2 ∈ Ω2(M) über das innere Produkt mit einem Tangentialvektor ξ ∈ TpM
eine 1-Form ω1

ξ ∈ Ω1(M) wie folgt:

ω1
ξ (η) := iξω

2(η) = ω2(ξ,η) ∀η ∈ TpM (3.2)

Die Zuordung ξ → ω1
ξ bzw. ω1

ξ → ξ ist ein Isomorphismus zwischen TpM und T ∗pM . Es lässt sich also
auch zu einer 1-Form ω1 auf TpM ein zugehöriger Tangentialvektor aus TpM finden. Insbesondere für
df ∈ Ω1(M) muss es also (wegen des beschriebenen Isomorphismus) ein Vektorfeld Xf ∈ Γ(TM) geben,
sodass df = iXfω

2 gilt. Xf heißt das zur Funktion f gehörige Hamiltonsche Vektorfeld.

3.2.1 Bem.: Xf in lokalen Koordinaten

Xf lässt sich in lokalen Koordinaten wie folgt berechnen:

Xν
f = ωνµ

∂f

∂xµ
(3.3)

Dabei bezeichnet ωνµ die Inverse zu ωνµ aus 1.3. Dies folgt direkt aus der obigen Konstruktion und
df = ∂f

∂xα dxα.

3.3 Satz: Cartan-Formel

Die Lie-Ableitung einer p-Form η ∈ Ωp in Richtung V lässt sich wie folgt schreiben (ohne Beweis):

LV η = iV (dη) + d(iV η) (3.4)

3.4 Lemma:

Für die Lie-Ableitung von ω2 in Richtung von Xf gilt LXfω2 = 0, denn nach der Cartan-Formel gilt:

iXf (dω2︸︷︷︸
=0

) + (d(iXfω
2︸ ︷︷ ︸

=df

) = d2f = 0 (3.5)
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4 Die Poisson-Klammer

4.1 Def.: Poisson-Klammer

Auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M2n,ω2) ist die Poisson-Klammer die Abbildung:

{·, ·} : C∞(M)×C∞(M)→ C∞(M), {f,g} := ω2(Xf ,Xg) (4.1)

4.2 Eigenschaften der Poisson-Klammer

Beh.: Die Poisson-Klammer ist

(i) antisymmetrisch, d.h. {f,g}=−{g,f} ∀f,g ∈ C∞(M)

(ii) R-bilinear, d.h. {f,λg+µh}= λ{f,g}+µ{f,h}, sowie
{λf +µg,h}= λ{f,h}+µ{g,h} ∀f,g,h ∈ C∞(M);λ,µ ∈ R

(iii) derivativ, d.h. {f,gh}= {f,g}h+g{f,h} ∀f,g,h ∈ C∞(M) und erfüllt die

(iv) Jacobiidentität, d.h. {f,{g,h}}+{g,{h,f}}+{h,{f,g}}= 0 ∀f,g,h ∈ C∞(M)

Bew.:

(i) (Antisymmetrie) Folgt direkt aus der Schiefsymmetrie von ω2.

(ii) (Bilinearität) Da bei der Bestimmung der Komponenten von Xf lediglich die partiellen Ableitungen
∂f
∂xα ,α= 1, . . . ,2n eingehen, gilt zunächst Xλf = λXf . Die Behauptung folgt dann aus der Bilinea-
rität von ω2.

(iii) (Produktregel) Nach Definition gilt für f,g ∈ C∞(M):

{f,g}= ω2(Xf ,Xg) = (iXfω
2)(Xg) = df(Xg) =Xg(f) =−Xf (g) (4.2)

Aus der Produktregel für die Richtungsableitung folgt dann direkt:

{f,gh}=−Xf (gh) =−Xf (g)h−gXf (h) = {f,g}h+g{f,h} (4.3)

(iv) (Jacobiidentität) Hierfür verwenden wir den folgenden Zusammenhang zwischen Lie-Klammer und
Lie-Ableitung (ohne Beweis). Für X,Y ∈ Γ(TM) und η ∈ Ωp(M) gilt:

i[X,Y ]η = LX(iY η)− iY (LXη) (4.4)

Es genügt nun zu zeigen, dassX{f,g}= [Xg,Xf ]. Da die Lie-Klammer [·, ·] die Jacobiidentität erfüllt,
folgt dann (analog zu (iii)) die Aussage. Es gilt nun:

iX{f,g}ω
2 = d{f,g}= d(ω2(Xf ,Xg)) = d(iXg iXfω

2) + 0

= d(iXg iXfω
2) + iXgd(iXfω

2) , denn 0 = d2f = d(iXfω
2)

= LXg (iXfω
2)−0 (Cartan-Formel)

= LXg (iXfω
2)− iXf (LXgω2) , denn nach Lemma 3.4 gilt LXgω2 = 0

= i[Xg,Xf ]ω
2 (vergleiche mit 4.4)

Es folgt also X{f,g} = [Xg,Xf ] und damit die Jacobiidentität der Poisson-Klammer.
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